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RÉFLEXIONS 

Sur  la  manière  d^ enseigner  lesMathématiques, 
et  d^ apprécier  dans  les  examens  le  savoir 
de  ceux  qui  les  ont  étudiées. 

Ijés  fonctions  que  j'ai  remplies  dans  l'enseigne- 
ment public  \  et  les  travaux  auxquels  je  me  suis 
livré  depuis  long-temps  y  m'ayant  conduit  à  faire 
la  revue  des  diverses  branches  qui  composent  les 
Mathématiques  pures  ^  j'ai  cru  qu'en  publiant 
aujourd'hui  la  dernière  partie  du  Cours  élémen- 
taire de  cette  science ,  je  ferois  une  chose  utile 
de  présenter  les  réflexions  que  m*ont  suggérées , 
sur  la  manière  d'enseigner  les  Mathématiques  et 
d'apprécier  le  savoir  et  la  capacité  de  ceux  qui 
les  ont  étudiées  y  les  observations  que  j'ai  faites 
sur  moi-même  et  sur  le  grand  nombre  de  jeunes 
gens  dont  j'ai  suivi  les  progrès. 

La  culture  des  sciences  se  présente  sous  deux 
points  de  vue  qu'il  faut  bien  distinguer  :  tantôt 
elle  n'est  qu'un  moyen  d'exercer  l'esprit,  de 
développer  les  facultés  intellectuelles,  et  de 
rendre  propre  à  la  méditation  et  à  la  discussion; 
quelquefois  aussi ,  mais  par  malheur  beaucoup 
plus  rarement  qu'on  ne  le  croit  en  général ,  ello 
fournit  des  préceptes  et  des  résultats  immédiate* 
ment  applicables  aux  usages  de  la  vie ,  aux  be- 
soins de  la  société* 
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Quand  pn  Tenyisige  sous  le  premier  rapport , 
celui  qui  la  constitue  une  partie  essentielle  de 
l'éducation ,  on  reconnoît  la  nécessité  de  ne  rien 
traiter  superficiellement  dans  Jes  objets  qu'on  y 
lait  entrer^  de  diminuer  plutôt  le  nombre  de  ces 
objets 3  s'il  le  faut  ^  que  de  sacrifier  a  la  brièveté 
aucun  des  déyeloppemens  nécessaires  pour  par- 
venir à  toate  l'évidence  que  comporte  le  sujet , 
ou  pour  rendre  sensible  le  mécanisme  du  rai- 
isonnement* 

.  L'enseignement  des  sciences  est  à  cet  égard 
assujetti  aux  mêmes  règles  que  celui  des  arts  : 
le  choix  des  > exemples  est  bien  plus  important 
que  leur  nombre  j  quelques  vérités  bien  appro- 
fondies éclairent  beaucoup  plus  sur  la  méthode 
qu'un  grand  nombre  de  théories  discutées  d'une 
manière  incomplète.  Les  unes  jettent  des  ra* 
cines  profondes  qui  ne  manquent  jamais  de  s'é- 
tendre I  et  d'où  sortent  des  tiges  dont  les  ra- 
meaux .nombreux  sont  chargés  de  fruits;  les 
autres^  qui  ont  a  peine  efileuré  le  sol^  dispa- 
r.oissent  bientôt  après  avoir  offert  un  stérile  ali- 
ment à  la  vanité. 

Ces  remarques  y  sur  lesquelles  il  seroit  su- 
perflu de  s'appesantir  ,  font  voir  assez  qu'on 
ne  sauroit  s'écarter  dans  les  écoles  pubh'ques  de 
cette  sévérité  qui  donne  aux  preuves  tout  le  déve- 
loppement et  toute  la  rigueur  dont  elles  sont  sus- 
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ceptibU»  y  el  ^i  li'empf  ante  (teft  apparences 
et  de9  seasationa  que  ce  ^n'it  n'eist  f%s  possible^ 
de  tirer  du  jugement  acoL 

Avroîs^je  besci»  d*av^riW  ici  qae  )é  ne.  parla 
pas  dea  prenûèrea  isatroctlana  données  a  Fenm 
fancei ,  à  Tégard  de  laquelle  il  coorient  d'ent* 
ployer  le  plus  souvent  le  témoignage  des  sena  ^ 
J'ai  indiqué  ailleurs  comment  )e  crob  qu'il  bx^ 
droit  initier  on  )eiiae  enfant  aux  mathémati"* 
quBs  (Elémens  de  Céométrié ,  dKscours'préliiii'.)  $ 
mais  après  qu'il  aareît  été  imbu  des  vék?ilé^ 
fondamentales  àe  la  science  par  wi  procédé 
plutôt  expérimental  que  théorique^  oa  ne 
sauroit^  se  dispenser  de  loi  en  faire  recooi-*' 
mencer  Técade  par  des  principe^  purement  ra^ 
tionnels  y  sans  lesquels  il  s'y  a  jamais  d'instmo*^ 
tion  solide.  Eo  général^  qaelqu'opinio«  qu'on 
adopte  sur  les  relations  ^e  nos  sensations  oal 
avec  nos  idées ,  et  sar  ce  que  noos  pouvons 
y  mettre  de  notre  propre  fonds,  il  me  semble 
qu'on  ne  peut  s'empêcher  de  convenir  que  Tlns'^ 
tituteur  doit  chercher  i  ramener  son  élève  ei|i 
lui-même ,  dès  qu'il  a  acquis  on  assesL  grand 
nombre  de  notions  extérieures  à  comparer  en^ 
tr'elies ,  et  qu'il  peut  l'y  retenir  d'autant  plus 
que  cette  coUection  de  fait»  est  pèos  grande  ou 
quMl  est  pUts  airancé  en  &ge. 

Je  dédare  donc  que  je  laisse  df  côté  la  dis- 
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cassîon  de  tout  ce  qui  regarde  les  connoîssances 
préparatoires  qui  rendent  un  enfant  susceptible 
d'application;  je  confesse  mon  ignorance  sur  la 
manière  dont  les  idi^es  de  nombre  et  de  gran^ 
êeur  t'acquièrent,  et  je  me  borne  à  examiner 
ici  comment,  avec  ces  matériaux  déjà  élaborés 
par  une  première  instruction  ,  empirique  si  Fon 
veuH,  on  peut  faire  entrer  dans  des  tètes  de 
qumse  à  seize  ans  la  Théorie  élémentaire  des 
sciences  mathématiques  et  les  formes  des  mé- 
thodes qui  leur  sont  propres.  On  trouvera  peut* 
être  que  j'ai  fait  commencer  cette  étude  un  peu 
tard,  et  je  conviens  que  j'ai  rencontré  des  enfans 
beaucoup  plus  précoces ,  mais  ce  sont  encore 
des  exceptions  trop-  peu  nombreuses  pour  modi- 
fier la  règle  générale.  J'aime  à  croire  qu'elles 
deviendront  moins  rares  si  l'éducation  première 
se  perfectionne  :  jusque-là  je  m'en  tiens  à  ce  que 
j'ai  remarqué  le  plus  souvent. 

Je  dois  encore  m*arrêter  sur  l'idée  que  je  me 
sub  formée  de  l'enseignement  public ,  celui  que 
l'ai  principalement  en  vue  dans  ce  moment ,  et 
knontrer  les  caractères  qui  le  distinguent  de  l'en-» 
sefgnement  particulier.  Je  trouye  entre  l'un  et 
l'autre  les  mêmes  différences  qui  se  rencontrent 
dans  les  arts  entre  les  travaux  d'un  manufacturier 
et  les  produits  du  laboratoire  d'un  chimiste.  Ce- 
lui-ci ,qui  se  propose  toujours  de  tirer  d'une 'sub« 
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stance  en  particulier  tout  ce  qu'elle  peut  conte^ 
nir,  n'épargne  aucun  soin,  ne  regarde  à  aucune 
dépense  pour  traiter  le  corps  sur  lequel  il 
opère  ;  c'est  ainsi  que  lorsqu'un  instituteur  s'est 
chargé  de  l'éducation  des  enfans  d'un  particu- 
lier ,  il  doit ,  quelque  difHculté  qu'il  rencontre  ^ 
tirer  des  foibles  dispositions  de  ces  enfans ,  lea 
plus  grands  résultats  possibles  j  le  travail  du 
professeur  public ,  au  contraire ,  comme  celui 
du  manufacturier,  ne  doit  pas  être  apprécié  par 
des  résultats  individuels ,  mais  par  un  ensemble 
de  résultats  tels  que  la  chose  publique  ou  la  ma-» 
nufacture  en  ait  retiré  le  plus  grand  avantage. 

Que  réclame  donc  l'intérêt  de  la  société  ?  Que 
la  masse  des  lumières  s'augmente ,  et  sur-tout 
que  la  distribution  du  travail  s'opère  en  raison 
des  facultés^  sinon  rigoureusement  (  cela  est 
împossiBle  )yA\x  moins  d'une  manière  approxi* 
mative.  Or  c'est  satisfaire  à  ce  vœu  que  de  rendre 
l'instruction  assez  approfondie  pour  manifester 
le  talent ,  pour  l'éclairer  sur  sa  vocation  ,  pour 
lui  montrer  la  route  qu'il  doit  tenir  >  afin  de 
marcher  vers  la  perfection  ^  et  assez  sévère  en 
même  temps  pour  écarter  la  médiocrité  d'occu- 
pations ,  toujours  oiseuses  et  stériles  entre  se% 
mains  j  et  la  renvoyer  à  des  travaux  par  lesquels 
elle  peut  se  rendre  utile.  Ce  triage,  et  pour 
ainsi  dire  ce  départ  des   esprits    est  un   des 
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figure,  daiis  un  calcul  ^  des  circonstances,  pré- 
voyant dans  une  opération  à  effectuer ,  des 
effets  y  qu'on  ne  peut  jamais  rendre  sensibles  à 
un  commençant. 

Mais  ce  qu'on  peut  toujours  faire  avec  succès, 
c'est  d'analyser  les  diverses  formes  de  raisonne- 
ment qu'on   employé,  c'est  de  montrer  com- 
ment des    preuves  qui  paroissent   plausibles , 
dont  la  conclusion  vraie  en  elle-même  est  ap- 
perçue    presque  immédiatement  par   l'esprit, 
ne  mènent   pas  néanmoins  d'une  manière  né- 
cessaire à  cette  conclusion  ,  et  sont  par  consé- 
quent fautives.   La  plupart  des  livres  élémen- 
taires fourmillent  de  fautes  de  ce  genre ,  et  me 
paroissent  par-là  très-peu  convenables  à  l'édu- 
cation ;  car  quoi  de  plus  important  que  de  pré- 
munir la  jeunesse  contre  les  erreurs  du  raison- 
nement, contre  la  séduction  du  paralogisme  ;  et 
quelle  circonstance   plus  propre  à  mettre  en 
défiance  sur  les  conclusions  précipitées ,  les  énu- 
mérations  incomplètes  ,  sources  de  toutes  nos 
erreurs,  que  celle  où  des  vérités  presque  pal- 
pables se  présentent  sous  des   points  de  vue 
spécieux  au  premier  coup  d'œil  ?  D'ailleurs ,  pour 
mettre  le  défaut  d'exactitude  en  évidence ,  et 
pour  y  suppléer ,  il  faut  employer  des  raison- 
nemens  très-fins,  des  propositions  accessoires 
dont  l'ensemble  exerce  beaucoup  l'esprit  et 
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le  jugement ,  et  préparent  l'élève  à  saisir  des 
choses  très-difliciles. 

Ce  qui  regarde  en  particulier  les  propositions 
de  géométrie ,  dont  on  abrège  ordinairement  les 
démonstrations  par  la'considératioa  de  l'infini , 
eiige  des  attentions  délicates  y  demande  qu'on 
insiste  beaucoup  sur  la  théorie  des  plans  et  des 
corps  (  ou  solides  )  et  accoutume  les  jeunes 
gens  à  se  représenter  les  formes  des  corps 
et  à  imaginer  de  nouvelles  combinaisons  de  ces 
formes.  Cet  exercice  très-capable  de  fortifier 
l'attention ,  utîlMA  tous  ceux  qui  peuvent  avoir 
à  diriger  de$  ipistr notions  ^  à  concevoir  des 
machines  ,  ou  à  se  rendre  compte  de  leur 
effet  d'après  un  dessin  ou  une  description ,  est 
par  tous  ces  motifs  bien  préférable  à  des  ral- 
sonnemens  vagues  qui  ne  s'adressant  guères  qu'à 
la  mémoire  peuvent  être  répétés  sans  être 
compris. 

Jusqu'où  doit-on  pousser  les  élémens  ;  voilà 
la  question  qui  se  présente  immédiatement  après 
celles  que  je  viens  d'examiner.  J'avoue  qu'il 
seroit  difficile  de  poser  des  limites  fixes  à  ces 
ouvrages.  Le  but  pour  lequel  on  étudie  varie 
de  tant  de  manières  >  qu'il  n'est  guère  possible  de 
circonscrire  exactement  les  objets  qu'il  faut  con* 
noître.  Cependant  il  y  a  certaines  règles  géné- 
rales qui  se  présentent  d'elles-mêmes  ^  et  aux-» 
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qaelles  pourtant  la  plupart  des  auteurs  parolssent 
avoir  fait  peu  d'attention.  Premièrement  évi- 
ter les  doubles  emplois  j  cela  devient  d'autant 
plus  nécessaire  que  les  progrès  récens  des  scien- 
ces physiques  et  mathématiques  ont  prodigieu- 
sement augmenté  la  masse  des  objets  d'instruc- 
tion. C'est  à  mon  avis ,  une  faute  dans  un  au- 
teur qui  doit  traiter  l'algèbre^  de  surcharger 
l'arithmétique  d'opérations  qui  ne  s'y  présentent 
pas  naturellement,  et  de  se  traîner  péniblement 
en  trigonométrie  eut  des  démontttidons  synthé- 
tiques. mÊf 

Sans  doute  lorsqu'on  n'emlMttâe  que  l'arith- 
métique et  la  géométrie,  il  faut  faire  entrer 
dans  ces  deux  branches  le  plus  de  choses  usuelles 
qu'il  est  possible  ;  mais  si  l'on  doit  aller  au- 
delà  ,  ne  convient-il  pas  mieux  d'employer  le 
temps  des  élèves  à  leur  faire  connoître  des  ré- 
sultats  nouveaux ,  plutôt  que  des  procédés  dif- 
férens  pour  parvenir  an  même  résultat  :  et  qu*on 
ne  dise  pas  que  la  comparaison  de  ces  procédés 
est  nécessaire  pour  saisir  Pesprit  des  méthodes  ; 
car  je  me  suis  convaincu  par  mon  expérience 
que  l'application  même  des  diverses  méthodes 
à  des  objets  qui  leur  sont  propres  suffit  pour 
cela ,  toutes  les  fois  qu'elle  est  bien  faite ,  et  lors- 
qu'on passe  d'une  méthode  à  une  autre  par  leurs 
véritables  points  de  contact 
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$ecoAd«ment ,  choisir  toujours  les  méthodes 
les  plus  générales.  Cette  règle  est  en  quelque 
sorte  une  conséquence  de  la  première; car  par 
le  moyen  de  ces  méthodes  on  eTÎte  infaillible^ 
ment  les  doubles  emplois.  Préférez  dans  Ven" 
seignement  tes  méthodes  générales  'y  attachez* 
vous  à  les  présenter  de  la  manière  la  plies 
simple ,  et  vous  verrez  en  mérthe  temps  qu^eUes 
sont  presque  toujours  les  plus  faciles  y  a  dit 
Laplace  (  Journal  des  tiéanoes  de  PEcole  Nor« 
maie  )  ^  et  on  peut  ajouter  qu'elles  sont  aussi 
les  plus  propres  à  (aire  connèitre  la  vraie  nié- 
taphysique  de  la  science. 

Il  seroit  bien  temps  qu^on  se  défît  de  cette 
prédilection  pour  certaines  méthodes  particuKè* 
res^  parce  qu'elles  sont ,  à  ce  qu'on  dit  ^  plus  élé- 
mentaires qae  les  méthodes  générales ,  oo  pour 
dire  Tpai  ^  parce  qu'elles  sont  plus  anciennes  et 
par* la  plus  cotrf'ormes  à  des  liabitudes  acquises 
depuis  long-temps  et  qu'il  en  coûteroit  trop  de 
réformer.  Cependant  il  faut  bientôt  ou  tard  cesser 
de  se  traîner  sur  lespasdes^uteurs  mâœe  les  plus 
célèbres ,  puisque  la  sdeace  a  fait  depuis  l'épo^ 
que  où  ils  ont  écrit ,  des  progrès  qni  changent 
eistièreraentlaliatson  des  propositions  et  souvent 
le  langage.  Les  Géomètres  des  siècles  précédens 
conserveront  toujours  leurs  droits  sur  les  décou- 
vertes de  leurs  successeurs ,  et  leurs  méthodes  ne 
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perdront  pas  de  leur  prix ,  mais  deviendront  des 
objets  d'érudition  dont  l'étude  sera  recomman^ 
dée  à  ceux  qui  voudront  approfondir  la  science 
et  la  perfectionner  (*). 


(*)  Par  la  raison  qa*OQ'  n*ob1ige  plus  maintenant  les 
jeunes  gens  qui  veulent  connoitre  les  courbes  du  second 
degré ,  à  étudier  les  sections  coniques  d* Apollonius ,  on 
finira  sans  doute  par  ne  pas  exiger  qu'ils  les  sachent  par 
les  méthodes  de  THopital  ou  de  Gnisnée ,  s*il  est  une  fois 
bien  reconnu  que  toutes  les  propriétés  particulières  de 
ces  courbes ,  quoique  fort  curieuses  et  nécessaires  pour 
entendre  la  théorie  des  forces  centrales  dans  les  écrits 
d'Huygens  et  de  Newton ,  sont  devenues  inutiles  depuis 
qa*on  ne  considère  le  mouvement  des  corps  qu*analy- 
tiquement ,  et  qu^on  arrive  immédiatement  par  le  calcul 
aux  derniers  résultats  ,  sans  rien  emprunter  des  figures 
et  des  constructiobs.  Je  pense  donc,  avec  plusieurs  Géo- 
mètres célèbres  »  que  la  théorie  des  courbes  du  second 
degré   ne   doit  plus  être   considérée  aujourd'hui  que 
comme  un  cas  particulier  de  celles  des  courbes  repré^ 
sentées  en  général  par  une  équation  algébrique  à  deux 
indéterminées.  Le  premier  anneau  de  cette  chaîne  est 
la  ligne  droite  dont  les  propriétés  sont  aussi  renfermées 
dans  l'équation  du  premier  degré  qui  lui  correspond  ; 
développer  ces  propriétés,  montrer  comment  on' peut 
analyser  les  courbes  du  second  degré,  par  la  trans- 
forniatiôn  des  coordonnées  qui  sert  aussi  pour  celles 
des  degrés  supérieurs ,  voilà , .  ce   me  semble ,  ce  qui 
convient   à  Tétat   actuel   des   mathématiques.    Toute 

•  C'est 
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C'est  une  erreur  de  croire  que  lç«  mélhCKles 
générales  nyenit  besoin  d'être  pr^oédé^  p&ir 
L'exposition  des  méthodes;  particulières;  eU#8  9^ 
sa£Ssent  è  eUes<»Qiêmes  lorsqu'elles  «oqt  présen- 
tées convenablement  3  et  qu'elles  ne  rencon- 
trent pas  dans  la  tète  de  c^ux  qui  les  éiudîeitf  ou 
qui  les  jugent ,  de  vieilles  idées  À  ejfacer  oti  de« 
préjugés  à  détruire.  Enfin  U  nécessité  de  faire  un 
cbcûx  entre  les  méthqdios ,  n'est  pas  deute^i^ 
pour  tQUs  ceux  qui  connoisient  Tétendue  delà 
science  ;  et  si  l'on  regrette  les  méthodes  sjqh» 
tbétiques  parce  qu'on  croit  y  trouver  plui  d'évi- 
dence ,  on  ne  peut  pas  de  bonne  foi  les  préférer 
aux  méthdes  analytiques  qui  sont  plus  fécondes, 
et  d'après  lesquelles  sout  rédigés  les  écrits  dea 
Géomètres  de  notre  teaaps ,  qu'il  faut  nécessaire- 
ment étudier  dès  qu'on  veut  s'élever  au-delà  des 
élémens  (*). 

I 

antre  considération,qaelqa'élégaote  qn^elie  soit  d*ail)ears, 
portant  nécessairement  sor  des  objets  de  détail ,  pourra 
intéresser  les  personnes  qui  cnltivent  spécialement  la 
géométrie  et  Tanaiyse ,  mais  ne  sanroit  ^mais  eatref 
dans  renseignement  des  élèves  qai  ne  se  livrent  à 
l'étude  de  ces  sciences  que  pour  perfectionner  leur  édu- 
cation OM  pour  se  préparer  à  la  mécanique,  et  aux 
sciences  physico^mathématiques. 

{*)  J'observerai  à  c^tteçcc^on quil  e4t  bien jppor* 
tant  de  coordonner  les  ouvrages  élémentaires  9t<^^  ÇfS^ 
Cale,  dif  4 
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Dirigé  par  ces  considérations  dans  le  choix 
et  l'ordonnance  des  matériaux  d'un  Cours  y  il 
ne  reste  plus  qu'à  les  mettre  en  œuvre  ;  et  à 
cet  égard  la  tâche  du  professeur  est  bien  diffé- 
rente de  celle  de  l'écrivain  :  celui-ci  doit  éviter 
sur-tout  la  prolixité  ;  car  les  bons  esprits  aiment 
beaucoup  mieux  lutter  contre  les  dnBcuItés  d'un 
livre  un  peu  concis  que  de  suivre  pas  à  pas  des 
détails  superflus  qui  arrêtent  leur  marche  et  leur 
font  perdre  de  vue  Tobjet  principal  ^  noyé  dans 
une  foule  d'accessoires.  D'ailleurs ,  tandis  que  le 
livre  fixe  les  différentes  parties  des  propositions 
sous  les  yeux  du  lecteur  ^  la  parole  fugitive 
oblige  le  professeur  à  des  répétitions  qui  seroient 
insoutenables  dans  l'auteur.  Cependant  le  pre- 
mier doit  prendre  garde  de  se  laisser  entraînera 


qui  contiennent  le  perfectionnement  de  la  science  :  on 
épargne  par  ce  moyen  beaucoup  de  peine  aux  jeunes 
gens  9  et  on  leur  conserve  pour  se  frayer  de  nouvelles 
routes  f  les  forces  qu  ils  anroîent  épuisées  à  chercher  Pétat 
de  la  science.  Il  est  incontestable  anjourd'hui  que  lailfé- 
canique  analytique  et  la  Mécanique  céleste  sont  les  vé« 
l'itables  sources  où  Ton  peut  acquérir  la  coanoissance 
complète  et  méthodique  de  toutes  les  propriétés  de 
l'équilibre  çt  du  mouvement  des  corps ,  soit  solides , 
soit  fluides ,  objets  qui  forment  la  principale  applica- 
tion de  Tanalyse^transcendante  ;  il  faut  donc  que  dé- 
sormais les  élémens  soient  compoisés  de  manière  à  con- 
duire à  ces  ouvrages. 
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une  abondance  stérile  de  mots  que  le  vulgaire 
prend  poar  de  la  facilité  et  de  la  fécondité  ;  et 
doit  resserrer  par  des  résumés  fréquens  ce  qu'il 
a  développé  avec  un  peu  d'étendue  :  il  faut  pré- 
senter sans  cesse  a  l'imagination  des  auditeurs 
des  points  fixes,  sans  quoi  elle  s'égare  bientôt. 

L'auditeur  et  le  professeur^  le  lecteur  et 
l'auteur,  doivent  s'entr'aider  mutuellement;  il 
y  a  dans  chaque  science  des  choses  qui  ne  peu* 
vent  s'enseigner ,  et  que  l'élève  doit  acquérir  par 
lui-même  ;  c'est  l'habitude  des  procédés  de  la 
science  ,  ou  autrement  le  mécanisme  des  opé- 
rations qu'elle  prescrit  :  en  arithmétique  et  en 
algèbre  ce  sont  des  calculs ,  en  géométrie ,  des 
constructions. 

Les  jeunes  gens  ne  peuvent  saisir  l'esprit  des 
méthodes  lorsque  le  mécanisme  du  calcul  ab- 
sorbe seul  toute  leur  attention;  le  professeur 
préviendra  cette  difliculté^  en  donnant  beaucoup 
d'opérations  à  faire  à  ses  élèves,  en  les  accoutu- 
mant à  y  mettre  de  l'ordre,  seul  moyen  de  soula- 
ger l'attention  et  d'en  reculer  les  bornes ,  parce 
qu'il  permet  d'interrompre  le  calcul  et  de  le  re- 
prendre à  volonté.  Ils  pourront  alors  en  entre- 
prendre de  très-longs ,  les  vérifier  par  parties , 
et  par-là  compter  sur  l'exactitude  des  résultats 
Beaucoup  de  gens  ne  témoignent  tant  d'aver- 
sion pour  le  calcul ,  que  par  Tincertitude  où  ils 
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sont  d'ôbtenîr  ub  fésuhat  exact  de  cetix  aux-- 
quels  Hs  Voudroient  bien  d'alUieurs  se  livrer,  et 
parce  c|ue  n^àjant  aucaii  ordre ,  ils  ne  peuvent 
suspendre  le  tratait  lors(|ue  leur  attention  est 
épàisêe:  Obligée  d'enrisagerune  opération  dans 
tonte  son  étendae,  l'espace  fjui  sépare  le 
cornihenteoient  et  là  fin  et  qui  les  effraye ,  ne 
les  eût  point  ln*rétéè  s'ils  eussent  pu  le  partager. 
Un  auteuttt^  peut  À  cet  regard  j  comme  à  beau- 
coup d'aatt^s  y  q^è  domer  des  conseils ,  offrir 
quelques  eMmples  que  le  lecteur  doit  regarder 
comtifè  -dés  typèi,  et  sur  ie  modèle  desquels  il 
doit  effectuer  beiKicoup  d'opérations  particu* 
Jières  j  après  avoir  suivi  dans  tous  leurs  détails  et^ 
la  plume  à  la  main  j  celles  du  livre. 

Voilà  te  qu'il  cotivi^ant  de  faire  pour  condm're 
des  aoditeuts ,  ou  des  lecteurs ,  à  l'intelligenoe 
parfaite  des  différentes  propositions  d'un  Cours 
soit  ot^  ,  soit  écrit  ;  mats  il  reste  encore  à  leur 
méfndife  tine  tâche  à  remplir^  dontii  jîuit  déter- 
miirer  la  nature  et  l'étendue. 

Lorsqu*oh'  n  envisage  que  Fexercice  de  l'es- 
prit ,  H  e^  peu  important  d^  charger  sa  ménH>ire 
de  tous  les  objets  qi^  okit  servi  à  cet  exercice. 
Que  l'esprit  soit  pénétrant  ^  que  le  jciigetnentsoit 
prompt  et  sûr,  qu'importe  les  f&oyens  dont  on  a 
fait  usage  pour  obtenir  ceè  résultats,  s'ils  ne 
doivent  plus  se  représenter  dans  le  reste  de  la 
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vie?  Lem^gUtrft,  p^r^xçipple,  fçvxx^é  9ux  dis- 
cussions et  0  l'eap^men  des  pirçuve^^  p^r  Tétud^ 
des  soieee^  ^x^çt^  »  p?ut  publiçjr  s^n$  ipcpa- 
véoieQt ,  et  poi^r  toujours  >  l^s  propQsitÎQni?  teçh<- 
niques  de  ces  sciepçes^  comme  VhoBimç  qi^î 
8*est  exercé  9  rescrijxie  d^Q^  U  Yue  (Jç  déve- 
lopper  ses  membres ,  de  leur  donner  d^  l'^g^ 
leté ,  de  la  souplesse ,  passe  bientôt  à,  ^e?  tra*- 
vaux  plus  Mtiles,  et  perd  eQ(ièrçm^p(.  4p.,^u^ 
toutes  les  fiqqs^s  ^e  cçt  apt, 

Ce  n'e^  d^nc  qy*à  c^H^ç  qui  veulepj^  pir^^iquer 
unesoi^nc^t  qu*est spécialement  ii|spo^.e }'pbll- 
gation  d'en  çoofi^r  Içs  r^suUats  à  le^r  niémoîre  ; 
mais  jasqu'op  doit  ^dler  ç^He  obligdtipn  ?  qup 
faut-il  retepir  priççipa^eman^  f  C'est  çp  que  je 
vais  discuter.  3^  oçmnnanpe  par  établir  deu^ 
fonctions  dans  U  wé^ioire^^dle  de  r^^ejer  les 
choses  en  m^^sm  ft  çpU^  de  Ie#  reproduire  dans 
tous  leurs  détails:  Vmp  sera  ja  mémoire  des 
choses,  fst  l'autre  cfU^de^  mots.  Op^dgitsuns 
doute  les  exercer  avec  soin  toutes  les  deux , 
mais  la  seconde  semble  pliuôc  alEec|Lée  à  Téuide 
des  langues  et  des  pome^içUjUires ,  et  Tj^p^e  est 
la  seule  qu'on  devroît  exigea*  de  ceux  qpi  cul*- 
tivenc  W  ^pieoees  exactes.  01e  est  néiçessajro 
pour  y  fiaire  qpelques  prpgrj&s  ,  qpapd  même  on 
ne  se  proposer4^'t  pas  de  les  appliquer,  parce 
que  daas  ope  HMte  4e  propositiops  bien,  enchai- 
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liées ,  il  fant  toujours  se  rappeler,  au  moins  dans 
leur  objet ,  les  antécédens  pour  sentir  la  vérité 
des  conséquens.  Dire  que  le  raisonnement  doit 
les  faire  retrouver  lorsqu'on  en  a  perdu  le  sou- 
venir y  c'est  comme  si  Ton  disoit  que  la  science 
a  pu  être  inventée  en  entier  par  le  premier  qui 
s'en  est  occupé. 

La  mémoire  est  encore  très-nécessaire  pour 
conduire  aux  découvertes  ,  parce  qu'elle  fournit 
au  moment  où  l'on  en  a  besoin ,  des  secours 
qu'on  ne  penserôitpas  à  chercher  dans  les  livres , 
.qu'on  n'y  trouveroit  même  pas  à  point  nommé  $ 
mais  cette  mémoire  tie  se  cultive  que  par  l'usage 
fréquent  qu'on  fait  des  choses  qu'on  lui  confie; 
et  non  pas  par  un  travail  forcé,  par  des  répé^ 
titiôns  continuelles:  elle  vient  sans  qu'on  y  pense. 
Euler,  celui  de  tous  les  Géomètres  dont  la  tête 
étoit  le  plus  remplie  de  formules  et  de  résul- 
tats^ ne  s^étoit  sûrement  pas  assujetti  à  en 
apprendre  par  cœur  '  tous  les  jours^  un  certain 
nombre. 

Lorsqu'on  applique  les  sciences ,  c'est  par  des 
formules  ou  par  des  procédés  mécaniques ,  dont 
il  faut  se  rendre  l'usage  familier ,  afin  d'opérer 
avec  célérité  ,  sûreté  et  précision:  voilà  tout 
ce  qu'on  peut  demander  pour  les  objets  vrai- 
ment usuels  dont  le  nombre  est  fort  petit; 
et  c'est  à  quoi  l'on  arrive   toujours  aisément 
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dès  qu^oû  en  sent  le  besoin.  On  ne  saaroît  ' 
*nler  qu'un  homme  accoutumé  à  captiver  son 
attention  ne  parvienne  à  exécuter  avec  promp- 
titude et  avec  précision  des  opérations  intellec*- 
tuelles  qu'il  sera  obligé  de  répéter  fréquem- 
ment. On  peut  sur  cela  s'en  rapporter  à  la  né« 
cessité  et  à  la  pratique  (*). 

A  l'égard  des  objets  plus  compliqués  ^  il  n'y  a 
point  d'inconvénient  à  recourir  aux  livres  ;  et  je 
ne  vois  dans  aucun  cas ,  la  nécessité  de  charger 
sa  mémoire  de  démonstrations  et  déformâtes.  Ce 
qu'il  faut  bien  posséder ,  c'est  la  marche  des  mé- 
thodes y  la  valeur  des  termes  techniques  yrintelli- 

('^)  Oa  est  quelquefois  tout  étonné  de  voir  un  .élève 
fort  instruit  en  mathématiques  éprouver  quelque  diiE- 
culte  à  effectuer  des  calculs  numériques  »  et  on  en  con- 
clut quMl  n*e$t  pas  propre  à  exercer  des  ptofessions 
où  il  y  a  beaucoup  de  ces  calculs  à  faire.  Cest-là  uh 
lien  commun  de  plainte?  pour  ceux  qui  s'attachent  aux 
petites  choses }  mais  on  peut  leur  répondra  que  diefs 
hommes  sans  instruction  parviennent  à  faire  mécanique^ 
ment  des  calculs  numériques  très-longs ,  par  cela  seul 
qu'ils  en  font  beaucoup ,  et  qu'apparemment  les  ronnois- 
f  ances  acquises  par  l'élève  dont  il  s'agit  ne  l'empêcheront 
pas  d'obtenir  le  même  succès  Torsqu  il  sera  obligé  de  se 
livrer  journellement  an  même  travail.  Il  pourra,  comme 
un  autre,  acquérir  de  lui-même,  perdre  ensuite  et  se 
donner  de  nouveau ,  selon  les  circonstances ,  l'habitude 
des  calculs^  car  c'est  ainsi  que  cela  se  passe, 
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jgebëe  d^&s  idiûtismeÈ 'de  la  làttgtie ,  ou  la  Facalté 
dh  smit  lé  ^etis  d^  phrases  et  deâ  fortnes  d'ex- 
pretsioDâ  )Mit*tictllfère$  ^ux  pHticipaujc  écrivains 
■CpA  ont  traité  de  la  scieitce ,  «fin  de  i>ottToir  à  la 
^sîttiple  lécmre  teomprevidre  f  ew$  ouvrages ,  aa 
moias  eeax  -qu'oto  a  étu^tfés  ou  dont  on  pourra 
avoir  besoin  dans  la  suite  ;  enfin  connoitre  là 
nature  et  l'enchéiîfieiiient  des  objets  <|ii*ils  con- 
%ietihént  9  afia  èe  pouvoir  les  cottsufter  avec  fruit 
lorsqull  Mra  uéoessaitev 

Là  iarâaitsk%  ia  ^os  efceMéê  h'atteii^t  pas  tou- 
jours  ce  ImA  ;  la'^etitësse  ^u  ûèrcle  dans  lequel 
sont  nécesnàweinent  tenFermés  des  objets  appris 
par  cœur,  ne  permet  pas xle  mettre  xîans  ces  ob- 
)^^  asaes  de  variété  pour^qu'ils  puissent  ofiVir  des 
ex^ftnples  des  priilrcipales  dHficoltés  qu^on  ren-* 
contre  dans  la  lecture  des  livres. 

iPuisqùe  ce  n^est  pas  un  effolrt  de  mémoire 
qui  constitue  le  vrai  savoir  en  mathématiques,  et 
qu'il  resmûat  pUitdt  les  facultés  qu*tl  aie  les  aug- 
«lente  ^  c'est  d^nrc  è  tort  qu'tm  'em^aiioye  un  &a^- 
mên  nftàl^t  pia^  cmar ,  poat  sWarer  de  ta  ca^ 
parité  Aes  feutres  gens  qui  selivrt^nt  à  Tétude 
de  ces  Sciences.  Aussi  il  est  arrivé  souvent  que 
les  )iomroes  les  plus  instruits  sont  convenus  de 
bonne  foi  qu^ils  ne  se  crpyoîent  pas  assurés 
d'êtte  te^tks  à  «n  exanbes  de  ce  ^enre ,  quoi- 
qu'il portât  sur  des  objets  fort  au-dessous  de 
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lears  connoissances.  On  a  entendu  ,  dans  une  des 
leçons  qu'il  a  données  à  l'Ecole  Polytechnique  , 
Lagrange  lui-ifiém^  it»^  dire  avec  cette  mo- 
destie qui  le  Caractérise  si  éminemment.  En 
effet,  iDontens  de  posséder  l'esprit  des  mé- 
thodes, et  de  saToir  revenir  sur  les  détails 
lorsqu'ils  leur  deviennent  nécessaires,  les'Géo- 
mètiies  ii'etitrèf>rennent  peé  de  lés  confier  à 
leur  mémoire  5  ils  se'gardent  bien  de  se  condam- 
ner è  an  tràni{l  fastidteux  qui  ântoiisfferoit  en 
eux  l'esprit  dShVention  et  de  recherche.  Les 
professeurs  eu^-méfties  qti  parcourant  succès- 
sive«nent  i^s  démils ,  ne  cherchent  à  se  rap- 
peler qne  tsent  dont  9s  ont  besom  dans  un 
interValïe  de  t^mps  très*limîté.  Comment  donc 
peut-on  dettièfidei'  tivec  fustice  aux  disciples 
ce  qu'on  n*exîgerott  pas  du  teaître  ?  ïgnore- 
t-on  le  temps  qu'on  leur  fait  perdre  à  re- 
passer ,  osons  le  dire  ,  à  ràbixc^t  sans  cesse  la 
matière  d'un  examen  ptmr  se  tenir  en  haleine 
et  se  préparer  à  répondre  en  même  temps 
sur  tout  ce  qu'ils  ont  appris  ?  Croit-on  que  le  dé- 
goût qui  suit  nécessairement  un  travail  aussi  mo- 
notone^  n'arrête  pas  le  plus  souvent  les  progrès 
des^eunes  ^ens  au  terme  où  finit  leur  examen, 
ne  les  porte  pas  q^ielqueïbis  à  M  débarrasser 
proflDpfiement  la  tète  de  connoissances  qu'ils 
n'ont  péniblement  acquises  que  pour  en  faire 
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parade  un  seul  jour  ^  parce  qu'ils  n'ont  pas  senti 
ce  charme  que  la  variété  jette  sur  des  études  qui 
présentent  des  objets  nouveaux  qu'on  n'épuise 
pas  ?  Aussi  beaucoup  d'entr'eux ,  guidés  quel- 
quefois en  ce  point  par  leurs  maîtres  ,  étudient 
le  goût ,  les  habitudes  des  examinateurs  ,  cher- 
chent exclusivement  ce  qui  peut  abréger  et 
adoucir  l^épreuve  qu'ils  doivent  subir  ^  et  re^ 
jettent  con^me  inutile  pour  eux  tout  ce  ^ui 
ne  s'y  rapporte  pas.  Je  ne  sais  si  des  raisons 
particulières  n'empêcheront  pas  beaucoup  de 
gens ,  qui  sont  intérieurement  de  mon  avis ,  de 
convenir  qu'il  est  fondée  mais  je  puis  affirmer,  que 
dans  près  de  vingt  années,  employées  à  profes^ 
ser  dans  différentes  écoles  de  service  public  ,  où 
l'on  n'entroit  qu'après  des  examens ,  j'ai  ren- 
contré beaucoup  d'exemples  de  ce  que  j'avance 
aujourd'hui;  et  j'aurois  encore  beaucoup  à  dire 
si  je  voulois  insister  sur  les  nombreux,  inconvé- 
nient de  l'examen  oral  subi  de  mémoire  (*). 


{*)  Comme  il  est  tonjoars  à  propos  de  prévenir  toute 
mauvaise  interprétation ,  je  déclare  que  je  ne  m'élève  ici 
que  contre  les  examens  en  général ,  et  non  contre  les 
hommes  distingués  «  à  qui  le  gouvernement  a  conGé  à 
diverses  époques  le  soin  de  juger  les  aspirans  aux  ser- 
vices publics.  Je  sais  persuadé  qu*ils  ont  tiré  de  ce  moyen 
le  meilleur  parti   possible;  mais  8*il  peut  tromper  des 
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On  a  proposa  d'y  sabstitaer  Texamen  par 
écrit  j  qai  donne  au  candidat  plus  de  temps  poac 
rassembler  ses  idées  ^  qui  diminne  les  désa* 
vantages  résaltan»  de  la  timidité ,  qui  soulage 
aussi  Tezaminateur  ;  car  pour  discuter  et  com- 
parer des  réponses  écrites^  il  peut  quitter  ou 
reprendre  le  travail  Suivant  sa  commodité  et 
Tétat  de  ses  facultés  morales  :  on  sait  d'ailleurs 
que  l'attention  est  bien  mieux  captivée  par  les 
yeux  que  par  les  oreilles.  Je  crois  aussi  cet  exa- 
men beaucoup  meilleur  que  l'autre,  pourvu 
qu'on  le  fasse  rouler  sur  des  questions  concer- 
nant des  applications  de  ce  que  le  candidat  a 
dû  apprendre,  et  qui  n'exigent  pas  qu'on  le  prive 
des  secours  nécessaires  pour  aider  sa  mémoire  ; 
car  je  soutiens  qu'on  en  a  souvent  besoin  pour  se 
rappeler,  soit  des  artifices  analytiques,  soit  des 
constructions  qui  ne  se  présentent  pas  toujours 
d'elles-mêmes,  sur-tout  lorsqu'il  y  va  de  l'étft 
qu'on  se  propose  d'embrasser  :  les  retrouver  si 
onlesavoit  entièrement  perdues  de  vue ,  ce  seroit 
inventer  ;  et  Ton  ne  fait  pas  dans  un  moment  de 
crise  ce  qui  a  coûté  souvent  beaucoup  de  peine 


hommes  éclairés  »  quels  inconvéniens  n*a-t-il  pas  entre 
les  mains  de  g^ns  médiocres  et  accontnmés  i  certaines 
méthodes  qu*ils  affectionnent  à  l'exclosion  de  celles  qui 
valent  mieux  f 
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à  de  fortes  tères<laD8  le  silence  do  cabinet.  Qaor- 
qu'elle  ne  soit  pas  in|armontiible ,  la  difficulté 
de  poser  les  questions  d'un  exgmen  écrit ,  ne 
laisse  pas  d'être  grande  ;  je  sais  qu'on  la  Taiocroity 
dii  mokàs  en  partie  j  an  ue  prenant  ces  questions 
que  dans  les  points  Fondamentaux  de  la  science  ^ 
dont  il  est  difficile  qu'on  perde  entièrement  le 
souvenir  j  mais  par  cet  examen  seul  on  n'acquer- 
rait pas  de  données  sur  la  facilité  que  peut 
avoir  l'élève  à  s*énonoer  »  iacilité  qu'il  est  uéces^ 
saire  d'exercer  et.  d'enconragei:,  parce  qu'elle 
est  utile  dans  presque  tous  le$  inctans  de  la  vie  y 
et  qu'eUe  est  îndispens€U>le  pour  4es  hommes  qui 
auf  ont  on  jour  des  projets  à  présenter  ou  à  dls* 
cuter^en  présence  de  leurs  camarades  ou  de.leurs 
«upérieursw 

L'examen  ^orit  auquel  ib  se  prépareront  dans 
le  cottr3  de  leora  études  par  quelques  rédactions 
sur  les  priocipaoïE  objets  de  leurs  levons  9  ga- 
rantira la  nqtteté  et  la  précision  des  mémoires 
qu'ils  au.ropt  à  composer  j  mais  ce  «'est  qu'un 
examen  4>cal  qui  peut  faire  .çoonoitre  leur 
élocution.  Voici  donc  comment  je  propose  i^ue 
cet  examen  soit  fait ,  et  c'est  à  ce  point  que  j'at« 
tache  le  plus  d'importance. 

Il  est  évident  que  si  quelqu'un  s'annonçoit 
pour  avoir  étudié  une  hranche  des  mathéma- 
tiques dans  un  livre  connu  j  le  moyen  le  plus 
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simple  des'assarer  s'il  la  possède  r^llement  seroit 
de  loi  présenter  l'auteur  qo*i(  à  suivi,  d'en 
choisir  quelques  passages  et  de  lui  en  faire  faire 
l'explication  comme  s'il  avoit  à  donner  Une  leçon 
sur  ce  texto.  Un  homme ,  bien  au  oourant  de  la 
science ,  et  tout  examinateur  doit  y  étro,  saura 
bien  s'assprer  si  le  jagement  dirige  celai  qu'il  in- 
terroge de  cette  manière  ;  il  ponfra  se  permettre 
alors  des  questions  incidentes  ,  et  denninder  des 
dëveloppemens  que  ne  sauroient  généralement 
donner  des  candidats  ans  prises  avec  lenr  mé- 
moire; et  ponr  compléter  Pepreove,  il  pourra 
exiger  ^e  eekii  q^i  ta  s^bilt,  présente  le  tableae 
des  divisions  de  la  ttatière  qu^ë  a  embrassée,  en 
énonce  les  principanit  tdéoréoies ,  «t  les  ques- 
tions les  pins  tmpottantes ,  enfin  prouve  qu'il 
connoitasseB  bien  les  ressoupces  que  (ai  offre  son 
sujet  3  ou  la  table  des  matières  de  ses  auteurs , 
pour  saveiir  les  consulter  lorsqu'il  en  aura  besoin. 

En  obligeant  4es  élèves  à  'feire  b  répétition  de 
chacvne  ^Aes  leçoM  qu'ils  tMiront  reçues  du  pro* 
fesseur,  «efà  rédiger 'éesréoapitiitations  et  des 
sotMankes^Aes  motériaax  dechaqne€ours^onles 
prépareroit  suffisamment  4  l'eKumen  ersll  que  je 
propose.  iLeur  esprit  beaecenp  pkis  4ibre  dans 
cetie  forme  que  4ens  ceMe  qfTvra  «uk  y  «e  moo- 
treroit  avec  bien  pkis  d'avantage. 

Ceci  est  stu> tout  applicable  aux  jeunes  gens 
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qui  se  destinent  aux  différens  services  publias. 
Si  leurs  connoissanoes  en  mathématiques  dé- 
voient se  borner  à  ce  qu'exigent  les  travaux 
journaliers  qu'offrent  ces  services  ^  elles  seroient 
circonscrites  dans  des  limites  fort  /étroites  :  ils 
pourroient  la  confier  à  leur  mémoire  sans  qu'elle 
fût  surchargée  j  mais  l'état  actuel  des  sciences 
et  le  grand  nombre  des  concurrens  ont  pei;mis 
de  demander  davantage.  Une  instruction  plus 
étendue  a  moins  pour  but  l'usage  immédiat  que 
les  élèves  en  pourront  faire  ^  que  le  développe- 
ment de  leurs  facultés  intellectuelles^  et  doit  prin- 
cipalement servira  diriger  le  choix  du  gouverne- 
ment sur  les  jeunes  gens  qui  montrent  un  véri- 
table talent,  et  desquels  il  pourra  espérer  de  plus 
grands  services  dans  les  occasions  rares ,  mais 
importantes ,  où  les  connoissanoes  transcendan- 
tes trouvent  leur  application. 

Il  suit  de  là  que  le  vrai  but  de  Renseignement 
préparatoire  que  reçoivent  les  élèves  des  diffé- 
rens services  publics,  avant  de  passer  aux  écoles 
à* application j  où  on  ne  doit  les  occuper  que  des 
parties  spéciales  de  ces  services  ^  est  de  les  initier 
dans  les  diverses  branches  des  mathématiques  ^ 
de, la  chimie  et  de  la  physique  ^  de  leur  f cure 
connoitre  la  langue  de  ces  sciences ,  de  leur  in^ 
diquer  les  méthodes  générales ,  et  enfin  de  les 
mettre  en  état  de  trouver  par  eux-mêmes,  ou 
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au  moins  de,  sapoir  chercher  dans  les  sources, 
les  résultats  de  calcul  ou  d^ expérience' dont  ils 
pourront  auoir  besoin. 

Si  les  circonstances  dans  lesquelles  ils  se  trou- 
veront exigent  qu'ils  fassent  souvent  usage  de  ces 
résultats ,  ils  seront  bientôt  gravés  dans  leur  mé- 
moire; et  le  temps  qu^ib  auront  employé  à  les 
apprendre  par  cœur  sera  perdu,  s'ils  ne  doivent 
s'en  servir  que  rarement ,  car  ils  les  auront  ou* 
bliés  au  moment  où  ils  en  auront  besoin.  Cette 
dernière  réflexion  a  dû ,  ce  me  semble  depuis 
long-temps,  faire  sentir  les  inconvéniens  des 
examens  subis  de  mémoire  par  des  élèves 
qui  ont  une  instruction  complète  en  mathé- 
matiques. L'expérience  a  prouvé  à  tous  les 
hommes  instruits ,  que  savoir  diriger  son  esprit 
dans  la  méditation ,  et  savoir  étudier  ce  qui  a  été 
fait ,  étoit  le  vrai  et  le  seul  moyen  de  se  rendre 
propre  à  quelque  profession  intellectuelle  que  ce 
soit. 

C'est  uniquement  à  procurer  cette  faculté  que 
doit  servir  toute  éducation  y  lorsqu'elle  est  donnée 
à  une  époque  convenable  de  la  vie  ;  mais  mal- 
heureusement beaucoup  de  circonstances  s'op- 
posent à  ce  que  la  plupart  des  hommes  reçoivent 
à  temps  l'éducation  dont  ils  auront  besoin  :  des 
professions  auxquelles  il  faut  se  livrer  de  bonne 
heure ,  la  marine,  par  exemple  ^  ne  laissent  pas 
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assez  de  loisir  à  la  jeunesse  pour  fréquenter  les 
écoles.  Il  faut  à  cette  classe  de  citoyens  des  li- 
vres et  des  leçons  uniquement  dirigés  vers  Tap- 
plication  et  bornés  par  conséquent  à  l'exposition 
claire  et  précisa  des  préceptes  ;  les  meilleurs 
traités  sont  alors  ceux  qui  renferment  le  plus 
d^exemples  et  le  moins  de  raisonnemens.  Cett« 
espèce  de  livres  ^  qu'on  doit  considérer  comme 
des  manuels  p  dont  il  faut  se  rendre  l'u^ge  fami- 
lier ,  est  très-multipliée  en  Angleterre^  et  c'est- 
la  probablement  ce  qui  fait  que  l'instruction  est 
beaucoup  plus  répandue  parmi  ceux  qui  prati- 
quent les  arts  dans  ce  pays  que  dans  le  nôtre. 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET   DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


PREMIERE    PARTIE. 

CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

Notions   préliminaires    et   principes   de    la 
'     différentiation   des  fonctions   d^une  seule 
variable. 

1.  Uans  la  partie  de  l'Analyse  qui  va  nous  occuper, 
on  prend  pour  saiet  le  passage  d  une  ou  de  plusîeurg 
quantités  par  difFérens  états  de  grandeurs  et  les 
changemens  qui  en  résultent  dans  d'autres  quanti- 
tés dépendantes  pour  leur  yaleur  de.  celle  des  pre« 
mières. 

3.  Pour  exprimer  qu^unt  quantité  dépend  d'une  ou 
de  plusieurs  autres ,  soit  par  des  opérations  quelconques , 
Boit  même  par  des  relations  impossibles  à  assigner  algé* 
briquement»  mais  dont  l'existence  est  déterminée  par 

Cale*  JUff%  A 
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dni 


à        tHaité    élémentaire 

des  conditions  certaines  ;  on  dit  que  la  première  est 
fonction  des  autres.  L'usage  que  nous  ferons  de  ce  mot 
par  la  suite  en  éclaircira  la  signification. 

3.  La  quantité  considérée  comme  changeant  de 
grandeur  y  ou  pouvant  en  changer ,  est  appelée  variable; 
et  l'on  donne  le  nom  de  constante  k  celle  que  Ton  consi- 
dère comme  conservant  toujours  la  même  valeur  dans  le 
cours  du  calcul.  On  voit  d'après  cela  que  c'est  la  nature 
de  la  question  qu^on  se  propose  qui  détermine  quelles 
sont  les  quantités  qu'on  doit  regarder  comme  variables 
ou  comme  constantes. 

4.  Pour  éclaircir  ceci  >  proposons-nous  quelques 
efXemples;  soit  u=:aXf  a  étant  regardé  comme  cons- 
tante :  Il  est  une  fonction  àe  x ,  de  Tordre  le  plus 
simple ,  puisque  c'est  une  quantité  proportionnelle  à 
cette  variable.  Si  on  suppose  que  x  devienne  x  -}-  A , 
et  qu'on  représente  par  u'  la  nouvelle  valeur  de  ix,  on 
aura  u=ax'{'ahf  d'où  u  —  ii=aA.  En  divisant  les 

deux  membres  par  h,  on  aura  — jr— =a,  c'est-à-dire, 

que  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à 
celui  de  la  variable  est  indépendant  de  leur  valeur  parti- 
culière...--«,-*    ^-    X.    a   :V.    .     ...     .'•  î  W      It      '.  '     t^»^i«.€.    . 

Passons  à  une  fonction  un  peu  plus  compliquée  et 

• 

supposons  qu*on  ait  u=iax^\  en  mettant  X'\-h  au  liea 

dex,  on  aura  u'=a(x*+axA+^')>  et  en  retrancbaqt 
la  première  équadon  de  la  seconde  u' — ^u=aajeA-j-aA*: 
divisant  les  deux  membres  par  h,  on  aura 


u'—u 


z=iuax -{-ah,  Icile rapport  des  accroissement 

de  la  fonction  et  de  la  variable  »  est  composé  de  deux 
parties  ;  Tune  nt  dépend  point  de  la  valeur  particulière 

.    ;■■■■>  .1        ^    \      '  •■      ■ 


I 
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des  accroissemens^  et  Tantre  est  alTectée  de  h.  Si  on  con-^ 
çoitque  cette  quantité  aille  en  diminuant ,  le  résultat  s'ap- 
prochera sana  cesse  de  aax ,  et  n  y  atteindra  qn*en  suppo- 
sant A=o;  en  sorte  queaax  est  la  limite  (^Alg,a3^) 

du  rapport  — r — :  c'est-à-dire ,  la  valeur  vers  laquelk 

il  tend  à  mesure  que  la  quantité  h  diminue  et  dont  il 
peut  approcher  autant  qu'on  le  voudra. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  différence  u'— »u  s'anéantit 
toujours  en  même  temps  que  h  ,  puisque  c'est  l'existence 
eeule  de  cette  dernière  quantité  qui  donne  lieu  à  la  pre- 
mière ;  cependant  leur  rapport  ne  s'anéantit  pas  :  il  est 
de  l'espèce  des  quantités  dont  nous  avons  fait  remarquer 
l'existence  dans  le  n^  200  des  Elémens  d'Algèbre. 

Faisons  encore  u==ax^ ,  nous  aurons  par  la  substitution 
de  x-i-h  y  au  lieu  de  x , 

en  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde  ,  on 
trouvera  vl —  u  =  Sax^h  -^3  a  x A*+  A^,  et  prenant  les 

rapports  des  accroissemens, — r — =3ai:*+3ajrft-f  afc*. 

On  voit  ei^core  ici  un  terme  indépendant  de  toute  valent 
particulière  des  accroissemens  et  vers  lequel  leur  rapport 
tend  sans  cesse  lorsque  h  diminue ,  en  sorte  que  ce  rap- 
port a  aussi  une  limite. 

Ce  premier  terme  ou  cette  limite  n'est  pas  particulier 
aux  fonctions  que  nous  venons  d'examiner ^  il  se  ren- 
contre dans  toute  fonction  en  général.  En  s'évanouissant, 
les  accroissemens  respectifs  d'une  fonction  et  de  sa  va- 
riable, conservent  encore  le  rapport  dont  ils  se  sont  ap- 
prochés par  degrés  et  qui  porte  pour  ainsi  dire  l'em- 
preinte de  la  fonction  dont  il  dérive,  en  sorte  qu'il 
existe  une  dépendance  qui  détermine  l'un  par  Tautre  et 

A  :» 


•r    .' 


•    y 
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4'éciproqaement.  La  détermination  de  ce  rapport  eal 
Fobjet  du  Calcul  qui  ya  nous  occuper. 

6.  Je  vais  d*abord  faire  connoitre  les  signes  par  les- 
quels on  exprime  les  nouvelles  relations  que  les  notions 
précédentes  établissent  entre  les  grandeurs.  Pour  en 
montrer  la  convenance,  je  reprends  la  fonction  zi=:ax', 
déjà  considérée  dans  le  n°.  4. 

En  y  mettant  x  +  b ,  au  lieu  de  x ,  et  retrancliant  la 
quantité  ax^  du  résultat ,  on  a  obtenu  dans  Texpression 

ie  développement  de  la  différence  des  deux  états  de 
la  fonction  u»  ordonné  suivant  les  puissances  de  l'accrois- 
sement h ,  qu'on  suppose  à  la  variable  x  ;  ef  la  limite  Zas^ 
*du  rapport  des  accroissemens  u — u'  et  h  ne  dépend  que 
^e  la  considération  du  premier  terme  3ax^h  de  cettiB 
différence.  Ce  premier  term^n*étant  qu*une  portion  de 
la  différence  >  nous  rappellerons  différentielle  et  nous  le 
désignerons  par  du,  en  nous  ser>'ant  de  la  lettre  d 
comme  d*une  caractéristique  ;  nous  aurons  donc  dam 
Texerople  qui  nous  occupe ,  d  u:=zZax*}i, 

Four  passer  delà  à  Sax*,  qui  est  la  limite  chercliée, 

il  faudra  diviser  par  h ,  et  Ton  obtiendra  -t-  z=  3  a  x*  ; 

h 

mais  quand  il  s*agit  d'une  variable  simple,  comme  la 

quantités  se  change  en  jr'=Ar4-fc   on  a  a' — x=h\  la 

différence  et  la  différentielle  ne  sont  alors  qu'une  même 

chose  :   nous  remplacerons  donc  la  quantité  h  par  le 

signe  dx,  afin  de  mettre  de  l'uniformité  dans  les  calculs» 

et  nous  aurons 

-j/r^y      -.  du=3ax*ax,         -^ — =3a  jr: 
la  première  expression  sera  la  différentielle  de  u  ou  de  ox ', 
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f  t  la  seconde  qui  exprime  la  limite  du  rapport  des  chan- 
gemens  simultanés  de  la  fonction  et  de  la  variable ,  prendra 
]e  nom  de  coefficient  différentiel ,  parce  que  la  quantité 
qa*elle  représente  n'est  autre  chose  que  le  multiplicateur 
deladifFérentielIed^r,  dans  Texpression  de  la  difFéreo^ 
tielle  du.  Il  suit  de-là  que  la  limite  du  rapport  des  accrois^ 
semens  yOu  le  cordent  différentiel^  s'obtiendra  en  divi' 
sant  la  différentielle  de  la  fonction  par  celle  de  la  va- 
riable  ;  et  réciproquement  on  obtiendra  la  différentielle 
en  multipliant  la  limite  du  rapport  des  accroissemens ,  our 
le  coefficient  différentiel ,  par  la  différentielle  de  la 
i/ariable. 

Cette  remarque  est  importante  parce  qu*il  y  a  des^ 
fonctions  dont  le  coeiEcient  différentiel  se  trouve  plus 
facilement  que  la  différentielle.  En  effet ,  pour  parvenir 
immédiatement  à  cette  dernière ,  il  faut  écrire  x  +  d  x 
au  lieu  dé  x ,  dans  la  fonction  proposée,  développer  le 
résultat  suivant  lès  puissances  dé  du ^  en  s'arrétant  au 
terme  affecté  de  là  première  puissance  et  retrancher 
du  résultat  fexpression  primitive.  On  voit  que  cette 
méthode  suppose  qu*on  sache  développer  la  fonction 
proposée,  ce  qui  peut  demander  des  secours  étran- 
gers dont  la  considération  des  limites  dispense  le  plut 

souvent. 

D'après  ces  diverses  considérations ,  le  Calcul  diffé^ 
rentiel  sera  la  recherche  de  la  limite  du  rapport  des  ac- 
croissemens simultanés  d'une  fonction  et  de  la  variabU 
dont  elle  dépend. 

6,  Il  faut  bien  se  garder  de  confondre  la  diff^érentielle 
avec  la  différence  u'^-u.  En  effet,  dans  l'exemple  du. 
n^  4 , lune  est  3 a x^h ,  et  Tautre 

iax'h  +  3axh'+h'\ 

'    A  i 
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tuais  on  voit  que  lorsque  la  quantité  h  est  très-petite,  la 
diiTérentielle  3ax*h  forme  la  partie  la  plus  coosidérable 
de  la  dtiFérence  u' — u ,  et  que  la  difFérentielle  s'approche 
de  plus  en  plus  de  la  diiFérence ,  i  mesure  que  h  dimi«* 
nue.  En  général  yily  a  et  autant  moins  terreur  à  prendre 
la  différentielle  pour  la  différence ,  que  l'on  suppose  plus 
petite  la  valeur  de  l'accroissement  de  la  variable,  La 
même  conséquence  se  tire  aussi  de  la  considération  dea 
limites;  car  si  le  rapport  des  accroissemens  simulta- 
nés u'— *ii  et  A  a  pour  limite  une  fonction  p ,  il  en  ap* 

prochera    sans    cesse",   on  aura  — ^ — =/?, d'autant 

plus  exactement,  que  Taccroissement  h  sera  plus  petit, 
et  dans  cette  hypothèse  u'-^u^ph  (^). 

7*  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  lorsque  le  ré*- 
fiultat  de  la  substitution  de  x^ds  sera  développé  sui- 
vant les  puissances  de  dx  dans  la  forme 

U+pAx  +  qdx*+etc. 
le  premier  terme  If  sera  la  valeur  primitive  de  la  fonc» 
tion  proposée ,  puisque  c'est  à  ce  terme  seul  que  se  ré- 
duit l'expression  ci-dessus  quand  on  y  fait  àx=o ,  ce 
qui  suppose  que  x  n'a  pas  changé. 

8.  Quoiqu'il  soit  presqu'évident  que  deux  fonctions 
égales  doivent  avoir  des  différentielles  égales  ,  je  crois 
cependant  à  propos  d'entrer  dans  quelques  détails  à  cet 
égard ,  aEn  qu'il  ne  reste  aucun  doute  sur  un  principe 
qui  reviendra  souvent  dans  la  suite. 


(*)  C'est  sur  ce  principe  qne  Léibnita  a  fondé  le  Calcnl  différeo* 
tiel ,  en  regardant  les  différentielles  comme  des  différences  iniUù^ 
ment  petites- 
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Lorsque  deax  fonctions  sont  égales  entr*elles  ,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  la  variable  dont  elles  dépendent^ 
il  faut  que  leurs  développemens,  ordonnés  par  rapport 
aux  puissances  de  cette  variable  ou  de  son  accrois- 
sement, soient  identiques,  afin  qu'en  les  égalant  il 
n'en  résulte  aucune  équation  qui  puisse  déterminer 
Tune  ou  l'autre  des  quantités  dont  on  vient  de  parler  ; 
par  conséquent  si  on  au=v,  il  faut  qu'en  substituant 
jr  -l-dx  à  X  et  en  développant,  on  ait  u-l-pdx-f-etc. 
=if'\-qàx'\-etc.  quel  que  soit  dx:  donc  p d Jt=ç d x , 
c'est-à-dire 9  du=di^. 

L'inverse  de  cette  proposition  n'est  pas  généralement 
vraie ,  et  on  auroit  tort  d'aifirmer  que  deux  diSt^ren- 
tielles  égales^  appartiennent  à  des  fonctions  égales.  En 
effet  I  si  on  avoit  a+  bx ,  en  substituant  x  +  àx,  on 
obtiendroit  a-|-&x+^dx  et  en  retranchant  a  +  bx , 
on  trouveroit  bàx;  résultat  dans  lequel  il  ne  reste  au- 
cune trace  de  la  constante  a.  La  différentielle  bd» 
appartient  donc  également  à  a-^-bx  ou  k  bx',et  elle 
convient  en  général  aux  différons  cas  que  présente  la 
fonction  a-^bx^  lorsqu'on  donne  à  a  toutes  les  valeurs 
possibles.  On  voit  aisément  par  là  que  dans  la  différen- 
tiation  d*ane  fonction  quelconque  ,  toutes  les  constantes 
combinées  seulement  par  vote  d'addition  ou  de  soustrac- 
tion disparoissent  :  à  l'égard  de  celles  qui  le  sont  par  la 
multiplication  ou  par  la  division ,  elles  restent  toujours 
comme  coelBciens  ou  comme  diviseurs. 

g.  Lorsque  deux  quantités  u  et  x  sont  liées  par 
une  dépendance  mutuelle ,  on  peut  dire  également  que  11 
est  fonction  de  x,  ou  bien  que  x  est  fonction  deu,  selon 
que  l'on  veut  regarder  u  comme  déterminé  par  x,  ou  x 
comme  déterminé  par  u  ;  le  coefficient  différentiel  peut 

A4 
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aussi  fie  présenter  sous  chacun  de  ces  points  de  vue. 

Lorsqu'on  a  du=p  d  j;  ,  on  en  conclut  —  =  p, 

quand  on  regarde  u  comme  devant  être  déterminé  par  x, 

dx     1 

et-p==-  y    quand    on   suppose  x  déterminé  par  u; 

dans  ce  dernier  cas  la  différentielle  dexestdx=-'dii* 

P 


lO.  Appliquons  maintenant  ce  qui  précède  à  la 
cherche  des  différentielles  des  fonctions  qui  se  présentent 
d^ns  les  Elémens  d'Algèbre.  Ces  fonctions  sont  des  som- 
mes, des  différences  »  des  produits ,  des  quotienSy  des 
puissances  et  des  racines.  Considérons  premièrement  le 
cas  où  Ton  a  plusieurs  quantités  dépendantes  àe  x , 
jointes  ensemble  par  addition  ou  par  soustraction ,  et 
supposons  qu'on  sache  trouver  la  différentielle  de  cha- 
cune de  ces  quantités.  Soit  u+v  —  w  l'expression  to« 
taie  ;  d'après  ce  qu'on  a  vu ,  la  substitution  de  x+dx  » 
^  -y  - vv  -^  '*^  ^     au  Uen  de  x ,  doit  changer 

en  u  +pd*  -|-  etc. 
V  +  9  d  *  +  ®*c. 
w  +  r  d  *  +  etc. 

et  par  conséquent  u  +  v  —  w  deviendra 

u+v-^w  +  pix+  qdx  —  ràx+  etc. 
d'où  en  retranchant  la  fonction  proposée ,  on  tirera 

pd*  +  qàx — rdx  +  etc. 

maïs  pàx,  qdx^  tàx  sont  les  différentielles  propre» 
de  chacune  des  fonctions  u  »  v ,  et  w»  ou  du,  d  v,  d  w  : 
on  aura  donc 

d(u-{- V  —  M')  =  dtt4-di'— dw» 
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e*e8t*à-dire ,  que  la  différentielle  dune  fonction  de  x, 
composée  de  plusieurs  termes  s'obtiendra  en  prenant  la 
différentielle  de  chaque  terme  avec  U  signe  dont  ce  terme 
est  affecté. 

1  !•  Passons  maintenant  au  produit  des  deux  fonc- 
tions u  et  i' :  puisque  u  se  change  en  w^- pàx  -{-etc. 
etvenv  +  9d*  +  etc.  Le  produit  uv  deviendra 

«v+.ii^daf -|- etc.  1     . 
+  vp  d*  +  etcj 

soustrayant  la  fonction  primitive  ut/ >  il  restera  pour  la 
difFérentielle  uqdx  ^  vpd  x ;  mais  qàx  et  pdx  sont 
équivalens  à  dt/  et  à  du:  donc  d.uv=udv+i'du  (*).  / 

Je  n*ai  pris  que  les  deux  premiers  termes  des  déve- 
loppemens  de  u  et  de  v  y  parce  que  les  suivans  ne  con- 
tenant que  des  puissances  de  d  x  supérieures  à  la  pre- 
mière, en  auroîent  donné  de  semblables  dans  le  produit , 
et  qu'on  nesauroit  admettre  dans  la  difFérentielle  d'après 
sa  définition.  U  est  à  propos  de  bien  saisir  cette  remar- 
que*, car  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  n'aurons 
égard,  par  la  même  raison ,  qu^aux  deux  termes  u-f-pdx. 

La  formule  à.uv  =  uàv+  vàu,  nous  apprend  que 
pour  avoir  la  différentielle  du  produit  de  deux  fonctions , 
il  faut  multiplier  chacune  par  la  différentielle  de  T autre  g 
et  ajouter  ensemble  les  deux  résultats. 

Si  on  divise  les  deux  membres  de  Téquation 

d.uv  =  udv-(-v<{u 


(**)  Lorsqae  l'on  trouve  on  point  après  la  caractéristique  ^,  cela 
▼eut  dire  qu'elle  porte  sur  tout  ce  qui  la  suit  immédiatement  ^ 
ainsi  d.uv  est  la  même  chose  que  d(ut)^  et  d.»'*  la  mém» 
•bose  que  <f  («"j. 
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par  la  fonction  primitive  ui^,  on  trouvera 

",!''•      J        d.ui/          du    .     di' 
i^y  HK        .■--■       = \ ; 

'  ^  ^     ce  qui  nous  conduira  facilement  à  Texpression  de  la  dif- 

férentielle d'un  produit  composé  d'autant  de  facteurs 
qu*on  voudra.  Pour  cela  supposons  que  v=ts ,  il  viendra 

dv  àAs  dt  as 

=— 7 — T 


V  ts  t  s 

et  par  conséquent 

A,uts du     d<      dj 

uts         u        t        s  * 

on  trouvera  de  la  même  manière  que  v 

d. ut^r. ..  .etc.      du  .  dt  .  as,   dr  , 

= H  etc. 

utsr etc.        u        t       s       r 

Si  on  fait  évanouir  les  dénominateurs  dans  Téquation 

à.uts        au    .     d^     .     â5 


=^e-+-^+ 


uts  u  t  s     * 

on  trouvera  à,uts=itsàu'\'UsAt+utàs',  et  on  verra 
aisément  que  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs ,  la 
différentielle  de  leur  produit  sera  égale  à  la  somme  des 
produits  de  la  différentielle  de  chacun  d^eux,  multipliée 
par  tous  Us  autres* 

1 3.  On  obtient  la  différentielle  de  -  en  faisant  -=  ti 

V  V 

car  il  vient  alors  ^ = v  t ,  et  d'après  ce  qui  précède  (8)  > 
^  (.  ^.^.  ,.^v      du:=if  dt-^-t  dv\  prenant  la  valeur  de  d^  et  substi- 


<>.4^ 


,U*At       f"^'"*^'    *■» 


tuant  au  lien  de  t.  la  fraction  -,  on  aura  dt=: — ,  t- 


tu. 


r^ 
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OU   en  réduisant  au  luême  dénominateur 

vdu  — udi' 
d^= 


V» 


d'où  il  résulte  que  pour  trouver  la  différentielle  dune 
fractioM ,  il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  la  diffé- 
rentielle du  numérateur ,  retrancher  de  ce  produit  celui 
du  numérateur  par  la  différentielle  du  dénominateur,  et 
diviser  le  tout  par  le  quatre  du  dénominateur. 

Quand  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  est  cons- 
tant I  u  ne  dépendant  point  de  x ,  n  a  point  de  différen- 
tielle,  c'est-à-dire  y  que  du=o,  et  il  vient  seulement 

-   uàv 

1  d.  La  fonction  x*  désignant ,  lorsque  n  est  un  nombre 
entier  positif  le  produit  d'un  nombre  n  de  facteurs  égaux 
à  X,  on  déduira  du  n®.  ii. 

d.** A,xxxx. , . . 

àx  .  àx     àx     Ax 

Le  nombre  des  facteurs  du  premier  membre  étant  n,  le 

second  sera  composé  d'un  pareil  nombre  de  termes  égaux 

,  dx  _ 

a  —  y  on  aura  donc 

d.x»  _nAx     ..^  ^;a^,...^-  ---  '^.— --^^J^- 

où  l'on  conclura  à.sf^^zznx^'^^Ax. 
Si  le  nombre  n  est  fractionnaire ,  en  le  représentant 

P         .        ^ 
par  ~  9  on  fera  s'=  z ,  et  Ton  aura 

9 

xP=zf,        d,xP=zà.zf\ 

mais  p  et  f  étant  des  nombres  entiers ,  la  formule  ob«- 


/> 
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tenue  ci-dessus  donnera 

et  par  conséquent  (  8  ) 

Cm^m^^fs.^  pxP^^  dx^sqz9^^dZy        d«=:-- if. 

/  J^        -%        A      p  ^^""*dx      p    ï    *  J 

/f-/  -- jt  •x  ^ -If  7  clg=-    „  =-x  dx, 

ce  qui  revient  encore  à  d.ar'j^/ix'»""*  dx,  n  étant  égal 
à  -.  Enfin  le  nombre  n  étant  négatif  on  a  x~''=  —  i 

q  X* 

d'où  on  tire  par  la  seconde  formule  du  n^.  la 

-               ,    1       — d.x" 
d.x''»*zi=d. — = ; 

x^  X** 

et  comme  diaprés  ce  qui  précède  d«x"=:nx*'~'dx^daDft 
tous  les  cas  où  n  est  positif,  on  a  donc 

,                —nx^^^dx  ^    ,  - 

d .  x""''== = — n  X""*""'  ax. 


x*" 


De  cette  énumération  nous  conclurons  que  pour  dlffS" 
rentier  une  puissance  quelconque  dune  quantité  variable  f 
il  faut  la  multiplier  par  son  exposant  ;  diminuer  ensuite 
cet  exposant  d'une  unité  ^  et  multiplier  le  résultai  pat 
la  différentielle  de  la  variable  (*). 

i4.  Les  règles  énoncées  dans  les  n^'.  lo  >  1 1 ,  19  »  i3> 


(*)  J'aurois  pu  conclure  immédiatement  cette  règle  dttdévtlo|^ 

pement  du  binôme  (jr+d*)*,  puisque  ce   dételojipé*»*^" 

jt'*+nx'*^*djr+etc.  si  on  en  retranche  x^flêpr^ 

différence  sera  ns/'^^dx  ;  mais  je  n'ai  M< 
monstration  de  U  formule  du  bfauMB*- 
rentiel  en  fournil  une 
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suffisent  pour  differentier  toutes  les  fonctions  où  la  varia- 
ble n*e8t  engagée  quo^ar  addition ,  soustraction  ,  multi- 
plication, division  »  élévation  aux  puissances ,  entières  ou 
fractionnaires ,  positives  ou  négatives.  Les  fonctions  qui 
résultent  des  opérations  algébriques  se  nomment  par  cette 
raison  fonctions  algébriques.  Nous  allons  en  difFérentier 
quelques-unes  pour  montrer  TappUcation  des  règles. 

Soit  1*.  u=a+b^x ;  en  prenant  séparément  la  4  /  m  -^  >^ 

dififérentielle  de  chaque  terme  de  cette  fonction ,  le  pre-  <».rCwo-  Ai 
mier  disparoît  parce  qu'il  est  constant  (  8  )  ,  le  second  *' V.  *]'/ 

mis  sous  la  forme  bx*^  donne  par  Tapplication   de  la       ^ 

règle  du  n°.  10,7» X       dx,  ou  — 7=.;    le    troisième    _i_  a  «"î 

C  :,    .     *  Cdx    ^     -^  ,        .  ,  ,      ,  b  iC    A    * 

—  -  conduit  a— (lô):   reunissant  les  résultats     — ;  - 

X  X*     ^      ^  ^ 

partiels  y  on  trouvera  ^  *// 

x\  y 

Va|/x/*  x*/  dx     av/x     x* 

b  c  6 

2**.  u=a  +  -r r 1 :   en  écrivant  cette 

yG?     xy/x 

fonction  comme  il  suit 

u=a+ix       —ex         '  +  ex    , 

TappUcation  de  la  règle  du  n^,  i3  ,  donnera 

.  abdx     4cdx       aedx 

'  x'  x' 


'«  fractionnaires  par  df5 
X       sedx 

X* 
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i5.  Les  exemples  ci-dessus  ne  comprennent  que  de^ 
tnonomes,  mais  il  y  a  des  fonctions  qui  ne  peuvent ,  sans 
un  développement  préalable,  être  décomposées  en  termes 
de  cette  forme  ;  telle  est  la  fonction  u  =  (  a  +  ô  x^  )«. 
Pour  y  appliquer  la  règle  du  n^.  i5 ,  on  regardera  le 
binôme  a-^h  x^,  comme  une  fonction  particulière  z  »  et 
en  observant  que  la  différentielle  de  z''  est  généralement 
nz'^'^^dzf  on  en  conclura 

mais  on  trouvera  aussi  que 

d(  c  +  *^"*)  =  d.  ôj:«=mi  x'^^^dor  : 
îl  viendra  donc 

duz=znmbx^^^  (û+  &*"*)'*^*dx. 

Si  Ton  avoit  u=  Va  -J-  b x-f- ex*,  on  regarderoit  la 
trinôme  a^  h  x -{^  c  x'^  comme  une  fonction  particu- 

lière  z,  et  comme  la  difiPérentielle  de  ^^  ou  de  z^ 

est  X*    *da,  ou  7=-,  il  en  résulterait 

2yz 

,         d(a  +  6x-r  ex*)         ^dîf+acxdx 
d  u = = — 

^V^a  +  ôx+cx*        ar  a  +  6x  +  cx* 

Comme  on  a  souvent  besoin  de  différentier  des  radi-- 

eaux  du  second  degré ,  nous  ferons  observer,  d'après  la 

dz 
formule  — y  »    que  la  différentielle  dun  radical  du 

second  degré  s'obtient  en  divisant  celle  de  la  quantité 
qui  se  trouve  sous  le  signe ,  par  le  double  du  radical, 

16.  La  règle  donnée  (  11  )»   pour   diiTérentier    les 


DE    CALCUL    DIFFÉRENTIEL.       l5 
produits  étant  appliquée  à  la  fonction 

u=4f(  a*+  x*)k  a* — ar*  conduit  à 
du=dx(a*+a:*)ï/c'— x'»4-xl^a*— jt».d(a»-i-x*) 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  renferment 
des  opérations  qui  ne  sont  qu'indiquées ,  mais  qui  s'ef- 
fectuent successivement ,  en  observant  que 

d(a*+J^'  )=d.  x*=2xdx, 

aV^a^— A»       V/a*— X*  ' 
et  on  trouve  ensuite 

du=r  {(a»+x»)V^(a*— x*)  +  2x*V^a*— X* 

-f!(^:+f;))dx; 

j/a*— X*   J 

réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominateur ,  on  a 

enfin 

(a*-\-a^x^ — 4x*)dx 
du= /  — ' . 

V/a»— X* 

La  règle  concernant  la  diiFérentiation  des  fractions 

fl* — jt* 
appliquée  à   la  fonction   u  =  — r- — --— — r>   donne 

immédiatement 

ra^+a»x*+x*)d(ûr*— X*)— ffl*-^*\dfa*+a**»+x*> 

(a^-J-a^x^-f-x**/ 
d  où  on  tire 

^        — ax(  2a*+aa*x'— x*)dx 
(a*+<i?x»+x*)*  ' 
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Nous  terminerons  ces  exemples  par  la  fonction 

qui  renferme  plusieurs  opérations  algébriques  à  effec- 
tuer ^ccessivement  ;  pour  en  faciliter  la  diiFérentiatioo  » 
nous  ferons 


s 


*  V/(c*— ;c«)*=z, 


et  nous  aurons 

4 

La  règle  du  n^.  i3  nous  donnera 


4-1 


àu  =  ^{a—y+zy     d(a— j^  +  jt) 
=  Kû-J'  +  ^rX-dy  +  dz) 


nous  trouverons  ensuite 
dy  =  d. 


b    ,  à.ylc     — &d3?  ^ 


da  =  d(c»  — x»/=}(c*— a:»)'"'*d(c*— ce») 
=i^c^—x^  )  "  W— axdr=  "^^^^^    . 


3i/  c». 

substituant  ces  valeurs  et  celles  de  ^  et  de  £  dans  Tex- 
pression  de  du,  il  viendra 

3b  4x 

Z7«f 


|>^«- 
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Des  differentiations  successives. 

'7*  l'C  coefficient  difFérentiel  étant  une  nouvelle 
fbnctioa  de  a:  peut  être  soumis  à  la  dlfferentiation ,  et 
donner ,  par  la  limite  du  rapport  de  son  accroissement 
à  celui  de  la  variable  x,  son  propre  coefficient 
différentiel  qui  sera  aussi  une  fonction  de  x.  En  faisant 
ainsi  succéder  des  différentielles  les  unes  aux  autres ,  oq 
déduit  de  la  fonction  proposée  un^  suite  de  limites  ou 
de  coefficiens  différentiels ,  que  Ton  distingue  en  ordrei 
d'après  le  nombre  de  differentiations  qu'il  a  fallu  effec« 
tuer  pour  les  obtenir. 

Si  Ton  fait      t^=P,     t^  =^  ,     t^  =  '' i  «te. 

do;  Qx  Qx 

p  représentera  le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre  de  la  fonction  proposée ,  q  celui  de  la  fonction  p , 
on  le  coefficient  du  second  ordre  de  la  fonction  pro- 
posée y  r  celui  de  la  fonction  9 ,  ou  le  coefficient  du 
troisième  ordre  de  la  fonction  proposée ,  etc.  et  il 
faut  observer  que  les  coefficiens  q ,  r ,  etc.  se  tirent 
des  différentielles  successives  de  du,  prises  en  y  regar- 
dant l'accroissement  d  x  comme  une  constante.  Nous 
marquerons  ces  différentielles  ainsi  : 

d(dtt)  =  ddu  =  d»u,        d(d»u)  =  d3u.  etc. 
L'exposant  qui  affecte  la  caractéristique  d  indique  une 
opération  répétée,  et  non  pas  une  puissance  de  là  lettre  d 
qui  n'est  jamais  considérée  comme  une  quantité ,  maii 
seulement  comme  un  signe.  Cela  posé ,  les  équations 
du  dp  àq 

donneront 

àu=pdx,      dp  =  9dx,      d^=rdx,  etc. 

an  différentiant  de  nouveau  la  première  >  sans  y  faire 
Cak.  diff.  B 
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varier  dx^elle  deviendra  d*ki=dpdx  »  et  mettant  ponr 

êp  sa  valeur  tirée  de  la  seconde ,  on  aura  d'u=f  dx*  (*)  » 

d'u 
doùi;=-j-^;    difiërentiant  de  nouveau  Inéquation 

d*u=.fldaî*,  on  trouvera  d'u  =  dçda7*,  et   comme 

d'u 
d^  =  ^djc,  il  en  résultera  d'ttzsrda:',  oy  r=-j— g-  : 

.  du  d*u  d^u 

on  aura  donc    ;,*=^,    q=-^,     r=-^,   etc. 

l8.  Si  la  fonction  propbsée  étoit»  par  exemple ,  ax", 
on  trouveroitd.aa::"=najc"'"'da:(i3);  les  facteurs  na 
et  d  jc  étant  regardés  comme  constans  dans  la  différen- 
tielle première  nax"'**dr ,  ilsuiEt  (8)  pour  obtenir  la  dif- 
férentielle seconde ,  de  différentier  jp^"~*  et  de  multiplier 
le  résultat  par  nad x ;  mais  d.  ***"*=  (n — i  )x"""*dx : 
on  aura  donc    d*.ar^ii(ii— ii)ax*'"*dx*. 
On  trouvera  d'une  manière  semblable 
d^.aa:"=:ii(n  —  i)(ii  — a)  a**—'dx' 
d*.aa;"=n(n— I  )(ii  — 2)(n— 3)ax'-*dx* 
etc. 
et  les  coeiEciens  différentiels  atront  les  valeurs  suivantes:  ' 
d.aac" 


dx 


:=.najf^'^^ 


.-— -=ii(i»-i)ax»    • 

■    ,  ,    =7i(ii — i)(j»— a)ax«—' 

-^^=n(n— 0(ii~2)(Fi-.3)ax«-^ 

etc. 

— ■  I  -  . 1 

(*)  U  font  bien  prendre  garde  que  les  ezpresiioiu  dx^-y  d** 

sont  éq«iivaleiite8à(ds)\  (d«)*,,.ttaoapaiàd.«\  à,xK^,. 
(Voyei  ]«  note  »  page  69). 


DE    CALCUL  DIFFÉKEiifTIEL.      I9 

On  remarquera  sans  peine  que  dans  le  cas  où  Tex- 
posant  ft  est  un  nombre  entier  positif ,  la  fonction  ax* 
zi*a  qu'un  nombre  limité  de  différentielles  dont  la  plus 
élevée  est  d*.ca:''t=:h(i»  —  1)  (n— a  ).  • .  .2.1  .ad a;*»; 
«xpression  qui  n'est  plus  susceptible  de  différentiation 
puisqu'elle  ne  contient  plus  de  variables  :  on  aura  donc 
«lors  pour  le  dernier  coefficient  différentiel , 

c^est-à-^e^  une  quantité  constante 

19*  Cette  remarque  donne  un  moyen  fort  simple 
pour  développer  en  série ,  suivant  les  puissances  en* 
tières  de  x,  toute  fonction  dont  on  peut  obtenir  les  diffé- 
rentielles successives.  Soit  u  cette  fonction  et  supposons 

que  * 

u=v^+B*+ Cx*+PxH£x*+ etc. 

«n  différentiant  cette  expression ,  on  trouvera 

.-r— =B  +  aCx+    5Px*+      4£x^+etc. 

d^n 

-=        aC    +a^3Da?  +  3.4Ex»+etc. 


dx 
d^u 


i.n.JP    +2.5.4Ea*  +  etc. 


dx3 
etc. 

Si  on  a  d'ailleurs  en  x  .TezpreifjiiQii  des  quantités 

t 

du  d*u  d'u 


dx  '        dx*  '        dJ- 


»  eta 


en  désignant  par  V^  tP^  U\  ir*\  etc.  ce  que  deviennent 
-ces  quantités  lorsqu'on  fait  x=Oy  oà  tirera  des  équa- 

B  u 
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tioas  ci-de88p8,  en  y  supposant  aussi  xz=zq, 

I  1.3  1.2.3 

d'oà      ui=  1/-+  £r- +  IT'-i^  +  IT"  -jfL.  +  etc. 

i  i.a  i.a.3 

20*  Si  nous  prenons  tt=(a-|-ar)%  nous  aurons  » 

d'à 

— j=±n(n  — i)(n-ra)(a+x)«-«,  etc. 


tda:' 

et  faisant  ori^Oy  nous  obtiendrons 

I7'"=ii(ii  — i)(i»  — 2)a«-^  etc. 

d^où  nous  conclurons 

*     .      ^  .  '^     -^,     •  nf  n— 1  )      _^ 

^  1  i.a 

t  +  — ^ ^"V" '  û^-^x^  4-  etc. 

Les  principes  de  la  dîfférentiation  ayant  été  donnés 
ci-dessus  I  sans  supposer  le  développement  de  {a-\'xy, 
nous  pouvons  le  regarder  maintenant  comme  prouvé 
pour  tous  les  cas  où  lexposant  n  est  entier  ou  fraction- 
naire ,  positif  ou  négatif. 

En  mettant,  par  exemple,  les  expressions 

V'PwTi  (  K('-?)'' 

•  ■  .  m  tJ^^  ^^.^     .W^^       ^'*        -  —  ^^  ^  ^  ^ 


i^B  la  forme 


i 
a+x» 
1 


—I 
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on  en  obtiendra  le   développement  suivant  le  procédé 
iadiqué  dans  le  n^.  164  des  Elémens  d*a]gèbre. 

ai.  Le  mime  moyen  va  nous  conduire  à  exprimer  par- 
les coefficiens  différentiels  le  développement  général  de 
la  valeur  que  prend  la  fonction  u  ^  quand  on  y  substi- 
tue x-\'h  an  lieu  de  x;  En  effet  >  la  fonction  u ,  lors* 
qu'elle  se  changera  en  u'  par  cette  substitution ,  ponrra 
être  regardée  comme  une  fonction  de  A  ;  et  on  aura  par 
le  n**  précédent 

u'^U+W  ^+ 17"  iL  +  V"  JL^  +  etc. 

si  U,      ir,      i/^,      ir",ttc. 

désignent  ce  que  deviennent 

du'  dV  d'ii' 

"'        "dT^        TF^         dF"*  '^*''" 
lor8qu*on  y  fait  h=ro. 

Il  est  d*abord  visible  que  u'  redevient  u  lorsqu'on  y* 
fait  h=o^  et  qu*on  a  par  conséquent  £/*==  u  ;  mais  de 
plus  les  coeiHciens  différentiels  ci-dessus ,  formés  en  re- 
gardant h  comme  variable  et  x  comme  constante ,  sont 
les  mêmes  que  ceux  qu'on  trouveroit  en  traitant  a: 
comme  variable  et  h  comme  constante  ^  pour  le  prouver 
soit  X  -{-  A  =  x'y  la  fonction  u'  sera,  composée  en  x' 
comme  la  fonction  u  l'est  en  x  :  on  en  conclura 
éu!=ipài>\  p'  étantune fonction  de  x\  et  dx'=ad(x4-i^K 
Si  l'on  ne  fait  varier  que  h ,  on  aura 

àx'  =  dfc,        du'  =  p'dfc  et  4f~P'* 
En  ne  faisant  varier  que  x ,  on  obtiendra 
dx'=dx,    df4'=p'dx  et  --j —  =  p'r 

donc  -rr-^-a — •  I^  fonction  p'étant  elle-m6me  une 
da        dx  '^ 

B  S 
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fonction  de  x,  on  aura  encore 

d/>'_dp'  d»u'        dV 

dT — d7"'  **"*  dî^-T?"' 

et  en  général 

Cela  posé  y  lorsque  &=:%)  ^  u'  se  changeant  en]ii,  il  en 
résultera 

.  dafc.  d»u  h«   .  d»u     ft» 
d*i     dr*  i.a    dx'  i.a.3 
Cette  formule  y  qn*on  doit  regarder  comme  la  base  d  a 
Calcul  différentiel ,  est  connue  sous  le  nom  de  Théorème 
de  TayloT^  parce  que  c'est  ce  Géomètre  anglois  qui  Fa 
donnée  le  premier  (^). 

{*)  Je  rapporterai  encore  ici  une  démonstration  de  cette  formule. 
Ayant  prouvé    comme  •  ci-dessus  que 

-iîîl_  -iiil,  si  Ton  fait  «'=:.<+-» A +CA*4-Z>è'+etc. 

et  qu'on  suppose  que  les  coeflSciens  A,B  ^  C,D,  etc,  ne  con- 
tiennent pas  A»  ils  ne  dépendront  que  de  la  Tariible  x ,  et  des 
quantités  constantes  qui  entrent  dans  la  fonction  proposée  ;  o» 
aura  donc 

-^=S+ 2  CA  + |Z>A»+ etc. 
d  h 

=- — f--— A +-—**'+ etc.    . 


éx         àx     6x        àx 
égalant  ces  deux  résultats  terme  à  terme  ,  on  trouvera 

or  ^=»«,  donc 

d«  ^       I    d*»  ^         I       d'» 

Cette  démonstration  m'a  été  présentée  k  un  exercice  public  daof 
une  des  principales  raabons  d'éducation  de  Paris. 
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Elle  contient  implicitement  le  développement  du  bi-> 

nome  y  car  si  Ton  suppose  u=*'*,  u'  deviendra  (.T+fc)\ 

et  Ton  aura 

h  h^ 

+  n(n— i)(n  — a)x»-3y-^^+6tc. 


223*  La  formule  de  Taylor  montre  aussi  que  les  diver» 
coefficiens  différentiels  ont  encore  la  propriété  remar* 
quable  de  former ,  lorsqu'on  les  divise  respectivement 
par  les  produits 

>  j      1.2»       i.2.3i  etc. 

les  multiplicateurs  de  puissances  de  l'accroissement  Yi  y 
dans  le  développement  complet  de  la  différence 

duft  ,  d*u     ft»    .    d*tt      V       , 
djc  1      dx*  i.a      d*^    1.2.3 

De  la  différentiation  des  fonctions  transcendantes. 

23.  Les  fonctions  qui  ne  sont  pas  comprises  dan» 
Ténuroération  que  nous  avons  faite  au  n^.  i4>  se  nom- 
ment transcendantes.  La  fonction  exponentielle  vr—a' 
est  la  plus  simple  de  ce  genre.  Lorsqu^on  y  substitue- 
X'^àx  au  fien  ie  x ,  fa  différence  devient 

pour  la  développer  suivant  les  puissances  de  dx,  fe 
ferai  a=i +^,  et  f  aurai 

d*  ,    àx  dx  .        d*fdjr— il  , 

d»(dx-.i)(d^.)^,     ^^ 

B4 


a 
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d*où  je  tirerai 

Il  1.2      '      • 

ordonnant  par  r:.pport  kdx,  il  viendra 

a   —  i=d*(— = —  —  etc.  I 

+  etc. 
remettant  pour  b  sa  yaleur  a—  t  »  il  en  résultera 

à.a*z=a'dx  l -^— ^ — — +^        ^       etc.  j; 

ainsi  prenant 


5 


A=-f:^-IliiiJl+^°7'^   +  etc. 

1  2  3' 

on  aura  d.a«  =  ^a'd«.  Telle  est  la  forme  de  la  difi%«- 
rentîelle  de  la  fonction  proposée  i  et  nous  trouverons 
bientôt  une  nouvelle  expression  du  nombre  constant  t. 

3^*  Il  est  visible  que 

d^a»  =h^adx^ 


d'.a*  =fr»a*d*«, 

et  il  suit  de  là  que 


X 


du       ,    «         d*u       ,^  *         d'il        ,,  - 
d*  d«^  djc^ 


Faisant  xz=o,  la  fonction  u  et  ses  coeiEciens  difierentiels 
deviennent 

U=i,      U'=k,      V''=k\      U'"=k\etc. 
on  obtiendra  donc  (  19  ) 

I       i.a       1.2. a 
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35.  Nous  Toici  donc  parveans  an  développement  de 
la  fonction  a*,  et  il  nons  servira  pour  reconnoître  da 
quelle  quantité  la  série  représentée  par  k  tire  son  origine. 

Si  l'on  suppose  jp=i  ,  il  viendra 

-4- -f- -.  +  etc. 

1  ^    i.a   *    1.2.3 

Cette  série  étant  peu  propre  à  faire  connoître  a  an 
moyen  de  k,  nous  chercherons  la  valeur  que  doit  avoir  <r» 
lorsque  ^=1  ;  et  en  la  désignant  par  e ,  nous  aurons 

«=i-| — 4- + 1-  etc. 

^  1^  i.a  ^  I.Q.3  ^  i.a.3.4  ^ 

En  poussant  cette  série  Jusqu'à  dix  termes ,  et  les  évaluant 
tous  en  décimales  f  on  trouvera 

e=::dy7i8a8i8* 

Cela  posé ,  puisse  cette  valeur  répond  à  A=  i  »  il  s^ea 
suit  que 

1       i.a        i.a.3        i.A.5.4 
que  de  même 

c  =  i  H 1 4 =-  +  etc. 

1      i.a    '    i.a.3 


et  que  par  conséquent  e^=a.  Si  on  prend  les  logarithme» 
de  part  et  d'autre^  on  obtiendra 

k\e=:\a,  ou  &  =  r— j 

le 

on  aura  donc  par  là 

d.a=ftadx  =  r— a  dor. 

le 

a6.  Nous  pouvons  à  présent  parvenir  à  la  diSTéren- 
tielle  de  la  fonction  logarithmique.  En  effet  »    si  Toa 
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par  M  le  logarithme  de  « ,  pris  sur  cette  base  p 

I 

39-  La  série  du  second  membre  n'est  assez  convergenta 
{Alg,2Z6)  pour  être  employée  an  Calcul  des  logarith- 
mes ,  (pie  lorsque £6^^ une  fraction;  mais  on  a  trouvé  des 
moyens  de  la  transformer  en  d'autres  qui  s'appGquent 
aux  differens  cas  avec  plus  ou  moins  d'avantage.  Noua 
ne   saurions   faire   connoitre  ici    ces  dernières»  sans 
nous  écarter  de  notre  obfet  ;  on  Tes  ttonve  dans  le  Com^ 
plément  des  Elémens  d Algèbre  1  et  nous  y  reviendrons 
dans  la  suite.  Pour  le  présent  nous  nous  bomeions  i 
faire  remarquer  que  puiscpia 


on  aura 


formule  dont  il  est  facile  de  concevoir  l'usage  pour 
obtenir  le  logarithme  de  a+s ,  lorsqu'on  connoit  celui 

de  a. 


C*)  On  aura  remarqué  sans  douta  que  TëquAtion  k  =       >  du- 
n^.  25  )  jointe  à  l'expression  du  n^«  25 

I  a       ^        3  4 

conduit  i 

et  en  disant  «""i  +  i,  on  rttrouTera  le  développement  obtenn 
ct-desitts. 
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n  faut  observer  aussi  que  le  module  M  s'obtient  en 
calculant  le  logarithme  dun  même  nombre  dans  le  sys- 
tème qu'on  veut  adopter,  et  dans  le  système  Népérien, 
et  en  prenant  le  rapport  des  deux  résultats  (  2^  ).  On  a 
trouvé  de  cette  manière  que  pour  passer  des  logarithmes 
Népériens  aux  logarithmes  ordinaires  (  ou  de  Briggs  ) , 
il  faut  multiplier  les  premiers  par  le  nombre 

iir=  0,434994482, 

et  que  réciproquement ,  pour  revenir  aux  logarithmes 
Népériens ,  il  faut  diviser  les  logarithmes  ordinaires  par 
ce  nombre ,  ou  les  multiplier  par  le  nombre 

=  a,3o2585o93b. 


o,4^42g4i7 

So.  Je  vais  donner  quelques  exemples  de  TappIIca- 
tion  des  règles  de  la  difFérentiation  des  fonctions  lo- 
garithmiques; mais  pour  plus  de  simplicité  je  supposerai 
dorénavant  que  les  logarithmes  sont  Népériens,  à  moins 
4jue  je  n^avertisse  spécialement  du  contraire. 

Soit  i*.  ix*=If -;====  Y  en  faisant -;z==zzi==a# 

àz 
on  aura  da= —  ;  mais 

z 


l^a»+x*             €^dx 
dx= 


donc.  <f  tt= 


\  u=l  <    ^         7=  ?  ;  on  fera 
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ce  qui  donnera 

.=.(ï)=.,-u,     a.=^-^.. 

mais  on  a 
zdx 


tV/T=^ 


,% 


UV  1— X* 


d'où  on  tire 

ày     àz ...sdx  ydx 

— (/'+«^)djc 
ayzV  1— X* 

et  en  observant  que 

dx 


on  trouvera  enfin  du=— 


xV  i  —a?' 


Cet  exemple  est  remarquable  par  lea  réductions 
qu'éprouve  la  difFéreotielle  et  par  sa  simplicité ,  eu  égard 
à  la  fonction  dont  elle  dérive;  il  sera  facile  mainte-* 
nant  d'effectuer  le  calcul  des  exemples  suivaas,  dont 
nous  ne  donnerons  que  les  résultats. 
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1^  1  +  X* 

I 

àx 


du=: 


V'i  +  x* 

6^.  Si  on  ayoit  u  =  (Ijp)',  en  bûant  \x'=i%^  on 
trouveroit  • 

€t  remettant  au  lieu  de  s  et  de  ds^   leurs  valeurs,  il 
viendroit 

d.(lx)''=n(l*)'— »~. 

X 

7^  Soit  enSn  tt=l.Ix,  c'est-à-dire,  le  logarithme 
du  logarithme  de  x\  posant  comme  ci-dessus  lx=s, 
on  aura  d*abord 

u=ls,  du= — ,  da  =  d.lx= — , 

Z  X 

d*on  on  déduira  ensuite  du= 


xlx* 

5 1  •  La  considération  des  logarithmes  facilite  beau- 
coup la  différentiation  des  formules  exponentielles 
lorsqu'elles  sont  compliquées. 

1®.  Soit  par  exemple  u=«/,  a  et  y  étant  deux  fonc- 
tions quelconques  de  x,  en  prenant  le  logarithme  de 
chaque  membre ,  on  aura  I  u=^'l  z  ,  et  dilFérentiant  en- 
suite,  on  obtiendra 

—  =  d^lx+yd.U(ii ,  37),  om    ' 
=  d^la  +  y  — 
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et  de  là 

du=u[  dylz  +  Y  —  j  ,        à.zy=izy(ày]z-^y  —  j. 

a**.  Soit  u=a*  :  on  fera  b^zrzy ,  et  on  aura 
uz=ay,        du=ardyla(34); 
mais  dy==d.63^=6'djrlfr:  donc 

àu=:a^  b'^dxlalb. 

4''.  Soit  u=z*  y  s,  £  et  5  étant  des  fonctions  de  or; 
on  fera  ^•=y ,  il  viendra 

u=2r,       du=«rrdylz+-2^-^  j  ; 

et  par  conséquent 

du=z'^  fd^ItUH 1 j, 

au  moyen  de  ces  formules  on  trouvera  facilement  la 
différentielle  d'une  fonction  exponentielle  quelconque. 

32.  Les  sinus,  les  cosinus ,  les  tangentes ,  et  les 
autres  lignes  trigonométriques ,  considérées  par  rapport 
à  Tare  de  cercle  dont  elles  dépendent ,  sont  aussi  des 
fonctions  transcendantes  \  on  les  nonyne  assez  ordinai- 
rementybnctio/25  circulaires.  Nous  supposerons  pour  plus 
de  simplicité  que  le  rayon  soit  égal  à  Funité. 

En  substituant  x-^-àx ,  pour  x ,  dans  la  fonction  sin  x , 
il  vient  (  Trig.  1 1  ) 

tin  (  a:  4"  d  X  )  =:  si  n  a;  c  0  s  d  X -j- co  s  X  sin  d  or  9 

d*oà 
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d*où  on  tire  pour  la  différence  . ., 

sin(af  +  dx)  —  8ioje  = 
sin  jr  COI  d  X  4*  C08  JT  sin  d  J?  —  sin  X  ==^ 

«in*(co8d*  — i)  +  co8*8Înd«i 

_  •  «       ■  ■ .   .■ 
n  fandroit  maintenant  développer ,  suivant  les  puis-r 

feances  de  l'accroissement  dx,  le  derniW  membre  de 

tette  '  équation  ;  mais  on  peut  sans  cela   parvenir  à 

la  limite  du  rapport  de  Taccroissement  de  la  fonction 

à   celui   de  ta  variable ,  ainsi   qu*on   va  le  voir.  En 

prenant  le  rappoi:t  de  ces  accroissemens  >  on  trouvera 

5În(r+dx)— sinjr      .      (cosdjr — i)  ,  sindx 

r =sinx ^ l-cosa; — = : 

dx  .  dr  .   ^x     ^ 

si  Ion  fait  attention  que 

(8indx)*=i— ^cosd*)*= 
(  I  +  cos dx  )  (,i -^ cosdx  ), 

et  que  .par  ôonséquent 

V  (sîndjf)* 

1— cosdx=-^ 7 —  , 

i  +  cosqx  ^ 

on  aura 

sinrx+dxV^-^inof      .        sindx     sindâ^  ,     .     sinda^ 

— i — 1—-£. =sinx-- j-  -5 l-cos*--= — 

dx  i-f-co»dx   dx  '    dx 

-  .         sindor      ,  .sindx 

=f  sinx  — : 5 — Hcosxj— 1 — . 

^        i+cosdjc  dx 

On  passera  aux  limites  en  cherchant  ce  que  deviennent 
les  deux  facteurs  du  second  membre  lorsque  Taccrois- 
sèment  dx  s* évanouit.  Dans  ce  cas,  8indx=:o, 
cosdx=i  ,  et  le  premier  facteur  se  réduit  à  cosx. 

•     ^  sîn  d  X  -  1.     .  / 

Le  facteur  — z tend  sans  cesse  vers  1  unité  ;  car 

dx. 

Cale.  diff.  C 


54         tBAtri     ÉLÉMENTAtEfi 

,             .      8in  A.           t  *  9  •     'îo  i4  .  , 

de  tangi4= — -t,  on  déduit -> --=008^4;  et  pttia-* 

que  cobÀ:=:i  ,  lorsque  ^:=o ,  Fanité  sera  la  limite  dil 
rapport  entre  le  sinus  et  la  tangente  quand  Tare  s*éva« 
nôuit;  or  il  est  visible  Que  Tare  étant  moindre  que  ta 
tangente ,  et  plus  grand  que  le  sinus ,  il  s*ensuit  qu*à 
plu)  forte  raison  son  rapport  avec  le  sinus  tend  sans 
cesse  vers  Tunité. 
On  aura  donc,  en  vertu  de  ces  remarque!» 

d.sinjT  ,    .  , 

— ; =cc08X.  ou  d.sinxrudxcosâ?. 

d* 

55.  Cette  différentielle  obtenue ,  les  autres  s*en  di*- 
duisent  sans  peine  ;  car  on  a 

1^  cos  j?=  sin (  19^'X) «   d. cosje=  d.sin  (  if— -x  } } 

mais  y  par  ce  qui  précède , 

d.sin  (  lî— X  )=d  (  if — x)  cos  (lï— x) 
=  — dxcos(i*— x), 

et  cos  (  17—  x)  =:  sinx  :  donc 

d.co8jr=s — dxsinx. 
a^.  Puisque  sinvers.  x=i  — «cosx,  on  aura 
d.sin  vers. «==—d.cosx  =  dx8inir. 

3*.  tang.x= 


cosx 


j  cosxd.sinx— -sinxd.cosiT  . 

d.tangx  = ; Cia) 

cosx*  ^      ' 

(co8X*+ fiinx*  )  d  Jf 

C05X*  ' 

mais  C08x*-f*sîi>^^=^^  •  donc 

|^d.tang«=: 


C08«** 
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4*.  tot«=  — ' . 

taogx 

taog  jp*  tang  x*  cos  x*  sinx*  * 

eo  ibettant  pour  taogx  sa  yaleur. 

5*.  «ecx= , 

codx 

dd.toAX       àxsànx 
.8ecx=s-^ _-= — -=i:diftangxsecx, 

^  .    ^      «inx  ^         1 

puisque   =  tangx  et  =  8ecx. 

G**.  C08ecit=r-: . 

sinx 

j  d .  sin  X         dxcosx  , 

d.cosecx=— — : = : =— dircotxcosecx; 

sin  X*  fiinx* 

34.  Avec  ces  formules ,  on  peut  trouver  la  difië- 
l'entielle  de  toute  expression  renfetmant  des  sinus ,  co* 
ftinus»  tangentes,  etc.  il  faudra  pour  cela  dilFérentier  en 
regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  particu- 
lières ,  et  mettre  au  lieu  de  leurs  difFérentielles  les  ré- 
«ultats  ci-dessus  :  nous  n*en  donnerons  qa*tin  seul 
exemple^  savoir  u  =  cosx"»*.  On  fera 

cosx=2|         sinxssy; 

on  aura  u=:ftr  et 

du  =  d./=ar(dyU  +  ^W) 

"»*  /  ,  sin  *»  \ 

nrdxcosx        I  cos*l.cosx J  • 

^  cosx  / 

55.  Nous  avons  traité  les  sinus,  cosinus  etc.  comni# 
des  fonctions  de  l'arc }  regardons  i  présent  l*arc  suo^ 

C  a 
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cesflivemeDt  comme  une  fonction  de  son  sinns ,  de  loil 
cosinus ,  etc.  et  cherchonis-en  la  différentielle  sous  ces 
divers  points  de  vue*  Pour  cela  supposons  que  x  soit 
la  fonction  proposée ,  et  u  la  variable  dont  cette  fonction 
dépend;  i^  Téquation  d  .  sina;  =  d«cosx,   à.  causa 

de  8inx=u  et  tosx=:V  i — u*,  donne  du=d  «ri-— u* 

et  par  conséquent  dx=----  :  telle  est  la  valeur 

de  la  différentielle  de  Tare  exprimée  par  le  sinus  e^ 
par  sa  différentielle. 

Si  on  vouloit  exprimer,  la  différentielle  de  Tare  pat 
son  cosinus ,  il  faudroit  partir  de  Téquation 

d .  cos  j?  =  —  d  *sin  X 
qui  donne,  en  faisant  co8x=iu, 

du  =  — daîr  1  — tt*   ou  dx=  —  — ==• 

Vi—u- 

Pour  passer  de  là  au  sinus  verse  on  feroit  u=  i  —y  ; 
puisque  cosa:=i  — -sinver.x ,  on  auroit  par  consé- 
quent dtt=:— dy  et  dx=  —  ■ 

V^ay— y* 

d  X 
a°.  Soit  tangjr=u;  Téqaation   d.tangx=^ 


COSJC* 

•donne  du= et  d*=ducosx*.  A    cause  de 

coso?* 

sinx 

=tangjc,  on  trouve 

cos*  ■ 

sina?=cos«tangx,        8În**=tangx*cos«*  ; 
.et  substituant  i — cos**  à  sinx*,  il  vient 

1  =cosx*-j-  tangx'cos«*=  cosx*  ( i  +  tang x*  ) : 
on  a  donc 
*  .1  1 


C08a:'= 


1  +  tang**        i  +  tt* 
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Mettant  cette  valeur  dans  celle  de  dx ,  il  en  résultera 

d  u 
dx=      1^    a  >  ^*^^  ^°  P®^^  conclure  que  la  différent 

tielU  de  tare  est  égale  à  celle  de  la  tangente  divisée 

par  le  quatre  de  la  sécante;  can  V i  +  u*    expjrime 
la  sécante ,  lorsque  la  tangente  est  représentée  par  u. 
Nous  terminerons  cet  article  par  l'exemple  suiyanf: 

Soit«  un  arc  ayant  pour  sinusia  fonction  2uV^  i — u*, 

on  fera  auvi  — u*=» 

et  on  aura 

à* 

,      ,           adufi  —  flu*) 
piais   ûz= :         ,     N 

V  \  —  u* 

2rd  U 
donc  d*  =  — 7 . 

36.  On  peut ,  par  le  moyen  des  expressions  difl%« 
rentielles  que  nous  venons  d'obtenir ,  former  les  déve- 
loppemens  des  principales  fonctions  circulaires. 

1*.  Pour  sîn*,  on  a 

du  d*u  d'u 

-= — =co8X,    -r^=^ — sm^ç,    -j— r-  =  — cosjp  , 

d4u 

=  s)n  »,  etc. 


dx* 

faisant  x=o>  il  viendra  par  le  n*.  ig  ,17=0,  et 
£/'=!,         ïr'=o,        17"=  — 1, 
ir'''=o,  etc. 
d*où  on  conclura 


••3  «^5 


smx  =  -—T. =■  +  ' »    i  g etc. 

1      i.a.3         1.2.3.4.5 

C  5 
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a*.  On  trouvera  pour  cosjc 

du  d*u  d'u 

d4u 

—---.=:  cosx,  etc. 
dop* 

faisant  x=o,  il  en  résultera  {f=i ,  et 


17"'=  1,  etc. 


ce  qui  donnera 


X*     .  «♦ 


€08  X  =  1  — j- -— ; etc. 

i.a       i.a.3.4 

Ces  deux  formules ,  dont  la  loi  est  très-évidente  ef 
très-simple ,  offrent  une  des  méthodes  les  plus  exactes 
et  les  plus  expéditives  pour  calculer  le  sinus  et  le  cosi- 
nus, correspondans  à  un  arc  donné,  sur-tout  lorsque  cet 
arc  n  est  pas  très-grand.  On  en  trouvera  d'analogues 
pour  la  tangente  et  les  antres  lignes  trigonométriqoes  ; 
mais  la  loi  de  ces  dernières  formules  n'est  pas  aussi  siœ-i 
pie  que  celle  des  précédentes ,  et  elles  sont  beaucoup 
moins  commodes  dans  Tapplication  que  les  relations  qui 
donnent  la  tangente  ,  la  sécante ,  etc.  par  le  moyen  di^ 
sinus  et  du  cosinus  ;  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrê- 
terons pas. 

37.  Si  on  représente  par  y  un  arc  de  cercle  dont  U 
sinus  soit  Xj  on  aura  (  35  ) 

,  dx 

V   1  —  X* 

pe  mi  nqui  çqnduin^  au  déyeloppement  de  l'arc  suif^nf 
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les  puissances  du  sinus.  £q  effet,  on  en  tirerji 
d/  _        1 

d'y_       a: 
dx»~  * 


dV_        1  ,       5x> 

(1— x*y    ii—^y 

d^y  _    3.33?  5.5x^ 

"^    (1-^*)'  (i-*T  ii-^r 


En  faisant  x  =o ,  et  observant  que  dans  cette liypa-^ 
ihiêû  Yaxcy  est  nul ,  on  trouvera 

.       x^      .       S.3afi 
y=^  +  T:^+  1.^.3.4.5  +^"' 

Passons  à   la  recherche  dé  Tare  par  sa   tangen- 
te; en  nommant jf  Tare  et  j?  sa  tangente,  on  a  (35  ^ 

dy=-4^.  doua  suit 
dy  1 


dx  i  -fx* 

d*y  ax 


dx»""      (i+x*)»' 

d^j^  _  n  8x» 

dx*  (i+x*)*"'"(i +*•)=• 

dy  __      a4x 48 x^ 

dx*  "■(i+x»)3     (i+x*)* 

d'>f  _      a4  a^8x>  384 x^ 

C4 
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et  en  faisant  x  =  o  /on  trouve 


x^   .  x' 


La  loi  86  manifeste  ici  dès  les  premiers  termes  i  il>  n'en 
est  pas  de  même  à  l*égard  de  la  série  précédente  ;  mais 
comme  les  différentielles  successive». de^  se  compliquent 
de  plus  en  plus  à  cause  de  leurs  dénominateurs  »* le  pro- 
cédé que  nous  avons.employé  ci-déssus  n'est  pas  le  plus 

•  ■  '■  ' 

propre  à  conduire  aux  développemens  cherchés.  Noua 

.■   •    '  '  '     * 

en  donnerons^  par  la  suite,  d'autres  qui  présenteront  plus 

de  facilité. 

De  kl  dijférentiation  des  équations  Quelconques  ^  deux 

variables, 

t 

58.  Jusqu'ici  nous  n'avons  différentié  que  des  équa^ 
fions  séparées,  c'e«t*àrdire ,  dans  lesquelles  la  variable 
se  trou  voit  seu^e  dans  un  membre ,  et  la  fonction  dans 
l'autre^  telles  sont  les  équations. de  1^  forme  y=;rX, 
Y  étant  une  fonction  4e  y  >  et  X  une  fonction  de  x  ;  mai^ 
}e  plus  ^and  nombre  des  équations  que  Ton  rencontre 
dans  les  recherches  analytique^  ne  àe  présente  pas  ainsi  '^ 
la  variable  et  ta  fonction  y  sont  souvent  mêlées  ou  com- 
binées entr'elles. 

Lorsqu'on  a  une  équation  quelconque  F=o,  entre 
xety,  son  effet  est  de  déterminera  par  y  ou  y^zxx, 
en  sorte  que  Tune  de  ces  quantités  est  fonction  de  l'autre. 
Concevons  ponr  un  moment  que  l'on  ait  déterminé  y. 
par  X  :  en  substituant  l'expression  de  y  dans  la  quantité 
V,  celle-ci  deviendra  nécessairement  une  fonction' de 
X  seul  ;  mais  composée  de  termes  qui  se  détruiront  in- , 
dépendamment  d'aucune  valeur  de  x,  puisque  cettèva* 
iriabie  doit  rester  in^létetpûné^.  (1  suit  de  là  quelâ^joai^- 
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.iité  V  doit  être  regardée  implicitement  comme  une 
fondtîqn  de  x  ^  qui  est  nulle  pour  tontes  les  valeurs  de  x , 
et  que ,  par  conséquent  >  sa  différentielle  doit  être  nulle 
aussi  ;  mais  pour  cela,  cette  différentielle  doit  être  prisé  en 
regardant  /  comme  unefonction  de  x,  c'est-à-dire  en  sup- 
ipQsantqué  dj'=j9djr(^).  Si  donc  on  prend  sous  ce  pbint 
de  vue,  ou  suivant  les  règles  desn°*.  10/  11 ,  12,  i3/i5i 


(  *  }  On  peut  encore  paprènir  à  ce  résultat  en  sul;)Siitu2int  dany 
^'i^natlon  K=o,  au  lieu  de  Xy  *-♦-*,  au  lieu  dey,  y-f^, 
>«t  en 'développant  le  résultat  suivant  leis  puissances  des  accroisse- 
-jnfiUB  À  et  k  dans  la  forme 

M^  N,  F,  Q\  R^S ,  etc:  étant  des  qqahtités  indépendantes  de  h 
et  dt  k. 

Cette  équation  qui  donne  la  relation  qu'ont  entr'elles  les  quan- 
tités A  et  A ,  deviendra 

AiA  +  iV-»A^PA*+(J-»A*+/î-»*A*4.^A'  4-etc  «o,  '  '  "" 

lorsqu'on  y  fera '  1b =^ A  ^  et  supprimant  le  facteur  commun  A, 
on  obtiendra 

le  rapport  4r  changera  à  mesure  que  A  diminuera  ,  mais  6ans 
f 'évanouir;  e^  même  temps  qi^e.  cette  quantité:;  ^t>l)'ôn  aura  potA" 
déterminer  4r  dans  l'bjpothèse  de  A=o,  l'équation  .     , 

La  valeur  de  vqui  en  résultera  sera  la  limite  de  toutes  les  valeurs 
que  cette  quantité  peut  prendre  à  raison  de  celle  de  A  i  il  est 
donc  évident  que  si  on  désigna  cette  limite  par  p ,  l'équation 

«era  v^aie  en  tonte  rigueur.  .     >      .  . 

Il  est  visible  (  ii  )  que  le  procédé  dont  on  vient  de  faire  usage 
pour  former  l'équation  M^Npz=:0  y  seroit  celui  qu'il  JPaudroit 
suivre  pour^ob^nir  la  difTérenticlle  de  l'expression  Ken  y  regar- 
^f^t  y  comme  fonction  de  jr,  .■'.... 


*•  1 
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la  dîfFérentielle  de  V^  et  qu^onTégale  à  zéro»  on  aura 
réquation  qai  doit  déterminer  p  dans  cette  )iyp<yt)iétef 
^dairciiëons  ceci  par  nn  exemple. 
$oi^  réquation 

y* — !2mxy +  «*— a*=a; 
|a  quantité    V  étant  ici  y^  —  ^mxy  -f*^  *^  ^»  ^ 
l'on  y  mettait  au  lieu  de  ^  sa  ¥aleur 

mx  ±i/"a»  —  X»  +  m^x' , 

deviendroit  une  fonction  de  jp  seul  >  et  dont  tons  Ic« 
termes  5e  détruiroient  :  ainsi  sa  dîfFérentielle ,  sons  cette 
forme ,  seroit  visiblement  égale  i  zéro.  Mais  en  differ^ih- 
tiant  le  premier  membre,  dans  la  supposition  que/es^ 
une  fonction  de  jr»  on  aura 

uydy  —  2mxd^— sm/dx  +  axàx  =o, 
ou       yày — mxdy — mydx'\'  xàx  =  o(^i)  , 
en  supprimant  le  facteur  coominn  a  ;  et  faisant  âyrp^^ 
on  aura  pour  déterminer  p ,  Téquation 

(y — mx)p — my-^-xz^io. 
On  tirera  de  cette  équation 

P  =  — =^ ; 

y  —  mx 

si  Ton  substituoit  dans  cette  \aleur  de  p  celle  èe  y,  om 

pbtiendroit 


— a>+  m*jç±:  m  l/  a*  —  x*  +m*  x^ 


ll/a»— x*4-m*«*i* 


dbl/"a*  —  jp*  +  m»  X* 
-r-x+  m*x 

J/^a» — X*  +m»x^ 
résultat  semblable  i  celui  qu*on  déduiroît  immé$|il^'- 
ment  de  l'équation  séparée 

jf  =  mx±:l^û*  — *•  -|-  H*'  ^^  * 
ççfrespon^ante  &  la  proposée^ 
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Sq.  Le  même  raisonnement  appliqué  à  réquatloii 

(y  —  mx)p  —  my  +  x  =  o, 

fin  y  considérant  j' et  p  comme  des  fonctions  de  x ,  con- 
jduitâ  l'équation 

(djr—  mdx)p  +  (y  —  m:îf)dp  —  mdjf  -|-dx=Q; 

et  si  Ton  fait 

ày=pdx,  àpznqdx 

il  vient 

(p  —  Tn)p  +  (y^^mx)  q—mp  +1  =Q, 

équation  qui  donne  la  relation  que  le  coeilicient  dîfFér 

d^y 
rentiel  du  second  ordre  cr  »  ou   -t-^^(i7)>  doit  avoir 

avec  celui  du  premier  prdrep ,  ou  -j* — ,  et  avec  les  va- 
riables X  et  y. 

En  continuant  de  4^^*^^^"^!^^  ^^  ^^  même  manière  , 
on  formeroit  Téquation  de  laquelle  dépend  te  coefTicient 
différentiel  du  troisiééne  ordre  ,  et  atribi  de  suite. 

4o.  Si  Ion  fait  attention  que  ff=      ^  ,  et  que 

jl*j^  =  d(d/)x  on  reconnoitra  que  Tequation    ' 

(p— m)p  +  (y— mx)7  — mp  +  i  i=  o  , 

«e  4édnit  immédiatement  de  Téquation 

ydy  —  mxdy  — -mjrdjc  +  J^dj:  =o  (i), 

lorsqu'on  ls|  différentie  en  y  faisant  varier  dy  ^  comme 
pne  fonction  de  x,  et  divisant  ensuite  par  dx^.  En  elTet, 
pn  a  premièrement 

d^  + jrd*y  — ramdxdy —  mxd*jr -j- dJt:*  =  o(û), 
fficondement 

dv*  dy  d'y 


> 
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dy  d*  y 

éqoatîon  qai,  lorsqu'on  y  change-^  en  p, -j—^  mi/, 

s'accorde  aTec  celle  que  nons  avons  obtenue  plos  haut 

pour  déterminer  q. 

En  général,  faire  varier  les  quantités  p,  q,  etc.  comme  des 

fbnctions  de  x ,  c'est  prendre  les  différentielles  des  expre»- 

d  y    d*y 
lions  équivalentes  t^  ,  ~J%   »  différentielles   qui    sont 

d'  y     d^  y 
respectivement  •    -^  ,    .  '^^  ,  etc.  c'est  enfin    regarder 

les  quantités  dy ,  d*y  »  &c.  comme  des  fonctions  de  x. 

L*équation  (i)  est  /a  différentielle  première  de  la  pro- 
posée; l'équation  (2)  en  est  la  AfférerUielle  secmide, 
&c.  et  d'après  la  remarque  ci-dessus ,  les  différentielles 
dune  équation  PRIMITIVE  proposée ^  se  déduisent  ht 
unes  des  autres  par  la  différeniiation ,  en  regardant  y  » 
dy,d*j,  etc.  comme  des  fonctions  de  x. 

On  passe  aux  équations  qui  donnent  les  coeiEcien? 
différentiels ,  en  observant  que  ces  coei&ciens  sont 

dy  d*y 

dx'dx*  '*^''' 
OU  en  fusant 

djf  =  pdx,  à*y=:qdx\  etc. 

Par  ces  dernières  substitutions  les  différentielles  dispa- 
roissent ,  et  il  ne  reste  dans  les  résultats  que  les  fonctions 
Ptq,  etc.  absolument  indépendantes  de  la  valeur  de 
l'accroissement  dx. 

4l.  Uéquatîon 

y*  —  a  mxy  +  x*  —  ç*  =  o 
cUut  du  second  degré ,  donne  pour  jr  deux  valeun ,  par 
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te  moyen  desquelles  Téquation 

( y  —  TTu:)  dy  —  (  m^  —  X )  d *  =  o, 

d*où  on  tire 

d  y m^  —  X 

d*       j  — mx 

.    ,       .      dy 
donne  aussi  pour  le  coefficient  difterentiel   /    »    deux 

dx 

valeurs  correspondantes  à  celles  de  la  fonction  y. 

Si  au  lieu  de  résoudre  Téquation  propo$^ée  pour  en 

tirer  la  valeur  de^,  on  avoit  éliminé  cette  variable,  entre 

les  deux  équations 

j»*  —  fl  mx/ +  ^  ""  ^  =  <^  > 
(^  — mx)  dy — (y^/  —  x)  dx  =  G 

on  auroit  eu  d'abord ,  en  vertu  de  la  seconde , 


xfmdy  —  d  x) 

y  35:  — J-l d. i_- 

^  dy — mdx 


#ubstituSint  dans  la  première  I  il  seroît  venu,  a^rès  les 
réductions  | 

(  X* — a» —  m*x')d^* — (  2  mx* — 2  ma^-^  a  m^x*)  dxày 

Cette  dernière  équation  étant  résolue  par  rapport  à  djr^ 
donneroit  les  valeurs  trouvées  ci-dessus.  On  en  pouiroit 
titer  aussi  immédiatement  le  coefficient  différentiel  ;  il 
enffiroit  pour  cela  de  la  diHser  par  d  x*  ;  on  auroit  alors  . 

dv* 
(x*  —  a*  —  m» xM -T^^-- 

^  dx* 

dy 
—  {2mx* — 2ma* — am^x*) 


dx 

-f  X*  —  m*  X*  —  a*  m*  =  o  : 
en  dégageaiit  la  seconde  puissance  du  coeQicient  diff^-^ 
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reotiel,  exprimé  par -pY  ,  il  TÎendroit 

d  V*  d  y    ,    X*  —  m*  .r*  —  a*  m* 

42.11  «ftt  facile  d*app1iqaer  ce  qui  précède,  i  ^Sei 
exemptes  plus  compliqués,  oîi  dans  lesquels  les  Tariablet 
montent  à  un  degré  plus  élevé.  Suppo^dos  qu  6a  ait 

y^  *—  3ûx^  +  x^  =0, 

la  difTérentiatîon  domiera 

3y^ày —  3ûxdj^  —  ^aj^d*  +  3x*  dx':=xoi 
bu  en  supprimant  le  facteur  commun  S 

y*dy — a±ày — aydx  +  x*dx=Oi 

à  y      ay -^  x*^ 
et  par  conséquent  --=^=-^^ . 

Q  X       y   ^"^  o  X 

La  fonction ^9  dans  cet  exemple,  étant  donnée  paf 
une  équation  du  troisième  degré ,  doit  avo:r  trois  Ta-> 
leurs;  et  en  les  Substituant  successivement  dans  l'e^tpred*' 

^  y  i  • 

éion  de    ,     ,  on  obtiendra  un  pareil  nombre  de  va- 
dx 

leurs  pour  le  coefficient  diOerentid.  On  voit  en  général 

que  ce  coefficient  aura  toujours  un  nombre  de  valeufs 

égal  à  celui  dont  la  fonction^  6st  susceptible  dansTéqua- 

tion  proposée  :  il  en  sera  de  même  à  Tégard  de  la  diffé-^ 

rentielle. 

Si  on  éliihinoit/  entre  les  deux  équations 

^'  — Saary  4-  ^' =0 (") 

jr^dy  — axdy  -^aydx  +  x*dx  =  0 (du), 

on  auroit,  pour  résultat,  une  équation  du  troisième  de- 
gré par  rapport  à  d^  ,  qui  renferraeroit  le^  trois  valeur» 
dont  cette  différentielle  est  susceptible. 
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àr 
Ayant  trouvé  rexpteasion  de  àjt  ou  celle  de  -p-t 

U  (JC 

d*y 
On  parviendra  à  celles  de  d*y  et  de       \- ,   en  difFé- 

l'enriant  par  rapport  à  ày,  k  y  et  k  x,  suivant  la  règle 
établie  n^.  40,   Téqùation 

j'*dy  —  axdy—  àyix  4-  ^d*  =^0. .. .  (du), 

différentielle  première  de  la  proposée.  En  opérant 
ainsi  ,  on  aura 

y*à^y  —  axà^y 
+  ayày^^^  aàyûx  ^^  aàxày  +  axdx*  =0  ; 

et  en  réduisant  il  Viendra 

(y-£i4r)d-jf 
+  ^ydy* — acdjrdy  +  5iafdx*  =  0. ...  (d*u). 

Voilà  la  différentielle  seconde  de  Téquation  proposée  3 
si  on  la  combide  avec  la  différentielle  première  >  on 
pourra  éliminer  ày,  et  le  résultat  donnera  l'expression 
de  d^y  en  X,  d  x  et  j^.  On  chassera,  si  on  veut,  la  fonc-^ 
tion  y,  an  moyen  de  Inéquation  proposée. 

En  divisant  Féquation  (d^u}  par  d  x%  elle  prend  la  forme 

^  ^^'^Tx^  +  ^^dè""-"ïï7+^^=^' 

et  ne  renfenne  plus   que  les  coefficiens  diiïerentiels    ' 

d*y       dy  dy 

-y—  et  -r — .  Mettant  au  lieu  de  -,—  sa  valeur 

dx*       dx  dx 

a  Y  —X* 
;; , — ,  tirée  de  (  d  ^S ,  il  viendra 

^^ 

(/•— ax^  dx* 
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et  eti  réduisant  au  même  dénominateur ,  . 

tnais  la  quantité  _« 

2xy*  — 6ax*y*  +  t^x^y^ 
tiest  autre  chose  que 

elle  est  donc  nulle  en  vertu  de  Téquation  proposée  »  et  i 
par  conséquent ,  on  a 

d*y  ' 

d*v  sfl^.ry 

on 


dx*  {y^'^axy  *  '    r 

» 

En  différentiant  (d*  u)  par  rapport  à  d^y,  éy ,  ytta^, 
on  formera  la  différentielle  troisième  (  d^  u  )  ^  et  on  ed 
tirera  la  valeur  de  d^y ,  lorsqu'on  aura  éliminé  d*  y  et 
Ayk  Taide  des  équations  (du)  et  (d^i/);  divisant  lë 
résultat  par  dx^ ,  on  aura  Texpression  du  coeiEciént 

dx 
tîelles  ultérienreSi 


3^.  Fn  continuant  ainsi  on  parviendra  aux  différent 


43a  La  remarque  que  nous  avons  faite  (  8  )  su 
les  constantes  qui  disparoissent  par  la  differentiation 
des  fonctions ,  s'applique  égalemeot  aux  équations.  Si 
on  avoit,  par  exemple,^*  z=ax  4-  i»  la  différentielle 
«2ydy  =  adx»  étant  indépendante  de  b  ,  appaitîen^ 
droit  à  chacune  des  équations  particulières  qui  résultent 
delà  proposée,  en  donnante  b  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles. '     '•- 

Mais 
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Mais  on  peut  aussi  parvenir,  dans  le  cas  actuel ,  à  une 
«quation  indépendante  de  a ,  quoique  la  dilTérentiation 
n'ait  point  fait  disparoitre  cette  constante;  il  suffit  pour 
cela  d'éliminer  a  entre  les  deux  équations 

y*  =zax  -^b,        ayày  =  aàx, 

et  on  trouvera 

y*dx=^2xydy  •{-  bdx* 

Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit  pas  la  diflTéren* 
tielle  immédiate  de  la  proposée ,  elle  en  dérive  cepen- 
dant de  manière  qu'étant  divisée  par  d  x ,  elle  exprime 
la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x  >  la  fonc« 

d  y 
tion  y  et  le  coefficient  -~  ,  quel  que  soit  a. 

Si  la  constante  qu'on  élimine  n'est  pas  au  premier  de- 
gré dans  Téquation  proposée ,  le  résultat  qu'on  obtiendra 
renfermera  des  puissances  de  d  y  et  de  d  x  supérieures 
à  la  première.  Prenons  pour  exemple 

en  différentiant  on  trouvera 

yày  —  ady  '\'  xdx=Of 

et  substituant  la  proposée,  il  viendra,  après  avoir  or', 
donné  par  rapport  i  dy  et  divisé  par  dx*, 

t«Ue  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x  ; 
la  fonction  y  et  son  coefficient  différentiel  — -  ,    indé- 

QX 

pendamment  d'aucune  valeur  particulière  de  laconS' 
tante  a. 

Cale,  dijf  D 
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En  réaolvaDt  l'équation 

par  rapport  an,  on  en  auroit  tiré 

a  =  — y  de  {/ay*  +  x*  ; 

et  a  se  trouvant  dégagé  des  yariables  x  et  j^ ,  la  dit- 

férentiation  seule  Tauroit  fait  disparoître  :  on  auroit 

trouvé 

i^yày  +  xàx 

—  dyrb —     =n- 

Vay^  +  x^ 

En  faisant  évanouir  le  radical  On  s^assnrera  que  cette 
équation  est  la  même  que  celle  que  nouâ  avons  obtenue 
par  1  élimination. 

44.  On  peut  faire  disparoître  autant  de  constante» 
qu^on  voudra ,  en  différentiant  un  nombre  de  fois  égala 
celui  de  ces  constantes.  Soitj^*  =^7n{a^  — or*  ) ,  on  aura 
d'abord  ydy=  —  mxdx ;  différentiant  de  nouveau, 
on  trouvera  yd*y'{-iy*=i — mdx*  -,  substituant  pour 

""^  y  dy 

m  sa  valeur -= ,  tirée  de  Téquation  précédente, 

et  divisant  par  dx^>  il  viendra 

dy  dy*  d*y 

résultat  indépendant  des  constantes  m  et  a. 

45.  La  différentiation  »  combinée  avec  rélimiaation  » 
fournit  le  moyen  de  faire  disparoître  les  fonctions  irra- 
tionaelles.  Soit  par  exemple 

P  et  Q  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  ^;  e». 
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prenant  la  différentielle  de  cette  équation ,  il  viendra 

nP'"-'dP  =  dQ,      ounP'»dP  =  PdQ 

en  multipliant  les  deux  membres  par  P  ;  et  si  Ton  met 
pour  P»  sa  valeur^  on  obtiendra 

nQdP  =  PdQ 

équation  dans  laquelle  la  quantité  P  est  délivrée  de  Tex-* 
posant  n. 

On  parvient  au  même  résultat  en  prenant  le  lo§a- 
rithme  de  chaque  membre  de  l'équation  proposée  ;  on  a 
successivement 

i«      .^  dP       dO     ,      , 

et  par  conséquent  nQiP=zPàQ, 

Cette  remarque  va  nous  servir  à  développer ,  suivant 
les  puissances  de  x,  la  fonction 

(«  +  6jr  +  c«»  +  dx* +e  j?*  +  etc.)» , 

quel  qne  soit  Texposant  it.  Pour  cela  soit 

(a  +  ^x  +  ex*  +  ix^  +  «^*  +  etc.)» 
—  À  +  Bx+  Cx^+Dx^  +  Ex*  +  etc. 

passant  aux  Ipgarithqies»  no^e  auroaf 

ni  (a  +  fcx  -J-  ex*  +  rfx^'+  ex*  -}-  etc.  ) 
=  l(i4+B*+C*»+*£Xx'  +  £«*+ctcO; 

différentiant  ensuite^  nous  obtiendrons 

n  (^h  -^-acx-^Zdx*  +  iex^  +^tc.)dx 
a  +  bx  +  cx"-^  di^  -f  è «♦  +etc.  > 

_{B  +  ^Cx  +  5Dx''  -4'AEx^  +  ,etc.)dx 
~      A  +  Bx+Cx^'+Dx^  +Ex^+eXQ.^.    \ 
eupprimant  le  facteur   commun  àx ^   faisant  dispa- 


\ 
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roitre  les  dénominateurs^  \et  développant  chaque  membre 
par  rapport  aux  puissances  de  j; , 

nAb +  anA  ex  +  5  nAdx^'^^nAex^+ etc. 

+    nBbx+2nBcx^+3nBdx\+ttc. 

4-     nC6**+2iïCca7'  + etc. 

+     nDix'+etc. 

aB  +  aaCx+  3aDx*  +^aEx^  +etc. 

+    bBx+  abCx*  +5bDx^  +etc. 

+     cBx*+acCx'  +  etc. 

+   dBx*  +  etc. 

maïs  comme  x  doit  rester  indéterminé ,  il  faut  que  les 
deux  membres  de  cette  équation  deviennent  identique» 
par  les  coefliciens  mêmes  de  x ,  c'est-à-dire  »  que  les 
coelGciens  de  la  même  puissance  soient  respectivement 
égaux  dans  chaque  membre.  Cette  considération  dont 
nous  nous  sommes  déjà  servis  dans  le  n^.  igS  des 
Elémens  d* Algèbre ,  fournit  les  équations  suivantes 

nAb=:aB 

anAc+    nBb=zaaC  +  bB 

3nAd-\'5ànBc  +  nCb  =  ZaD+abC+cBi 

etc. 
dont  on  tirera  les  valeurs  des  coeiEciens  B ,  C,  D ,  etc. 
Le  coefficient  A  sensible  demeurer  indéterminé ,  cepen- 
dant on  en  trouve  la  ^valeur  en  faisant  x=:o  dans 

Téquation 

.-  #1       •  . . 

(  a -|- iar -|- etc.  )*=  i<  +  J5  X  +  etc* 

■» 

qui  par  cette  hypothèse  se  réduit  i 

tt".=  A. 
Substituant  cette  expression  dans  les  équations  précé^ 
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dentés  ,  on  en  conclut 


1 


C  =  it  a»""'  c  +^i2- — ^»— •  6» 

.1.1  1.2.3 

etc. 

â*oû  (a  +  6jt:+ca:»+cfx'+etc.)-= 

1  *•  i.a  -^ 

•^  '       1.1  ^  1.2.3  ^ 

+  etc. 

^6.  On  peut  faire  disparoître  aussi  les  transcen-* 
dantes  d'une  équation  en  la  combinant  avec  ses  diffe- 
rentielies»  L'une  des  plus  simples  de  ces  fonctions  est 

1  (a  +  bx+  c  «•+  dx'+  elc.  )  ; 

si  on  représente  son  développement  par 

A  +  Bx+  Cx*+  0x3+  etc. 

et  qu*on  prenne  la  différentielle  de  Téquation 

l(a+ix4-cj?*+fl?a?'+etc.)=i<+Bx+Cx*+Dx»+etc. 
on  trouvera 

a+J*+cx»+ifa:*+etc.  ^  ^ 

et  on  déterminera  les  coefficiens  A,  BfC,Df  etc. 
comme  à  l'ordinaire. 

Prenons  encore  pour  exemple 

sin(a+6x  +  cx*+dx'4-^cO 
=A  +  Bx+Cx*+Dx*+Eai^+etc. 

D  3 
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et  faisons  pour  abréger 

A+Bx+Cx^+Dx^+  etc.=y  ; 

il   en  résultera  y=:alnu:    en  différentiant  il  viendra 
dj^=:ducosu.  On  pourroit  éliminer  cosu  au  moyen  de 

Téquatlon  co8u=:v  i — sinu*,  qui  donne 


co6u=:V  1  — y*t  «t  onauroit  alors  dy=duV^i  ~^*  ' 
mais  il  faudroit  encore  faire  disparoitre  le  radical  dans 
cette  équation.  Pour  éviter  cet  inconvénient  on  diffe-* 
rentiera  une  seconde  fois  1* équation  djr=:d ucos  u,  en  se 
irappelantque  u  est  une  fonction  de^  atlsslbien  qne^,  et  il 
viendra   d*jr=  d*u  cos  u — du'sinu;  mettant  pour  sin  y 

et  cos  u .  leurs  valeurs  y  et  7- .  on  aura 

du 

d'y=-r^d'u — -vda*,  ou  dud'jf— djfd*u+ydu'=o# 

Il  ne  s*agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à  /  ^ 
^y>  ^*y  t  ^^9  d'tt^duS  leur  valeur;  or 

y=A'i'Bx+Cje^+Dx'+eiç. 

donne 

ày=[B+2Cx  +  3D3c*+etc.)dx 
d*jr==        (aC-f  a.3Djc+wc.)da:»; 

et  pour  ne  pas  m'engager  dans  de  trop  longs  calculs ,  Je 
réduirai  la  fonction  proposée  à  sin(a  -(-  A.r  +  ex*),  en 
faisant  €l,  e,  etc.=±:o.  Dans  ce  cas  particulier 

àu=z{b  +  iicx)dx, 
d*u=2cdx% 

du^=z(^b^+6b^cx+i2hc*x^+ti^x^)dx9', 
aa  moyen  de  ces  valeurs  Téquation 

dud*j— 'djd*u+ydM'=o 


DE  CALCVIi  DIFFÉRENTIEL.        55 

devient  divisible  par  d  j:  ,  et  en  Tordonnant  par  rapport 
à  Xp  elle  prend  la  forma  suivante: 

aAC+    6bDx+   12  bEa^  +etc. 
+    4cC*  +     tucDx*  +«tc. 
+  h^A  +  eb*cAx+  iaôc»u<x»-^eto.r_ 
+      b^Bx+   6b^cBx*+ etc.}  ~^' 
+        b^Cx*+ etc} 
—  acB— 4  c  Cx-^       GcOx^'^ttc. 
En  égalant  i  zéro  les  coeifioiens  de  cbaqne  puissance 
de  X ,  on  obtiendra  les  équations  qui  déterminent  C , 
D ,  Ey  etc.  i  regard  de  ^4  et  B ^  îl  faut  recourir  aux 
équations 

J^  =  8mU   et   r,-^  =  C08U. 

du 
Lorsque  a;=o,  il  vient 

»=«>       y  =  A,        du=5:*da:,        éyzzzBàx, 
et  il  résulte  de  ces  valeurs 

A::^$ina,        B^^^bcoêa.  , 

R^herche  des  maxima  et  des  minima   des  fonctions 

d'une  seule  variable. 

47.  La  recherche  des  plus  grandes  et  des  moindres 
valeurs  dont  est  susceptible  une  fonction  donnée ,  forme 
une  des  plus  importantes  applications  analjrtiques  du 
Calcul  différentiel  ;  en  voici  les  principes* 

Lorsque  la  variable  de  laquelle  dépend  une  fonction 
proposée  passe  successivement  par  tous  les  degrés  de 
grandeur ,  il  peut  arriver  que  la  série  des  valeurs  que 
reçoit  cette  fonction ,  soit  d*abord  croissante,  et  devienne 
ensuite  décroissante  ;  il  y  aura  alors  une  de  ces  valeurs 
qui  surpassera  toutes  les  autres.  Si  au  contraire  la  série 
des  valeurs  de  la  fonction  proposée  est  d^abord   dé- 

D4 
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plus  considérable  >  on  conçoit  facilement  qu*il  est  tOfi-« 
jours  possible  de  prendre  h  assez  petite  pour  que  le 

dy 
terme  ^  h  surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  sui- 
vent; alors  y  sera  plus  grand  que    la    première  va* 
leur  y,  et  moindre  que  la  seconde  y'\  la  fonction  pro^ 
posée  ne  sera  par  conséquent  ni  un.  maximum  ni  un 

dy 
minimum  tant  que  —  ne  sera  pas  nul  {*).  Mais  si  on 

atoit  -rf^  =  o  y  conune  il  viendroit  alors 

QX 

.      d*y        h^  dV        Jt^       . 

^=-y+--d^-T:i — dirT:rT+**^- 

ày        fc*       .     dV        fc' 

y  =y-4 — T^ —  "1 — 5 — 3 --  +  etc. 

^       -^^   dx»        i.a    ^  dx^      i.a.3  ^ 

on  auroit  en  même  temps  ^-^^y  ^Y^iy'  t  tonsquela 

dV 
valeur  du  coefficient  -3-^  seroit  positive  ,   on    biea 

y^  ,y  et  y>y  lorsque  cette  valeur  seroit  négatÎTe: 
le  premier  cas  donneroit  y  minimum ,  et  le  second  y 
maximum.    Nous  conclurons  de  là,  que  pourtrcuvetp 


^/^^^-^mmm^mmt 


(*)  Si  Ton  élevoit  qaalqae  donte  mr  ettte  âssertfdii  9  U  nilfirolf ,. 
pour  en  rcconnoître  l'exactfttid* ,  d'ohservêr  qn^uie  »ért«  àê  1»  foroM 

peut  s'écrire  ainil 

,  et  qae  la   partie 

JïA+CA»-f/>A»+etc. 

«(oi  a'anéantit  lorsque  A=o  ,  peut  par  conséquent  devenir  moindre 
que  la  quantité  ji  dont  la  Tatenr  est  indépen4tiite  de  oeUe  de  A  et 
constante» 
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quand  une  fonction  y  doit  atteindre  son  maximum  ou 

son  minimum  »  car  Tun  et  l'autre  sont  donnés  par  la 

même  équation ,  il  faut  chercher  l'expression  du  pre^ 

dy 
mier  coefficient  différentiel  ~  et  Fégaler  à  zéro. 

Dans Tezemple  y:==b  —  (*  —  a)*,  rapporté  ci-des* 

dy      • 
sus ,  on  a  -r^  r=  —  ^{x  —  a) ,  et  en  l'égalant  à  zéro , 

QX 

on  trouve  x:=ia.  Pour  savoir  maintenant  si  cette  valeur 

répond  à  uji  maximum  ou  à  un  minimum ,  on  cherchera 

.       d*y 
ce  que  devient  -j-^  >  et  comme  il  se  réduit  à  —  a ,  quan  • 

QX 

thé  négative ,  il  s'ensuit  que  la  supposition  de  x  =  a 

donne  le  maximum. 

En  traitant  de  même  la  fonction 

y  =  b  +  ix  —  ay, 

d»y 
on  auroit  encore  trouvé  x  =  a ,  mais   -  \  seroit  devenu 

d** 

positif  ;  c'est  donc  le  minimum  qui  a  lieu  dans  ce  cas. 

49.  De  ce  qu'on  doit  avoir  ~-  =0,  dans  le  cas  du 

maximum  ou  du  mimmun ,  il  n'en  faut  pas  conclure  que 
l'un  on  Vautre  ont  nécessairement  lieu  toutes  les  fois  que 
cette  condition  est  remplie.  En  effet ,  si  la  valeur  de  4r» 

d  V  d'  V 

qui  rend  -3^—  nul,  faisoit  évanouir  en  même  temps  -r-^. 

d^y 

sans que-j-»^ disparût,  comme  on  trouveroit  dans  cette 

Q.X 

circonstance 

—  d^jr       h^  fà^y        h^ 

'''     ^      dar*    1.3.3  +d**   l'a. 3. 4  ~®^^ 

d'y      A^       ,   dV        A* 

J'=-y+d^TX3-+d^7X3T  +  *^^' 
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d'y       A' 

et  que  le  terme      -^    —  pourroit ,  au  moyen  d*nne 

d  X     1 .  s .  3 

Talenr  convenable  de  h ,  surpasser  la  somme  de  tons  ceux 

qui  le  suivent»  il  n*y  auroit  plus  entre  les  trois  quantités 

êV  tV >y  >  ^^  subordination  qui  convient  au  maximum 

on  au  minimum  :  la  moyenne  seroit  plus  grande  qua 

Tune  des  extrêmes  et  moindre  que  Tautre. 

d'y 
Mais  si  on  avoit  aussi  -y^  =o ,  il  viendroit 

,    d-'y        h*' 
.v^v-4- — —  ,  ^  etc. 

'•^      ^^  àx*   i.a.3.4 

les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum  seroient  en* 

d*y 
cbre  remplies ,  et  on  reconnoitroit  an  signe  de   ,  *^  ,  le* 

quel  des  deux  devroit  avoir  lieu. 

Sans  qu*il  soit  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  consi- 
dérations,  on  verra  qu*en  général  il  ne  peut  y  avoir  de 
maximum  ou  de  minimum,  que  quand  le  premier  des 
coefficiens  différentiels  qui  ne  s'évanouissent  pas,  est 
d*un  ordre  pair>  et  que  ce  coefficient  doit  être  négatif» 
lors  du  maximum,  et  positif  lors  du  minimum. 

Comme  nous  devons  revenir  sur  ce  sujet  à  roccasvon 
de  la  thôorie  des  courbes,  nous  ne  donnerons  pour  le 
moment  que  quelques  applications. 

5o.  Supposons  d*abord  qu*il  s'agisse  de  partager  une 
quantité  a  en  deux  parties,  de  manière  que  le  produit  de 
la  puissance  m  de  la  première,  par  la  puissance  n  de  la 
seconde,  soit  le  plus  grand  de  tous  les  produits  sembla-' 
blés  qu'on  pourroit  former. 
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Soit  X  une  des  parties  de  a ,  Vautre  sera  a  —  x,  et  le 
produit  dont  on  cherche  le  maximum  étant  représenté 
par^  y  on  aura  y=**(a  —  x)",  d'où  on  tirera 

^  =  m*"~"  (a  — *)«  — Kx^Ca — x)"""* 
dx 

=  Cîn4ï  — mx — njpjx'""'  (a  —  x)«""'; 

et  en  égalant  à  zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat» 

on  trouvera 

ma 
X  ^        '       ,  X  :=  G ,  X  =  a. 

La  première  de  ces  valeurs  répond  à  un  maximum ,  cai 

lorsqu'on  la  substitue  dans   l'expression  générale   de 

d"v 

^  ^  elle  donne  la  quantité  négative 
dx* 


les  deux  autres  répondront  à  des  minima,  lorsque  m  etn 
seront  pairs ,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  Texamen 
des  coefEciens  différentiels»  ou  plus  simplement  encore ,' 
en  faisant  x  =  ±:fcetx  =  a±:A.  On  trouvera  toujours 
un  résultat  positif  dans  l'un  et  Tautre  cas,  quel  que  soit 
le  signe  qu'on  donne  à  A  ;  ce  qui  prouve  que  la  fonction 
proposée  après  avoir  décru  jusqu'à  devenir  nulle ,  ne 
passe  point  au  négatif^  mais  quelle  recommence  à 
croître. 

5i.  Considérons  encore  la  fonction  que  y  désigne 
dans  Icquation 

y*  — amxjr  +  «•  — a*  =  o> 
dont  la  différentielle  est 

(^— m*)dy— (mjr-*x)dx=o  (3«)> 
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aons  aurons 

à  y my^-^T 

îi         y,^mx  * 
d*où  nous  tirerons 

Pour  obtenir  la  valeur  de  x»  il  faudra  combiner  cette 
dernière  équation  avec  la  proposée  ;  on  aura  par  ceaioyea 

X  ^*  .  o 

m  mr 


d*où  il  résulte 


ma  a 


V^i — m»  1^1  — m» 

Il  reste  à  examiner  ce  que   devient  le  coefficient 

d*y 
,^  .  La  différentielle  seconde  de  Téquation  proposée 

donne  la  suivante  » 

/  N  «l'y   .    d/*  dy  . 

que  la  supposition  de  -r^  =  o  réduit  à 

d'y 

€t  d'où  on  tire 

d*y   _       ~m 
djc"  x(i— m*)' 

en  mettant  pour  j^  sa  valeur.   Il  faut  encore  substituer 
celle  de  x;  en  le  faisant  on  trouve 

d*y  1 

ce  résultat  étant  négatif  montre  que   la  valeur  de  y, 
-trouvée  ci- dessus,  est  un  meurs 


B^  CALCUL   DIFF3ÈRENTIEL,         63 


Des  valeurs  que  prennent  dans  certains  cas  les  coefficiens 
différentiels  i  et  des  expressions  qui  deviennent  |. 

02»  Sî  on  cherchoit  le  maximum  oa  le  minimum  de 

la  fonction  ay  =  \/a^x^—x\  par  exemple,  on  en  dé- 

dy      a^x — ax^ 
duiroit  a  j~= — ir=r:i  »  et  en  faisant  a?=  o  ,  il 

Tiendroito^=-.  Cependant  avec  un  peu  d'attention 
on  verra  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la 

fraction  —  —  ne  8*évanoai$sent  en  même  temps 

que  parce  qu'iU  sont  affectés  du  facteur  commun  x.  Si  on 

d  y       a*  —  2  X* 
les  en  délivre,  on  trouvera  a  -~=^ — —  y  et  par 

conséquent  -r^  =  dr  i ,  lorsque  *  =  o. 

En  général  si  on  fait  x=:a  dans  une  expression  de 

la  forme  *~; -^ — ,  elle  deviendra  -  ;  néanmoins 

Ç  (  *  —  a)n  o 

sa  vraie  valeur  doit  être  ou  nulle,  ou  finie,  ou  infinie, 

selon  qu*on  aura  mj>n,m  =  n,m<lrt;  car  en  effaçant 

les  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénomina- 

teur,  on  trouvera  «    '      ^ dans  le  premier  cas  , 

P  P 

-^  dans  le  second,  et  rrr r dans  le  troisième  , 

bien  entendu  que  les  quantités  P  et  Q  ne  deviendront  ni 
nulles  ni  infinies  par  la  supposition  de  xz=:a. 
Lors  donc  qu'une  expression  quelconque  se  présente 
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sous  la  forme  |  »  il  faut ,  pour  connoitre  sa  vraie  sîgnUi' 
cation  »  la  dégager  des  facteurs  qui  sont  communs  à  son 
numérateur  et  à  son  dénominateur  (,Alg.  soq  ).  La  diffe* 
rcntiation  va  nous  en  fournir  le  moyen. 

La  différentielle  de  Pexpression  P  {x — a) > dans  la- 
quelle P  désigne  une  fonction  quelconque  de  x,  mais 
indépendante  du  facteur .r— a,  étant 

(jc— a)dP+Pdx 

ne  s'évanouit  plus  lorsque  x=  a. 

Si  l'on  diiférentioit  deux  fois  la  fonction  P  (x-^n)*! 
on  trouveroit 

{x—aydP+a{x—a)Pàx 

(jc_a)»d»P  +  4(x— a)dPdjc+  i.aPdx*; 

et  comme  P  ne  contient  pas  x-^a^  la  différentielle  se^ 
conde  se  réduiroit  à  son  dernier  terme.  En  poursuivant 
ainsi ,  il  est  facile  de  se  convaincre  que  toutes  les  differen- 
tieiles  d'une  expression  de  la  forme  P  (x —  a)"*  jasqaa 
celle  de  l'ordre  m  —  i  inclusivement ,  s'évanouissent  dans 
la  supposition  de  x  =  a ,  lorsque  m  est  un  nombre  entier, 
et  qu'alors  la  différentielle  de  l'ordre  m  se  réduit  à 
i.2...mPdx^:le  facteur  ( x  —  a )"  disparoît  donc i 
dans  cette  hypothèse ,  après  m  différentiations. 

Il  n'est  pas  nécessaire  qu'on  connoisse  l'exposant  m , 
ni  même  que  le  facteur  (x —  a)*"  soit  en  évidence ,  pour 
savoir  quand  l'expression  P  (  x  —  a  )*"  en  est  délivrée  ;  il 
suffît  de  s'assurer ,  après  chaque  diOerentiation,  si  le  ré- 
sultat obtenu  s'évanouit  ou  non ,  lorsqu'on  met  a  à  la 
place  de  x  ;  dans  le  dernier  cas  l'opération  est  finie ,  et 
ce  qu'on  a  trouvé  représente  la  quantité  i .  a. . .  m  P  dx*". 
Soit ,  pour  exemple,  la  fonction  x^  — ax*  —  a^x  +  a^^ 
qni  s'évanouit  parla  supposition  de  x=  a;  sa  différen- 
tielle première  s'évanouit  aussi  dans  cette  hypothèse, 

mais 
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luald  non  pas  da  diiférentielle  seconde  ,.qui  est 

(6x — 2a)  dx^.  La  voilà  donc  délivrée  du  facteur 

(or — a);  et  puisqu'il  a  fallu  pour  cela  deux  difFeren* 

tiations  ,  on  en  doit  conclure  qu'elle  est  de   la  forme' 

P{x — a)*,  ce  qui  est  d'ailleurs  aisé  à  vérifier,  car  on 

trouvera 

x^-^^ax*^  —  a'  07+  a^  =  (jr  +  a)  (x — a)*. 

En  appliquant  ce  qui  précède  à  la  fraction 

P  (x  —'  ay* 

-rr-z ,  on  verra  qu  en  différentiant,  plusieurs 

()(x  — a)«  '  ^  '^ 

fois  de  suite ,  son  numérateur  et  son  dénominateur ,  iU 
seront  délivrés  à-Ia-fois  du  factei^( or ^a),  si  m  =  n. 
Si  c'est  le  numérateur  qui  donne  le  premier  un  résultat 
qui  ne  s'évanouisse  pas ,  ce  sera  une  preuve  que  le  fac- 
teur (jp— a)  s'y  trouve  élevé  à  une  puissance  moindre 
que  dans  le  dénominateur,  et  par  conséquent  la  frac- 
tion proposée  sera  infinie  ;  si  c'est  au  contraire  le  dénomi- 
nateur, la  fraction  proposée  sera  nulle.  On  peut  donc 
énoncer  la  règle  suivante  :  Pour  obtenir  la  vraie  valeur 
d'une  fonction  qui  devient  ~  lorsqu'on  donne  à  x  une  va-* 
leur  particulière ,  il  faut  differentier  son  numérateur  et 
son  dénominateur ,  jusquà  ce  qu'on  trouve  pour  l'un  ou 
pour  l'autre  un  résultat  qui  ne  s^ évanouisse  pas  ;  lafonc^ 
tion  proposée  sera  infinie  dans  le  premier  cas ,  nulle  dans 
le  second,  et  elle  aura  une  valeur  finie ,  si  on  rencontre  en 
même  temps  deux  résultats  qui  ne  s'anéantissent  point. 
Quelques  exemples  éclairciront  suffisamment  ceci. 

53.  i".  La  formule qui  exprime  la  somme  des 

71  premiers  termes,  de  la  progression  par  quotiens 
TT  1  :  jc  :  X*  :a:^  :  etc.  devient  ?  quand  *  ==  i  ;  cependant 
cette  somme  dans  la  progression  H  i  :  i  :  i  •'  i  ,  etc.  à 
Cale,  dijf\  E 
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laquelle  on  est  conduit  alors  |  a  une  valeur  déterminée 
et  égale  à  n  ,  que  la  règle  précédente  ya  nous  donner 
aussi.'  En  effet,  après  avoir  diiFérentié  le  numérateur  et 

le  dénominateur  de  Texpression on  trouve 

X  —  1 

nx"*""  '  •  d  4F 

-^-^-= y  et  en  écrivant  i  au  lieu  dex,  il  vient  ix. 

dx 

...    ax* — !iacx+  ac^      ,       , 

a**.  La  vraie  valeur  de  -=-— : r ■ ,    ^  ■»  dans  le 

bx^'^^tkbcx  +  oc* 

cas  où  JF  =  c  ne  peut  s'obtenir  qu'après  deux  différen- 
tiationSy  car  la  première  donne  -7 7—  ,  résultat  qui 

devient  encore  -  ;  mais  en  le  diiFérentiant  on  trouve  7. 

0  6 

Z^.  Cherchons  encore  la  valeur  de  la  fraction 

x^  —  a4f*  —  a*a:  +  a^ 

lorsque  x  =  a;  nous  trouverons  j  après  avoir  diffé- 
rentié  une  fois  le  numéifateur  et  le  dénominateur  »  que 
le  premier  seul  devient  encore  nul  quand  On  met  a  an 
lieu  de  x\  ce  qui  nous  apprend  que  la  vraie  valeur  de  . 
la  fonction  proposée  est  nulle.  Le  contraire  auroit  eu 
lieu  pour  la  fonction 


c* — 2  a^  a:  +  2  a  a:'  —  «*' 


4®.  Quoiqn*on  ne  voie  pas  tout  de  suite  comment  il 

est  possible  de  donner  la  forme  —p^z r-  à  la  fonc- 

Ç(x— a)» 

a'-^b*      .  ,    .       o , 
tîon  transcendante qui  devient  -,  lorsque  x=o, 

on  peut  néanmoins  y  appliquer  la  règle^  et  aprèis  avoir 
différentié  son  numérateur  et  son  dénominateur,  on 
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trouve  a*I  a — M  i  :  en  mettant  o  pour  x^  on  a  la — Ib^ 
pour  la  vraie  valeur  cherchée. 

Ce  résultat  s'obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux 
fonctions  a'  et  ^  leurs  développemens  (  a4>  ^5  )>  car 
il  vient 

^-=^=(lB-lft)+{(la)«-(lft>}-4-  +  etc. 

et  la  supposition  de  x=o  réduit  le  second  membre  de 
cette  équation  à  son  premier  terme  :  en  suivant  Topéra- 
tion  >  on  remarquera  qu'il  y  a  un  facteur  x  qui  disparoît 
par  la  division. 

ea   T     !>              I— sîn*+cosa:  /-i  •    ^    o 

o^.  La  fonction : se  redmt  a  — 

8ia«-if*C08X— 1  o 

lorsque  lare  x=^iH  ;  mais  en  loi  appliquant  la  règle,  on 
trouve  que  sa  vraie  valeur  est  alors  t. 
6*^.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  fonctions  . 

a— a;  —  aXa+alx  oc* — x 

^  et 


la  première  devient  |  lorsque  j?  =  €i,  et  la  seconde 
lorsque  x=  i  :  leurs  vraies  valeurs  sont  respective- 
ment —  I  et  — 2. 

Si.  La  règle  du  n^.  5^  ne  seroit  pas  applicable  an  cas 
où  les  facteurs  qui  s'évanouissent  seroientélevésa  despuis- 
sances fractionnaires  ;  car  les  differentiations  successives 
ne  retranchant  que  des  unités ,  de  l'exposant  m  du  facteur 
X — a,  ne  peuvent  épuiser  cet  exposant  lorsqu'il  est  frac- 
tionnaire  :  seulement  il  devient  négatif  quand  le  nombre 
des  differentiations  surpasse  l'entier  qui  s'y  trouvoit  con- 

tenu  (  i3).   Si  on  avoit  par  exemple  ^ ^,  quoi- 

(x-ay 
que  la  vraie  valeur  de  cette  fraction,  lorsque  x^a, 

.*E  a 
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->'ft    ^':'/,  0-.  r.'y  pcr.îe-ifr-;t  :amî:5  par  !a  dlîFsrii- 
LàM/^  :  en  troLV£K..t  f l ce e-:l 'récent 

5x(r*— o')' 
î      » 

— i ^~p ,  etc. 

Le  premier  de  ceâ  rerclut!  devient  encore  4  ,  quand  ca 
fclt  x=:c;  et  la  même  suDDo-\::^r.  rend  infi-.ii  le-  nu- 
raèraîeur?  et  Ie«  déndciiateorï  de  chacun  ce?  suiTac*. 
Sî  en  fait  d:*paroitrc  les  expo>an«  nezatif? ,  en  pai^ant  an 
dénominateur  ceux  qui  se  troovr-nt  dan:  le  numérateur  » 
et  %îce  versa  ,  le«  expre^on«  noDve'Ies  qui  naitroat  de 
ce  chanzemert  «e  réduiront  tonte*  a  \. 

55.  Cette  dilncultr  tient  à  ce  qae  la  difFèrentielle 
r.'une  fonction  de  x  ne  peut  être  de  la  fortie  pd  r,  dans 
le  ca»  ou  une  valeur  psxticoliere  de  x,  fait  di*paroitre 
une  irratlotinalite  daxu  cette  fonction. 


Si  Toi  avnît;  =6-1-1'^ j: — a  p2r  excmpîe,  et  qu'on 
voulut ,  lorsque  x=a ,  trouver  la  valeur  consécutive  à  y» 
il  faudroit  mettre  a-f-d'  >  au  heu  de  x;  il  viendroît 

v-hdy  =  A-i-V'di 

-  ^      -         I 

et  !a  dilFcrentielIe  «eroit    d v=V  d x z=zàx^ \ 
l'irratioualitè  affecte  dans  ce  cas  l'accroiésement  qui, 
en  général ,  s'en  trouve  dégagé. 

dy    dx*  1 

Le  coefficient  diJTcrectîel  devenant    -t"=-i; — = r 

cx     dx      j    i 

a  dans  cette  circonstance  une  valeur  infinie  ;  ain.^i  ce 
coefficient  n'est  plu  rasceptible  de  limite.  Dans  la  suite  j 
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la  considération  des  courbes  éclaircira   encore  mieux 
cette  espèce  de  paradoxe. 

66.  Voici  un  procédé  général  exempt  de  toute  diffi- 
culté, qui  comprend  la  règle  du  n^  5a,  et  que  je  n'ai 
présenté  le  dernier  que  parce  qu'il  m*a  semblé  que  les 
considérations  du  n^.  cité  pouvoient  jeter  un  grand  jour 

sur  l'objet  qui  nous  occupe. 

X 

Soit  y7  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénomi- 

nateur  s* évanouissent  tous  deux  quand  x  =  a  ;  en  subs- 
tituant a  +  A ,  au  lieu  de  x,  les  fonctions  X  et  X  se  dé- 
velopperont suivant  des  séries  de  la  forme 

Ah'  +  Bh^  +  etc.  A' h'"  +  Bh^'  +  etc. 

et  ascendantes,  c*est-à-djre|  dans  lesquelles  les  expO* 
sans  «,  i8,  etc.  iront  en  croissant  et  seront  positifs ,  puis- 
que ces  sériés  doivent  devenir  nulles  dans  Thypothèse 
de  A=o ,  qui  répond  à  celle  de  x=a  :  on  aura  donc 

Ah'  +  Bh'+  etc. 

A'  h*'  +  B'  M'  +  etc. 

au  lien  de  la  fraction  proposée.  Si  dans  ce  résultat  on 

suppose  en  effet  A  =o,  on  doit  retomber  sur  la  valeur 

X 

que  reçoit  la  fonction  -=^  ,  lorsqu'on  change  x  en  a  ;  et 

quoiqu'il  semble  d'abord  se  réduire  à  |,  on  va  voir  cepen- 
dant qu'il  a  toujours  une  valeur  déterminée. 

En  distinguant  les  trois  cas  «>«',  «=•'  et  «<C*'i  °oo3 
pourrons,  dans  les  deux  premiers ,  écrire  ainsi  qu'il  suit 
l'expression  précédente  : 

Ah'-*' +  Bh^-'^  + etc. 
A'  +  Bh^'-*'  +  etc. 
Sous  cette  forme  il  est  aisé  d'appercevoir  que  tant  que 
«   surpasse  a  ,  la  supposition  de  A  =  o  rend  la  frac- 

E3 
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tion  nulle^  et  qu'elle  se  rédait  à -^  lorsqu'on  a   k=«^ 

Dans  le  troisième  cas ,  au  contraire  >  où  «  est  <C^^'  ^ 

on  a 

i4  +  Bfc^~^+etc. 

et  ce  résultat  devient  inSni  par  la  supposition  de 
h-=^o.  Dans  tous  ces  cas ,  la  vraie  valeur  qu*on  cherche 
ne  dépend  que  du  premier  terme  de  chaque  série. 

La  règle  suivante  s'étend  à  toutes  les  fonctions  qui 
peuvent  se  présenter  sous  la  forme  indéterminée  ^  :  chef'' 
chez  le  premier  terme  de  chacune  des  séries  ascendantea 
qui  expriment  le  développement  du  numérateur  et  du  dé^ 
nominateur ,  lorsque  x  =  a  4-  h  ;  réduisez  à  sa  plus  sim- 
ple expression  la  nouvelle  fraction  formée  de  ces  premiers 
termes ,  et  faites  ensuite  hz=:  o:  les  résultats  que  vous 
obtiendrez  seront  les  différentes  valeurs  que  prend  la 
fraction  proposée  lorsqu'on  fait  x  =  a. 

Cette  règle  paroitra  quelquefois  plus  commode  que  le 
procédé  de  ladifférentiation,  dans  le  cas  où  il  peut  s'em- 
ployer. Ce  n'est»  par  exemple,  qu'après  avoir  diffè- 
re ntié  quatre  fois  de  suite  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  la  fraction 

x^ — 4ax^  +  j  a^x  —  3ra'  — aa*  k  aax  — 

qu'on  parvient  à  en  trouver  la  vraie  valeur  dans  le  cas 
où  jr  ==  a. 
En  écrivant  a^h  au  lieu  de  x ,  comme  le  prescrit  la 

règle ,  il  vient 

^2a^+2a*fc — ah^  +  h^  —  2a*V  o*  +  aaA   . 


a» 


m.9 


—  2a*  +  fc*  +  aaV/«*  — /i' 


DB  CAIiCUL  DIFFÉRENTIEL.      71 
réduisant  en  Aérie  les  deux  quantités  radicales  >  on  aura 

h^ M 

2a      8  a' 


V/a*  +  iia/i  =  a  +  /i-— +;^-g^+etc, 
V/aa_fc»  ^a  — —  — 5— j  — etc. 


La  substitution  de  ces  deux  suites  dans  la  fraction  pté- 
cédeote  donnera  —  5  a  pour  la  vraie  valeur  cherchée. 

Dans  les  cas  où  la  valeur  particulière  de  x  fait  dispa- 
roître  quelques  radicaux  >  et  qui,  par-là ,  échappent  à  Ui 
règle  du  n°.  6!i ,  il  faut  nécessairement  avoir  recours  à 
celle  dont  nous  venons  de  faire  usage.  La  fraction 

(x*— a*)» 

■^ j  dont  on  ne  peut  obtenir  la  valeur  par  la  dif- 

(x  —  a)' 
férentiation  lorsque  :ir  =  a  (  54  )  i  donne 

^7     ^    =(2a  +  fc)- 
h- 

en  changeant  x  en  a  +  '^  >  ®t  faisant  &  =  o»  on  obtient 

l 
la  vraie  valeur  (2  a )s 

57.  Une  fonction  peut  encore  se  présenter  sous  plii<- 
sieurs  formes  indéterminées,  différentes  ea  apparence 
de  Zi  mais  qui  y  dans  le  fond  ^reviennent  an  même-,  et 
qu'il  est  bon  de  connoitre. 

i**.  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 

X 

-^  peuvent  devenir  inCnis  en  même  temps  *,  mais  cette 

t 
fraction  étant  écrite  ainsi  :  —        ,  se  réduit  à  |  lorsque 

X  et  X'  sont  infinis* 

E4 
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21^.  Il  peut  arriver  qu*on  rencontre  un  produit  composé 
de  deux  facteurs ,  l'un  inGni  et  Tautre  nul  :  soit  P  Q  co 
produit  ;  si  la  supposition  de  x  =  a  donne  P  ==  o  ^ 

Ç=  -,  on  fera  Ç  =  -g-,  et  Jl  sera  une  quantité  nulle 

dans  la  même  hypothèse  ;  il  viendra  donc 


(*)  Le  procédé  da  n**.  56  présente  quelques  difficultés  lorsqu'il 

s*agft  de  l'appliquer  à  des  coefficiens  différentiels  donnés  par  me 

équation  dans  laquelle  les  variables  jt  et  ^  se  trouvent  ^lées.  il 

faut  avoir  recours  à  des  moyens  particuliers  pour  tirer  de  l'équation 

primitive  proposée  ,  une  valeur  de^  développée  et  ordonnée  suivant 

les  puissances  de  A.  (  f^oyei  le  Traité  du  Cale.  diff.  et  du  Cale.  int.  ) 

Cependant  quand  cette  équaUon  est  délivrée  de  radicaux ,  on  peut 

dy 
parvenir  à  la  vraie  valeur  de  -p-  par  les  considérations  indiquées 

dans  la  note  de  la  page  4<* 

En  effet,  l'équation  ilf+A^f  =  o  donnant p=— rr=-  conduit  à 

P:k|,  lorsque  les  quantités  M  et  AT  s'évanouissent  en  même  temps; 
mais  dans  ce  cas  le  développement  complet  d'où  cette  équaUon  est 
tirée, 

se  réduit  k 

PA*  +  g4rA»  +  /îo»A*+5A»+etc.=o, 
devient  divisible  par  A*  ;  puis  passant  ans  limites  en  faisant  A=o , 
et  changeant  «r  en  ^,  on  obtient 

on  trouve  donc  dans  ce  cas  deux  valeurs  de  p. 

Si  les  valeurs  de  «  et  de  y ,  qui  font  disparoitre  les  quantités  M 
et  N ,  anéantissoient  aussi  les  quantités  P ,  Q  et  /{ ,  il  fiaudroit  re- 
courir aux  termes  où  l'accroissement  A  monte  au  troisième  degré  , 
pour  obtenir  p  qui  auroit  alors  trois  valeurs.  On  verra  dans  la  suUe 
comment  les  quantités  P,  Qy  R  t  etc.  qu'on  peut  calculer  â  priori^ 
en  effectuant  la  substitution  indiquée  dans  la  note  de  la  page  4 1 ,  se 
forment  aussi  par  des  différentlatlons. 
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« 

58*  Si  OD  demandoit  la  valeur  que  reçoit  la  fonction 

—  quand  x  est  înGni,  on  »  ce  qui  est  la  même  chose ,  la 

limite  de  cette  fonction»  on  ne  pourroit  y  parvenir  par 
aucun  des  procédés  dont  nous  avons  fait  usage  jusqu'à 
présent  »  à  cause  de  Timpossibilité  de  réduire  I  x  en 
série»  et  il  faudroit  recourir  aux  considérations  particu- 
lières à  la  nature  de  la  fonction  proposée  Ix.  On 
a  c^'=x,  et  les  n^.  a4  «^  ^5  donnent 

Ix       {\xY         (\xY 
I  1 .22  1  .a.d 

.    ni*    ,  nH\xY      nH\xY  . 
et  Jt'»  =  1  H h     ^         +     ^     1  +  etc. 

1  1.2  1.2.3 

d'où  j*on  conclura 

Ix  \x 


1  1.2  i.2.0 
1 

•r-+n+ +  -l-J-  +  ctc. 

\x ,  i.a        i.a.5 

quantité  qui  tend  à  devenir  nulle  à  mesure  que  x  aug- 
mente ,  au  moins  tant  que  n  n'est  pas  d*une  petitesse  com- 
parable à  celle  de .—  (  5y  ). 

5g.  Une  équation  V=o ,  qui  a  des  racines  égales , 
est  nécess^rement  de  la  forme 

F'  =  P(x— a)»=o, 
le  facteur  P  contenant  les  racines  inégales  ;  et  il  suit  de 

ce  qui  a  été  dit  n®.  62  ,  que  tous  les  coeiEciens  diOeren- 

âV     d*  r    .          ,  d"-'  V 
tiels  -T —  ,   -T— 7-«  jusqu'à inclusivement,  s'éva- 
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nouiront  par  la  supposition  de  x=a,  parce  qu'ils  ren- 
fermeront le  facteur  x-— a  qui  sera  élevé  à  la  puis- 
sance n—  1  dans  le  premier ,  à  la  puissance  n  *—  a  dans 
le  second»  et  ainsi  de  suite.  Les  équations 

dK        .    dT  d»-"r 

do:  dx*  dx»    ' 

auront  donc  lieu  en  même  temps  ;  et  si  on  cherche  la 
diviseur  con^mun  entre  la  première  et  la  seconde  »  qui 
sont  respectivem^ent 

X[x — o)'»=o,--j — (jî-^a)»+nX(*  — a)"""*  =0, 

Cl   M' 

il  est  visible  qu*on  doit  trouver  (x  — a)"""'. 

,     ,        ,       dV 
On  reconaoitra  sans  peine  que  les  équations  7—= o, 

clx 

d*  F 
-   ^  =  o  etc.  sont  précisément  celles  que  Ton  a  dési- 

QX 

gnées  par(id),(B)9  etc.  dans  le  n^fiio>de8  Elémens 
d'Algèbre. 

Ces  considérations  s'appliqueront  aisément  an  cas 
où  la  proposée  renfermera  plusieurs  espèces  de  racines 
égales,  c'est-à-dire,  sera  de  la  forme 

X(x  — a)''(x— iy  =  o; 
car  en  différentiant  le  premier  membre  suivant  la  règle 
du  n^.  1 1 ,  on  trouvera 

QX  r 

+  pX{x  —  ay{x—b)P-'  5 
quantité  qui  s'évanouit  aussi  lorsqu'on  fait  x  =  a 
ou  X  =  6 ,  et  doht  le  diviseur  commun  avec  le  premier 
membre  de  Téquation  proposée  est  évidemment 

(x — a)»-*  (x — 6y-*, 
On  peut  opérer  de  même  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  (x — û)»,  {x — ^^^(x—  c )7 ,  etc.  et  on  trou- 
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Tera  toujours  que  le  diviseur  commun  entre  les  équa^ 

àV  .  .  . 

tions  V=zo ,    3—  =0  ,  chit  contenir  des  racines  égales 

ox 

élevées  chacune  à  une  puissance  moindre  d'une  unité , 

que  dans  la  proposée  Vz=z  o. 

Application  du  Calcul  différentiel  à  la  théorie  des 

courbes. 

6o*  Cest  par  des  recherches  relatives  aux  lignes 
courbes  »  qae  les  Géomètres  sont  parvenus  au  Calcul  dif- 
férentiel ,  qu'on  a  présenté  depuis  sous  des  points  de  vue 
très-variés  ;  mais  quelle  que  soit  lorigine  que  l'on  donne  à 
ce  Calcul ,  il  reposera  toujours  immédiatement  but  un  fait 
analytique  préexistant  à  toute  hypothèse,  comme  la  chute 
des  corps  graves  vers  la  surface  de  la  terre ,  préexiste 
à  toutes  les  explications  qu'on  en  a  données  :  et  ce  fait 
est  précisément  la  propriété  dont  jouissent  toutes  les 
fonctions  d'admettre  une  limite  dans  le  rapport  que 
leurs  accroissemens  ont  avec  ceux  delà  variable  dont  elles 
dépendent.  Cette  limite ,  différente  pour  chaque  fonc- 
tion ,  mais  constamment  la  m6me  pour  une  même  fonc- 
tion, et  toujours  indépendante  des  valeurs  absolues 
des  accroissemena,  caractérise  d'une  manière  qui  lui  est 
propre  la  marche  de  cette  fonction  dans  les  divers  états 
par  lesquels  elle  peut  passer.  En  effet»  plus  les  ac- 
cioissemens  de  la  variable  indépendante  sont  petits, 
plus  les  valeurs  successives  de  la  fonction  sont  resserrées, 
plus  enfin  cette  fonction  approche  d'être  soumise  à  la 
loi  de  continuité  dans  ses  changemens,  et  plus  le  rap- 
port de  ces  changemens  à  ceux  de  la  variable  indépen-* 
dante  approche  d'être  égal  à  la  limite  assignée  par  le 
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calcul.  Par  la  loi  de  continuité  on  doit  entendre  celle 
cpi  s^observe  dans  la  description  des  lignes  par  le  mou- 
vement 9  et  d*après  laquelle  les  points  consécutifs  d*une 
même  ligne  se  succèdent  sans  aucun  intervalle.  La  ma- 
nière d^envisager  les  grandeurs  dans  le  calcul ,  ne  paroit 
pas  admettre  cette  loi,  puisqu*on  suppose  toujours  nn 
intervalle  entre  deux  valeurs  consécutives  de  la  même 
quantité  ;  mais  plus  cet  intervalle  est  petit ,  plus  on  se 
rapproche  de  la  loi  de  continuité ,  à  laquelle  la  limite 
convient  parfaitement  ;  c*est  aussi  en  vertu  de  cette  loi 
de  continuitéqne  les  accroissemens  quoiqu'évanouissans, 
conservent  encore  le  rapport  dont  ils  se  sont  approchés 
par  degrés  avant  de  s'évanouir. 

Il  me  paroit  maintenant  très*évident  que  la  métaphy- 
sique précédente  renferme  l'explication  philosophique 
des  propriétés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  inté» 
gral ,  soit  par  rapport  aux  recherches  sur  les  courbes  , 
soit  par  rapport  à  celles  qui  concernent  le  mouvement. 
La  difficulté  des  unes  et  des  autres  ne  vient  que  de  ce 
qu'il  y  a  continuité  dans  les  changemens  des  lignes  ou 
dans  ceux  des  vitesses;  et  la  considération  des  limites 
(  ou  toute  autre  équivalente  ) ,  donne  le  moyen  d'éta* 
bfir  cette  continuité  dans  le  Calcul. 

61.  Les  considérations  géométriques  prouvent  d*une 
manière  bien  évidente  que  le  rapport  des  accroissemens 
dune  fonction  et  de  sa  variable  est  en  généraf  sus- 
ceptible de  limites. 

Toute  fonction  d*nne  seule  variable  peut  être  re- 
présentée  par  l'ordonnée  d*une  courbe  dont  cette  va- 
riable est  l'abscisse  (  Tr/^.  63)*}  et  le  rapport  de-  Tor- 
donnée  de  la  courbe  avec  sa  soutangente,  correspond  au 
coeiRcient  différentiel  de  la  fonction.  £n  effet ,  si  dans 
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«ne  courbe  qaelconque  CD ,  fg.  1  ,  on  mène  par  deux    FiG.  i< 
points  M  et  M^  une  sécante  MM'  prolongée  jusqu*à  ce 
qu'elle  rencontre  en  5,  l'axe  des  abscisses  A  B ,  qu'on  tire 
les  deux  ordonnées  PM,  F'Af ,  et  la  droite  MQ  parallèle 
à  AB ,   les  triangles  semblables  M' QM  et  MPS  mon- 

MQ        PM 

treront  que  les  rapports    ^et — =-r —  sont  toujours 

égaux.  Mais  si  Ton  conçoit  que  le  point  M'  se  rapproche 

sans  cesse  du  point  Af ,  le  point  S  se  rapprochera  aussi 

du  point  T  ;  la  ligne  P  S  tendra  donc  à  devenir  égale  à 

PM 
la  soutangenteP  T.  Le  rapport      ^     s'approchera    de 

PM 

même  du  rapport        ^qu*'l  aura  pour  limite ,  et  qui  sera 

par  conséquent  aussi  celle  du  rapport  des  accroisse- 
mens  M  Q  et  M*  Qque  reçoivent  simultanément  l'abs- 
cisse AP  et  l'ordonnée  P  M. 

il  9uit  de-là  que  lorsque. la  fonction  que  représente 
l'ordonnée  sera  connue ,  son  coefficient  différentiel  don- 

neiti  1  expression  du  rapport  ,    et  que  réciproque- 

ment si  l'expression  de  ce  rapport  est  connue  d'ailleurs , 
elle  fournira  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction 
correspondante  à  Fordonnée  (*  ). 

(*)  Quoiqu'on  ne  pnisse  guère  révoquer  en  doute  que  deux  quan- 
tité* qui  sontia  limite  d'une  même  quantité  variable  soleniégales ,  on 
a  coutume  néanmoins  de  démontrer  cette  proposition  comme  il  suit. 

Soient  AB  I9»  deux  premières  quantités,  et  K  la  troisième;  si 
l'on  avoit  A^B-^D ,  et  que  F" fût  toujours  moindre  que  A ,  quelque 
près  qu'il  fut  de  cette  grandeur  ,  sa  différence  avec  B  surpasse- 
roit  D.  On  ne  peut  pas  dire  non  plus  que  F*  soit  compris  entre  AetBf 
car  il  diflPéreroit alors  de  B  onde  A  d'une  quantité  au  moins  égale 
à  yZ)  ;  ainsi  dans  tons  les  cas  ^'ne  pourroit  approcher  en^  même 
temps  aussi  près  qu'on  voudra  des  deux  qualités  A  ti  B  y  ce  qui 
est  contraire  k  la  définition  des  limites. 
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62.  Lorsque  Ton  doane  à  Tabsciâse  des  valeurs  suc^ 
cessives ,  les  ordonnées  qui  répondent  à  ces  valeurs ,  dé- 
terminent SOT  la  courbe  des  points  que  i*on  peut  re- 
garder comme  les  sommets  des  angles  d*un  polygone 
inscrit  à  cette  courbe. 

Si  Ton  prend ,  par  exemple ,  sur  l'axe  des  abscisses 
FIG.  1.    les  points  P,  F',  P^' 9  fig»  2i  distans   entr^eux  d'une 
même  quantité  h,  on  aura 

AP=:x,      AP'T=x  +  h,      AF'=zx  +  ah,  etc. 
qu'on  élève  les  ordonnées  correspondantes  PM,  P'M', 
P''M!\  et  que  l'on  joigne  les  points  Af ,  Af,  Af',   etc. 
par  des  cordes,  enfermera  le  polygone  MàTM',  etc. 
qui  différera  d'autant  moins  de  la  courbe  proposée  que 
les  points  Af ,  Af' ,  Af'^  etc.  se  rapprocheront,  mais  en 
même  temps  le  nombre   de  ses  côtés  augmentera  de 
plus  en  plus,  puisque  la  distance  PP'  sera  contenue  un 
nombre  de  fois  de  plus  en  plus  grand  dans  l'abscisse 
déterminée  AB.  La  courbe  CD-  sera  évidemment  la  li- 
mite  de  tous  ces  polygones ,  et  par  conséquent  les  pro- 
priétés qui  conviendront  à  cette  limite,  conviendront 
aussi  à  la  courbe  proposée  {*). 


(*)  Léibnitz  a tonjoan  envisagé  le  Calcal  différentiel  «ons  nn  point 
de  vae  à  peu  près  semblable. 

«  Sentio  autem  et  hanc  et  alias  (  metbodos  )  hactenns  adbibitas 
N  omnes  dednci  posse  ex  generali  quodam  meo  dimetieiidonim  cnrvi- 
n  llneoram  principio ,  ^uod  figura  curvilinea  unstnda  sit  mquipolUre 
1» polygone  infinitorum  laterum;  onde  seqnitor,  qaîcqaid  de  tali  po* 
»  lygono  demonstrari  potest ,  sive  ita ,  ut  nallns  habeator  ad  nu- 
it meram  laterum  respectus ,  sive  ita ,  ut  tanto  roagis  verificetur  , 
«quanto  major  sumitur  laterum  numéros ,  ita,  ut  error  tandem  fUt 
H  quovis  dato  minor  ;  id  de  ourva  posse  pronuntiari  • .  (  Acta  Erudi- 
wtorum  ann,  1684,  page  58^*  ) 

Il  est  évident  que  cette  métaphysique  est  aussi  très-laminense^etne 
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Cela  posé  9  si  Ton  mène  MQ  et  M!(^  parallèles  à 
Taxe  AB  ^  M'Q  sera  la  diCFérence  des  deux  ordonnées 
consécutives  PM  et  PM' ,  M"Q'  celle  des  ordonnées 
P'M'  et  F'M'.  Ea  prolongeant  la  droite  MM'  jus- 
qu'en  N'\  on  aura  leS  triangles  MM'Q,  MWQ',  qui 
donneront  ill'Q  =  iV'^Q';  d'où  il  suit  que 

M'N"=n"Q'—m''q; 

sera  la  différence  de  lignes  MQ  et  M''Q\ 

Le  calcul  différentiel  donne  l'expression  de  ces  di- 
verses droites  ;  car  on  a  successivement 

PM=  y 

^         dx    i       ûx*   i.a 

FAT— PM=iirÇ=4^fc  +4^^  + etc. 

^       àx  dx*    a      ' 

F'Af^— Fi»r=  itf'Q'rz:  -^  h  +  -ft-  —  +  etc. 

^        do:  dx»     s 

M'^Q^— i»rQ=M"iV"=  -^  /i»  +  etc. 

d'où  il  suit  que  si  l'on  prend  ft  3=dx  ,  la  valeur  de  MQ 
approchera  de  pins  en  plus  de  la  différentielle  pre« 
mièred^,  celle  de  Jlf^^iV'',  de  la  différentielle  seconde  d*^. 
En  considérant  un  quatrième  point  du  polygone,  on 
trouveroit  de  même  la  liçne  correspondante  à  la  diffé- 
rentielle trobième. 

63.  Les  lignes  PM,  AfQ,  M'N'\  ont  par  rapport 
au  Calcul  des  limites ,  une  subordination  marquée  par 

diffère  de  celle  que  no  as  préseDtoni  d-dcMus  que  parée  que  la  //- 
mite  y  est  désignée  comme  un  pol/gonc  d*Ua  nombre  infini  de  côtéi 
infiniment  petits.  ~  ' 
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les  exposans  dont  raccroissement  h  est  affecté  dans  leur 

premier  terme  «  exposant  qui  est  le  même  que  celui  de 

Tordre  de  la  différentielle  à  laquelle  ils  correspondent. 

On  voit  en  effet  que  le  rapport  de  Jlf  Qà  PM  diminue 

sans  cesse  et  finit  par  s'évanouir  lorsque  A=o ,  qu'il 

en  est  de  même  du  rapport  de  M^^N^'  à  MQ  ;  mais  que 

fil  Ton  comparoit  la  première  au  quarré  de  la  seconde» 

le  rapport  auroit  alors  une  limite  assignable  qui  seroit 

d*y        dy* 
le  rapport  de  -^  a -^  (*). 

64.  Les  considérations  du  n°.  61  «  font  connoitre  la 
position  de  la  tangente  ;  car  elles  donnent 

PM  _ày 

^^^'  *•       1      .      ,    «,^ .  1        »   1  PM 

et  le  tnangle  PMT  étant  rectangle  en  P ,  le  rapport  -^Tp, 

exprime  la  tangente  de  Tangle  PTM{  Trig.  ag.  ). 
On  tire  aussi  de  là 

PM  __y__  rdar 


PT=z 


ày  dy  ôy 


àx  àx 

ce  qui  donne  immédiatement  la  soutangente  P  T,  qu*on 

emploie  le  plus  ordinairement  pour  construire  la  tangente 

(  Trig.  146  ). 

Le  triangle  PM  T,  rectangle  en  T,  donne  la  tangente  ou 

MT=VpM+PT=y  j/i+'*^'  ' 


^y^ 


(*)  Ceci  foarnit  une  explication  bien  simple  des  différens  ordres 
d'infiniment  petits  qne  Léibnitz  admettoit  U  regardoit  la  diffé- 
rentielle première  comme  infiniment  petite  àVégard  del'ordonnie; 
la  différentielle  seconde  comme  infiniment  petite  à  l'égard  de  la 
différentielle  première,  et  ainsi  de  suite.  D'après  ce  principe  il  né- 
gVgeoit  les  unes  à  l'égurd  des  antres  ;  ce  qu'il  faut  foire  en  effet 
*  lorsque  l'on  vtat  passer  aux  limites. 

65. 
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65.  La  considération  des  triangles  semblables  PVLT 
et  Pilf A  (  Trig,  i48  }»  donne  la  sounormale ,  ou 

Le  triangle  PMR,  rectangle  «n  P,  donne  la  nor^ 
maie  on 

66.  Voici  maintenant  quelques  applications  des  for- 
mnles  trouvées  ci-dessus. 

Uéquation  générale  des  courbes  du  second  degré  étant 

y*=mx-}-nx*  (  Tfig.  144  )# 
on  a 

ày      m-^anx m-^inx 

et  on  tire  de  là 

P  y y  dx^^fl  (  mx-j" HX*) 

dy  m-j-2nx 

^^       vdy      m+^n* 

PR=  V^= 

dx  a 

Dans  le  cas  où  n=o,  la  courbe  devient  une  para- 
bole (  Trig.  110  ),  et  alors  on  a  seulement 

P  T=ax ,        TAf=  V^  ^ 

Pfl=  — ,  MRz:=:V^mx  +  im^ 

Cale,  diffs  ^ 
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On  déduiroit  de  ces  valeurs  »  les  résultats  et  les  con»* 
tructions  indiquées  dans  Tapplication  de  TAlgèbre  à  h 
Géométrie ,  pour  les  lignes  du  second  degré. 

Dans  la  courbe  représentée  par  Féquation 

on  a 

dy  ûy— X* 

dx       y^'-^ax  ' 
on  trouvera 

ay  —  X*  ay — x* 

valeur  qui  se  construira  facilement,  lorsqu'on  aura  assi- 
gné celle  de  x  et  déterminé  celle  de  jf  (  Trig.  j6  ). 

67.  D  est  souvent  plus  commode ,  et  sur-tout  plus 
élégant ,  de  considérer  la  tangente  et  la  normale  par 
leur  équation  (  Trig,  i44  )•  Po<i^  obtenir  celle  de  la 
première ,  nous  chercherons  en  général  les  relations  qui 
doivent  avoir  lieu  lorsque  deux  lignes  se  touchent.  Consi-* 
dérons  d'abord  ces  lignes  comme  ayant  deux  points  M 
..^  et  M^Jig.  1,  communs;  il  est  évident  que  leurs  équa- 
tions doivent  donner  les  mêmes  valeurs  de  l'ordonnée 
PiHT  et  de  la  différence  MQ^,  correspondantes  à  Pabs- 
cisse  i4  P  et  à  son  accroissement  P  P.  Si  donc  oh 
désigne  par  x\  y  les  coordonnées  particulières  au 
point  M  dans  la  courbe  proposée,  et  par  x ,  y ,  celles  des 
points  quelconques  de  la  ligne  qui  la  coupe  en  M  et 
en  AT,  on  aura  pour  c^  deux  points 

y^y''.  %  '•^  **''• =■&■'•+***=•(  ^^  )• 

La  seconde  équation  est  divisible  par  A,  et  lorsqu'on  th 
.  prend  la  limite  en  supposant  ^=1:0,   elle  se  réduit  à 
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mais  dans  cette  hypothèse  les  deux  points  d'intersection 
ae  réunissent  en  un  seul  qui  devient  un  point  de  contact 
pour  les  lignes  proposées  puisqu'elles  n*ont  plus  que  ce 
point  de  commun.  Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  lignes 
se  touchent ,  on  a,  pour  leur  point  de  contact  seulement 

dy       d/ 
^=^'        dï=-d7- 

Appliquons  ceci  à  la  ligne  droite  dont  Téquation  est 
de  la  forme 

y=Ax  +  B  (  Tr%.  64),et  donne  ^  =  A 

Nous  aurons  pour  le  contact  de  cette  droite  avec  la 
courbe  proposée 

d*où  nous  conclurons 

ou        J'— y=-^(^-^')• 
D*après  cette  équation,  celle  de  la  normale»  qui  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  et  qui  passe  par  le  point  M 
sera 

^-.y-=— ^(x-x')(  Trig.67). 

Prenons  pour  exemple  le  cercle  donné  par  Téquation 

dy  x' 

nous  aurons  -fS-  = r  '> 

àx  y 

Féquation  de  sa  tangente  sera  par  conséquent 

y—y=——{T—x'),  OU  vy— y^s— *4f'+/«, 

Ott  yy+xx'=:fl% 

^F   2 
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puîsqae  y  *+ ^'  *=  «*• 

L*équation  de  la  normale  devient 

y—y'  =  ^{x  —  x'), 
et  se  réduit  à 

ce  qai  fait  voir  qoe  les  normales  du  cercle  passent 
par  son  centre  qui  est  ici  l'origine  des  coordonnées 
^  Tng.  64  )  I  ^t  ce  qui  doit  être  en  eflFet ,  puisque  les  nor- 
males d*un  cercle  ne  sont  autre  chose  que  ses  rayons. 
La  tangente  de  la  courbe  donnée  par  Téquation 

a  pour  équation 


y^—ax' 


,      ay—x^ 


ou 

yy^-^  ox'y  — y'^  +  a  x'y'zzz  a  xy— x  x'*— crxy +x'^. 

Si  Ton  met  pour  y^  sa  valeur ,  et  qu*on  réduise  »  on 
obtiendra 

j^(y'«_a«')  +  x(x'*— fly)  =  axy. 

68.  Si  on  se  proposoit  de  mener,  par  un  point  donné 
pris'  liors  d*une  courbe ,  et  dont  «  seroit  Tabscisse  et  /S 
l'ordonnée ,  une  tangente  à  cette  courbe ,  il  est  évident 
qu'il  faudroit  substituer  «  au  lieu  de  x,  et  /3  au  liei)  de  y , 
dans  l'équation  de  la  tangente ,  qui  deviendroit  alors 

dv' 

•t  servîroit  »  conjointement  avec  l'équatlpn  de  la  courbe 
proposée ,  à  déterminer  les  coordonnées  x^  et  y  du  point 
de  contact 
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Prenons  le  cercle  pour  premier  exemple  ;  Téqnation 
de  sa  tangente  étant 

y  y'  +  *x'  =  a*  (  n^.  précéd.  ), 
on  aura 

fi  y'  +  tt  x'  =  a*.  » 

Cette  équatioû  combinée  avec  celle  du  cercle  détev» 
minera  les  coordonnées  x'  et  y'  des  points  de  contact  > 
ou ,  ce  qui  revient  au  même,  ces  points  seront  à  la  ren*« 
contre  du  cercle  avec  la  droite  exprimée  par  Véquatioa 

/8y+-x'=a*(Trig.  87). 
Dans  la  courbe  représentée  par  réqnation 

le  point  de  contact  se  trouveroît  en  cherchant  Tintersec- 
tion  de  cette  courbe ,  avec  celle  du  second  ordre  résuU 
tante  de  Féquation 

69.  Pour  mener  une  droite  qui  touche  une  courbe  don- 
née, et  qui  soit  en  même  temps  parallèle  à  une  droite  don- 
née de  position ,  ou  qui  fasse ,  avec  Taxe  des  abscisses ,  un 
angle  dont  la  tangente  5oit  représentée  par  a ,  il'suffira 

dy' 
de  poser  --r^=  a  (  Trig,  66  );  combinant  cette  équa- 

tion  avec  celte  de  îa  courbe  proposée ,  on  déterminera 
les  vaheurs  de  jcf^  et  de  y' ,  qui  conviennent  au  point  de^ 
contact  demandé. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  seroit  la  parabole 
ordinaire ,  on  anroit 

ce  qui  donneroit 

,171  ,711 


F5 
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70-  Dans  tout  ce  qai  précède ,  nous  avons  supposé 
que  les  coordonnées  jr  et  y  étoient  perpendiculairtt 
entr*elles;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  quand  même  elles 
feroientun  angle  quelconque  »  le  rapport  de  M'Q  à  MQ, 
auroit  encore  pour  limite  celui  de  PM  k  PT\  l'équation 
de  la  tangente  ne  changeroit  pas  de  forme.  A  Tégard 
deMT,  de  MR  et  de  PA,  on  trouveroit  leur  expression 
par  le  moyen  des  triangles  MPT,  MTRet  MPR^ 
dans  lesquels  on  conneîtroit  toujours  ou  un  angle  'et 
deux  côtés  ,  ou  deux  angles  et  un  côté. 

7 1«  En  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente 
d*une  courbe  proposée  ,  lorsque  le  point  de  contact 
8*éloigne  de  plus  en  plus  de  l'origine  des  coordonnées  » 
on  peut  reconnoître  si  cette  courbe  a  ,  comme  Thyper- 
bole  ,  des  lignes  droites  pour  asymptotes  (  Trig.  i5o), 
et  déterminer  leur  position. 
FIG.  3.  On  voit  en  efTet  que  dans  une  courbe  MX,  Jig.  3  » 
qui  a  une  asymptote  RS  ,  k  mesure  que  le  point  M 
.  s'éloigne  de  Toriginei  la  tangente  MT  s'approche  de 
l'asymptote ,  et  les  points  T  et  D  marchent  respective- 
ment vers  les  points  R  et  £»  en  sorte  que  ^^K  et  il  £  sont 
des  limites  que  les  valeurs  de  i4T  et  deyétD  ne  sauroient 
franchir,  ni  même  atteindre,  mais  dont  elles  peuvent 
approcher  aussi  près  qu'on  voudra.  11  suit  de-Iique  pour 
trouver  si  une  courbe  a  des  asymptotes ,  il  faut  chercher 
si  les  expressions  de  ^d  T  et  de  AD  relatives  à  cette 
courbe ,  sont  susceptibles  de  hmites  Gnies;  et  lorsque  cela 
arrivera ,  ces  limites  étant  construites ,  donneront  les 
deux  points  R  eXE  y  par  lesquels  on  mènera  la  droite 
RS,  qui  sera  l'asymptote  demandée. 

Les  expressions  de  ^4  T  et  à^  AD  se  tirent  de  celle 
de  PT\  la  première  en  observant  que  AT'=AP-'-^PT ; 
la  seconde  par  le  moyen  des  triangles  semblables  ./1I7  T 
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et  MPT 'y  on  les  dédait  aussi  de  Téquation  de  la  tangenta 
en  faisant  successivement  y=30  et  x — o  (  Trig,  64  )•  On 
trouvera 

7^*  Appliquons  ce  qui  précède  à  Téquation 
nous  en  tirerons 


m  +  ans'  m+anx'^ 

._         .      jnx'+anj?'*  mx' 

^D  =  V— " -^. =  — 


les  derniers  membres  de  ces  équations  peuvent  être  mis 
sous  les  formes  > 


m                      m 
et 


f 


par  conséquent  leurs  limites  respectives^  dans  le  cas  oik 
on  suppose  x'  ioEni,  sont 

=  ARet  —^=  AE. 

an  ayn 

Si  n  étoit  nulle,  les  expressions  de  AT  et  ûe  AD  de- 
viendroient  infinies  en  même  temps  que  x' ,  et  la  courbe 
proposée  n'auroit  point  d*as3rmptotes  ;  elle  n  en  aura  pas 
non  plus,  lorsque  n  sera  négative,  parce  qu'alors  son 
équation  n'admettra  point  pour  x  une  valeur  infinie. 

Considérons  encore  la  courbe  représentée  par  Téqua-* 

lion 

x'^~5axy  +  y^  =  o', 

on  a  dans  cette  courbe 

AT=z     ,^     ^    .   ,         AD=     .^     ^     , 

F  4 


« 
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Pour  trouver  la  limite  vers  laquelle  tendent  ces  e 
pressions»  à  mesure  que  y  augmente^  il  faudroit  êu\ 
tituer  au  lieu  de  y  la  limite  vers  laquelle  il  tend»  et  ce 
noitre  par  conséquent  Texpre^^sion  de  y'  en  x'  j;  mais 
peut  suppléer  à  cette  expression,  dans  l'exemple  préseï 
par  un  artifice  anal3rtique  fort  simple.  Si  on  fait  a'zzzt 
Téquation  proposée  deviendra  divisible  par^'\  et  on 

tirera  y = — ; — =-.  Il  est  facile  de  voir  maintenant  qui 

•^        1  +  r 

supposition  de  t  =  «^i ,  rendra  y  infini,  et  donni 
af'=  -^  y';  en  changeant  a/  en  y'  dan^  les  expre^ions 
ATetitAD^et  prenant  les  limites ,  on  aura 

AR=—a=:AE. 
FIG.  4»    Menant  donc  par  les  points  RetE,  fig,  4 ,  construits  a^ 
les  valeurs  précédentes,  la  droite  i{£,  elle  sera  lasyii! 
tote àt^  branches  AY tXAZ. 

75.  SI  Tune  des  quantités  ^R  ou  AE  restant  fin 
l'autre  devenoit  infinie  ,  il  est  évident  que  Tasympt 
seroit  parallèle  à  Taxe  sur  lequel  se  trouve  cette  derniè 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asymptotes  que  doit  av 
la  courbe  proposée ,  il  C^ut  donc  faire  successlvem 
%*  infini  et  y  infini ,  et  substituer  dans  les  expressions 
AT  et  de  ^  Z' ,  chacun  des  résultats  différens  que  doi 
lu  ne  et  l'autre  hypothèse^  Lorsque  AT  ^\  AD  sert 
toujours  infinies  en  même  temps  >  on  en  conclura  que 
courbe  propo^^ée  n  a  pas  d'asymptote* 

I)  poutroit  arriver  que  ces  quantités  fussent  toutes  d< 
nulles:  dans  ce  cas  la  courbe  auroit  pour  asymptote  1 
droite  menée  par  l'origine  des  coordonnées;  mais  con 
on  n'en  connoîtroit  alors  qu'un  point ,  il  faudroit  en  ch 
cher  la  direction ,  et  pour  cela  on  prendroit  la  limita 

l'expression   tt  >  <iwi  représente  la  tangente  de  Tar 

/  0  JT 
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M  TP  (  64  )  9  {iTour  un  point  qaekonque  de  la  courbe, 
•t  onauroit  la  taogenta  de  l'angle  SRB. 

Recherche  des  points  singuliers  des  courbes. 

7^*  On  appelle  points  singulier?  d^nne  courbe  ceux 
dans  lesquels  elle  offre  quelque  circonstance  remar* 
quable.  Je  vais  faire  connoitre  successivement  chaque 
espèce  de  ces  points  en  particulier ,  en  montrant  com- 
ment elle  résulte  des  diverses  formes  que  peuvent  prendre 
les  coeificiens  dîiFérentiels  de  la  fonction  qui  représente 

l'ordonnée  de  la  courbe  proposée. 

d  V 
Lorsque  le  coefficient  différentiel  j—  ,  qui  exprime  la 

tangente  de  l'angle  PTAf  (69)»  est  nul ,  il  s'ensuit  que  la 
droite  qui  touche  la  courbe  au  point  M  est  parallèle  à  la 
ligne  des  abscisses,  et  s'il  change  de  signe  après  ce  point» 
la  tangente  incline  alors  du  côté  de  l'ordonnée  opposé  à 
celui  où  elle  incliooit  d'abord.  L'inspection  des  deux 
figures  citées,  montre  que  dans  ce  cas,  l'ordonnée» 
après  avoir  atteint  une  certaine  grandeur  ,  vient  à  dimi- 
nuer {Jig>  5  ),  ou  bien  qu'après  avoir  diminué  jusqu'à 
certain  point,  elle  vient  à  croître  {Jig.  6  ). 

La  première  circonstance  répond  évidemment  au  maxi- 
mum de  l'ordonnée  ^  9  et  la  seconde  à  son  minimum. 
Quand  l'un  et  l'autre  ont  lieu ,  on  a  donc  également 

dv 

—  =  0 ,  ainsi  qu'on  Va  déjà  fait  voir  par  les  considéra* 

lions  analytiques  (48  ). 

'JO'  Les  considérations  géométriques  prouvent  aussi 
que  ce  caractère  ne  convient  pas  seulement  aux  points 
où  il  y  a  maximum  ou  minimum ,  mais  qu'il  a  encore 
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lien  dans  d*aiitre8  circonstances.  Quoique  la  tangente 
FIG.  7.  au  point  itf  de  la  figure  7  soit  parallèle  à  la  ligne  dea  abe» 
cisses  y  ce  point  ne  correspond  pourtant  pas  à  un  maxif 
mum  ,  parce  qu'au-delà  l'ordonnée  continue  à  croître; 
mais  il  faut  remarquer  que  la  concavité  de  la  courbe^ 
d'abord  toornée  vers  l'axe  des  abscisses ,  ou  placée  an- 
dessous  de  la  tangente  y  est  ensuite  tournée  du  côté  op- 
posé. Cette  circonstance  est  ce  qu'on  appelle  une  fn» 
flexion  f  et  le  point  Mest  un  point  d'inflexion. 

On  voit  que  ce  point  se  reconnoitra  en  cberchant  la 
position  de  la  courbe ,  par  rapport  à  sa  tangente  » 
avant  et  après. 

L'équation  de  la  tangente  étant  en  général 

on  aura ,  en  faisant  x=  j?'+  fc , 
ou 

pour  l'expression  de  P'N\flg.  8  >  qui  est  l'ordonnée  de  Ta 
tangente  correspondante  au  point  P'  dont  l'abscisse 
est  x'-^-h',  mais  puisque  y'  est  une  fonction  de  x\  ott 
aura  (  ai  )  pour  FM'  cette  série 

^^  d*'  i^d^  1.2  ^dx'^  1.2.3  ^      • 
d*où  on  déduira 

dx*  i.a       dx'^  1.2.3 
Prenant  sut  l'axe  des  abscisses  un  ^oint  P^    en   ai*- 


ne.  8. 
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rière  dn  point  P,  et  dont  Tabscisse  soit  x'—^  A ,  on  trou* 
veroit  dfi  même 

f^—P,N;=:  -j^ —^ -+  etc. 

^  '      '   '      ax^    i.a      ax'^  1.2.3 

d*y' 
H  est  évident  maintenant  que  si  ,    ,^'^=  o ,  les  deux  dl& 

férences 

P^M-Ftr=     ^  — =-=-  +  etc. 
'    '  drc'*  1.2.3  ^ 

P,M'^P.N=  —  pL  ^-lî— .  +  etc. 
'   ^      '   '  àx^   1.2.3 

seront   de    signes    contraires  y    au    moins    lorsqu'on 

prendra  A  assez  petite  pour  que  le  premier  terme  de  la 

série  soit  pins  grand  que  la  somme  des  autres  (  4B  )  ; 

ainsi  la  courbe  proposée ,  après  ayoir  été  au*dessous  de 

ea  tangente ,  passera  au-dessus ,  et  vice  versa, 

II  y  aura  donc  au  point  M^Jig.  7 ,  inflexion  et  non  pai 

.  d  V 
maximum  oa  minimum ,  si  ,    ,,■  y  devient  nul  en  même 

temps  que     ^- ,  et  en  général  si  le  premier  des  coelfi- 
a  X 

ciens  différentiels  qui  ne  s'anéantissent  pas  est  d*un  ordre 

impair.  Voilà  donc  la  signification  géométrique  des  ca«- 

ractères  analytiques  indiqués  dans  le  n^.  49* 

76.  Il  peut  7  avoir  inflexion  dans  des  points  oà  la 

tangente  n*est  pas  parallèle  à  la  ligne  des  abscisses  et  o4 

dy' 
Ton  n*ait  pas  par  conséquent  --~~-  ==:o.  Dans  ce  dernier 


cas  >  on  reconnoit  encore  qu*il  y  a  inflexion  en  observant 

d*y' 
que  c'est  le  signe  du  coefTicient  ^-—^  qui  détermine  en 
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général  commeot  la  concavité  de  la  courbe  se  trouT^ 

placée  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses.  En  effet,  si  l'oa 

regarde  comme  positives  les  ordonnées  situées  au-dessus 

TIG.  9 et  de  Taxe  des  abscisses ,  on  verra  par  les  figures  9  et  10 

^'  que  lorsque  la  différence 

dx  • 

est  positive ,  la  courbe  e5t  placée  au-dessus  de  sa  tan- 
gente, elle  tourne  par  conséquent  sa  convexité  vers 
l'axe  des  abscisses  lorsque  l'ordonnée  est  positive  ,^.  9 , 
et  sa  concavité  lorsque  l'ordonnée  est  négative ,  ^/^.  lo, 
et  cela  indépendamment  du  signe  de  h ,  puisque  h  est 
toujours  une  quantité  positive.  Mais  quand  la  même 
différence  est  négative ,  le  contraire  a  lieu  ;  la  courbé 
est  placée  au-des60us  de  sa  tangente ,  et  tourne  par  con- 
séquent sa  concavité  vers  l'axe  des  abscisses  lorsque 
l'ordonnée  est  positive  ,Jig.  10 ,  et  sa  convexité  lorsque 
l'ordonnée  est  négative  ,J^.  9. 

Il  suit  de  là  que  ta  courbe  est  convexe  vers  taxe  des 
abscisses  toutes  les  fois  que  l' ordonnée  y'  et  le  coefficient 

dV 
différentiel      ,^-  sont  de  même  signe,  et  elle  est  concave 

if  ers  cet  axe,  dans  le  cas  contraire. 

dV 
Si  donc  le  signe  de     %^   change  avant   ou  après    le 

point  M  de  la  courbe ,  il  y  aura  une  inflexion  à  ce 
point.  On  sait  déjà  que  toute  quantité  entière  ne  peut 
changer  de  signe  qu'en  passant  par  zéro  ;  mais  il  est 
facile  de  voir  qu'une  quantité  fractionnaire  peut 
changer  de  signe  en  passant  par  l'infini,  ainsi  que  cela 

arrive  à  l'expression  -  ,    qui   devient    successivement 
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-r  ,    -,  —  -,  lorsqu'on  y  fait  x=^b ,  x=o  ,   a:= — b  : 
b     o  b 

on  peut  donc  conclure  de  ce  qui  précède  que  pour  un 

d*v 
point   d inflexion        ^^   est  nul  ou  infini  ;  mais  il  n^ 

faut  pas  renverser  cette  proposition. 

ày 

77.  Quand  -j^^aalien  de  8*évanouirdevient  infini ,  ' 

cl  a? 

Tordonnée  devient  tangente  comme  en  E,^g.  11;  cette   FIG.  it< 
circonstance  répond  à  une  limite  de  la  courbe  dans  le 
•enë  des  abscisses ,  c*est-à-dire ,  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum  de  Tabscisse,  à  moins  qu'il  n'y  ait  en  ce  point 
une  inflexion  dans  laquelle  la  tangente  soit  perpendi* 

culaire  à  la  ligne  des  abscisses. 

d  y 

78.  Nous  avons  montré,  n^.  55,  que  -3^^  deve- 

'  ûx 

nott  infini  lorsque  quelque  radical  disparpissoit ,  ou  que 
pour  une  seule  valeur  de  y  ,  l'accroissement  d^  devoit, 
contre  la  règle  ordinaire ,  en  avoir  plusieurs  ;  cette 
circonstance  se  trouve  au  point  £.  En  effet,  il  est 
visible  que  pour  labscisse  i4 c ,  consécutive  à  AÇ,  la 
courbe  a  deux  ordonnées,  et  que  par  conséquent  la, 
même  ordonnée  CE  a  deux  différences.  Tune  ce' — CE  ^ 
et  Fautre  CE  —  ce. 

Il  en  arrive  autant  au  point  G ,  où  deux  branches 
de  la  courbe  se  coupent  ;  Tordonnée  particulière  F  G 
a  au£si  pour  le  même  accroissement  d'abscisse  Ff  deux 
différences  ,  l'une  fg  — FG,  l'autre  FG-^fg \  mais 
dans  les  autres  parties  de  la  courbe ,  une  même  ordonnée 
n'a  pour  chaque  accroissement  d* abscisse  qu'une  seule 
différence. 

Les  points  qui  sont  l'intersection  de  plusieurs  bran- 
ches coomie  &  I  on  la  réunion  de  deux  branches  CDE 
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et  GD'E,  comme  E,  sont  nommés  points  muUiptei. 
On  les  reconnoît  parce  qu'une  seule  ordonnée  a  pour 
une  même  abscisse  plusieurs  difFérentielles ,  ce  qui  fait 
que  le  coeilicient  dilTérentiel  y  devient  infini.  Il  peut 
aussi  s'y  montrer  sous  la  forme  f ,  et  cela  arrive  tou- 
jours lorsque  son  expression  contient  en  même  temps 
les  deux  variables  x  et  y. 

Dans  chacun  de  ces  points  la  courbe  a  plusieurs  tan- 
gentes. En  G ,  par  exemple ,  elle  en  a  deux  bien  dis* 
tinctes  ;  en  E  elle  en  a  encore  deux  »  mais  réunies  en  une 
seule ,  qui  est  la  limite  de  celles  de  la  branche  supérieure 
GD'E  et  de  celles  de  la  branche  inférieure  G  DE, 

79.  Les  points  multiples  prennent  quelquefois  deux 
formes  particulières  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de 
rebroussement ,  parce  que  les  branches  de  courbe  qui 

FI6. 12  et  s*y  rencontrent  ne  s'étendent  pas  au-delâ.  Celui  de  la 
*^*  fig.    12 ,   dans    lequel  les   deux  branches    s'opposent 

leur  convexité  est  le  rebroussement  de  la  première  es-* 
pèce  ;  et  celui  de  la  fig.  i3  9  dans  lequel  les  deux  bran* 
ches  tournent  leur  concavité  du  même  côté  est  le  ne- 
broussement  de  la  seconde  espèce. 

Ces  points  n'ont  qu'une  seule  tangente ,  mais  qu*OB 
doit  regarder  comme  double ,  ainsi  que  celle  du  point  £ 
dans  la  fig.  du  n^.  précéd.  et  ils  se  distinguent  des  autres 
points  multiples  par  la  marche  que  tient  la  courbe 
avant  et  après  à  l'égard  de  sa  tangente ,  et  qu'on  peut 

d*y 

reconnoitre  par  le  signe  du  coefficient        ^  (76)1  en 

prenant  successivement  pour  x  deux  valeurs ,  l'une  plus 
grande  et  l'autre  plus  petite  que  l'abscisse  qui' corres- 
pond au  point  multiple  qu'on  se  propose  d'examiner. 

80.  Tout  ce  qui  précède  peut  être  réduit  à  cette  rè^U 
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trè«-8imp)e  :  on  obtiendra  généralement  l'indication  d^ 
t abscisse  à  laquelle  répond  un  point  singulier ,  en  cher-r 
chant  dans  quels  cas  les  coefficiens  différentiels ,  à  partir 
dun  ordre  quelconque ,  deviennent  nuls  ou  infinis  ou  |  ; 
ton  assignera  t  espèce  du  point  en  examinant  si  les 
branches  de  la  courbe  qui  passent  par  ce  point  s'étendent 
ou  non  au-delà  ,  et  en  déterminant  leur  position  par  rap^ 
port  à  taxe  des  abscisses  ^  soit  avant  ^  soit  après  le 
même  point. 

8i.  La  famille  àe  courbes  représentées  par  Téqua- 
tioQ  très-simple^ 

j=i-f  c(x'^a)'* 

nous  fournira  des  exemples  de  chacune  des  particula- 
rités que  nous  venons  d'indiquer.  On,  en  tire 

Ay 

^  =  inc(x— û)— '; 

• 

ce  coefficient  8*évanouit  par  la  supposition  de  x^=ap 
lorsque  m]>>  i  :  la  droite  qui  touche  la  courbe  pro7 
posée  an  point  correspondant  à  Tabscisse  a ,  est 
donc  parallèle  à  l'axe  des  abscisses  ;  mais  pour  savoir 
0*il  y  a  maximum  on  minimum ,  ou  bien  inflexion ,  il 
faut  examiner  les  coefficiens  différentiels  des  ordrep 
supérieurs. 

\^.  Il  est  visible  que  si  l'exposant  m  est  entier  et  po^ 
fitif ,  la  valeur  x=za  fera  disparoître  tous  les  coeffi- 
ciens différentiels  de  y ,  jusqu'à  celui  de  Tordre  m  ex- 
clusivement ,  qui  sera 

.^  =  m(m— i)(m— 2) i.c; 

at  il  y  aura  par  conséquent  pour  les  valeurs  de  m  paires , 
m<iximum  si  c  est  négatif ,  minimum  si  ç  est  positif 
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(48)  y  et  inflexion  pour  les  valears  impaires  de  Texpo^ 
aant  m  (76). 
d"".  Si  l'exposant   m   est  fractionnaire,  et   qn*oii 

Mt  m=r-  >  le  coefficient  différentiel  d'un  ordre  quel* 

conque  n  sera 


Il  est  éyident  par  cette  expression  que  tons  les  coeffi- 
ciens  différentiels,  quand  on  7  fera  ir=Ov  s'anéanti- 
ront pour  toutes  les  valeurs  de  it<^^  et  deyiendront 

9 


infinis  pour  n\ 

n  seroît  facile  de  découvrir  le  signe  du  dernier  de  ceux 
qui  s'anéantiront;  mais  sans  entrer  dans  ce  détail ,  je 
me  bornerai  à  chercher  ce  que  devient  le  coefficient 

lorsque  x>a  et  x<^a  (80  ).  Le  facteur  "'""""^f 
est  constamment  positif  puisqu'on  suppose  p>>f;  le 

facteur  (rr—- a)  *  ne  changera  pas  de  signe  entra 
x<^a  et  x'^a^  si  le  nombre  p  est  pair:  dans  ce  cas 
la  courbe  aura  Tune  des  formes  que  représente  la 
£g.  i4. 

Le  facteur  (  x— a  )     '    change  de  signe  au  contraire 

quand  p  est  impair  \  mais  il  faut  alors  distinguer  la 

cas 
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cas  où  q  seroit  pair  »  de  celui  où  q  seroit  impair.  Dana 
le  premier  ,  Fordoonée  y  et  ses  coefficiens  diiFérentielt  , 

deyenant  imaginaires  lorsque  x<;a  ,  la  courbe  proposée 
•  arrête  au  point  C,  Jig,  i5  ,  où  x=a;  et  comme  on   ^^^'  *'• 
a  de  plus  pour  la  même  abscisse 

dx»  9*        •^V*      »;         • 

il  8*ensuît  que  le  point  C  est  la  réunion  de  deux  bran- 
ches ,  l'une  convexe  vers  l'axe  des  abscisses ,  et  l'autr*. 
concave,  et  que  par  conséquent  ce  point  est  un  rer 
broussement  de  la  première  espèce. 

Lorsque  p  et  ç  sont  tous  deux  impairs»  le  facteut 

(  X  — a  )    '    change  de  signe  -entre  x <;a  et  x^a ,  et 
la  courbe  proposée  a  la  forme  représentée^.  16;  le    FIG.16. 
point  C  est  nifie  inflerion, 
3^..  Si  l'éxposânt  ni<<  i,  comme  on  auroit  alors    . 

ûy  me 

ix  (x— a)*—"  ' 
la  valeur  x=a  rendroit  le  coefficient  différentiel  inBni: 
la  droite  qui  touche  la  courBe  au  pomt  où  x=:a ,  seroit 
perpendiculaire  à  Taxe  des  abscisses*  On  trouveroît,  par 
des  considérations  semblables  aux  précédentes ,  que  U 
point  C  e«t  une  limite  de  la  courbe  suivant  l'axe  dès 

abscisses ,  lorsque  ni  est  une  fraction  -  .  dont  le  pu- 

mératenr  est  pair,  et  le  dénominateur  impair;  que  cé 
point  est  un  rebroussement  lorsque  p  est  impair  ét^  pair , 
enfin  une  inflexion  lorsque  p  et  f  sont  tous  deux  im- 
pairs (*). 

(*)  Le  rebroussement  de  la  fig.  17  ponrroft  à  la  rigueur  être  pris    FIG.  17 
po«ur  un  msMinmm  ,  et  celui  de  la  6g.  18  pour  un  minimum,  '^' 

Calc.diff  G 
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Les  mêmes  choses  auroient  lieu  dans  les  mêmes  cir- 
constances I  si  l'exposant  m  étoit  négatif. 

Sa.  Nous  trouverons  dans  la  courbe  représentée  par 
l'équation 

un  exemple  du  rebroussemeat  de  la  seconde  espèce  (78)  : 

dans  cette  courbe 

.1 

Four  Savoir  si  elle  a  quelque  point  singulier,  il  faut 
cbércfher  si  quelqu'un  des  coeDiciens  difFérentièls  de  la 
fonction  y  ne  devient  pas  nul  ou  inBni.  On  obtient 
d'abord 

do;  a  do;  a  a 


lé  premier  de  ces  résultats  s'évanouit  quand  x=o  »  le  se- 
cond se  réduit  à  a;  et  l'on  voit  ensuite  que  le  troisième 
coefficient  dilFérentiel ,  '  - 

d»y       \_  5  3   1  1-1 

dx^  a  a  a 

devient  infini  dans  ce  cas  :  le  ^int  correspondant  à  x=3ci, 
est  donc  un  point  singulier.  Il  est  d  abord  éyfdent  que 
ce  point  est  une  limite  de  la  courbe  qui  ne  s  ^tend  pas 

'  du  côté  des  abscisses  négatives  9  puisque  le.  terme  ai^ 

devient   alors  imaginaire.    Les  valeurs  du  coefiicient 

d*v 
^^    sont  toutes  deux  positives  quand  x  est  très-petit 

et  de  même  signe  que  celle,  de  y  ;  les  deux  branches 
FIG.  i3.    ^0  I^  courbe  tournent  donc  en  même  temps  leur  con- 
vexité vers  l'axe  des  abscisses  A  B ,  Jig.  i5  :  elles    se 
touchent  au  point  À ,  car  elles  j  ont  pour  tangente 

commune  l'axe  AB^  paisqn'à  ce  point    .'^sso*  II  ré- 
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Fuite  de  Tensemble  de  ces  caractères  que  la  forme  de 
la  courbe  en  ce  point  est  toile  que  la  représente  la 
figure. 

83^  Les  courbes  offrent  quelquefois  des  points  isolés 
qui  ont  le  caractère  des  points  multiples;  mais  on  les  en 

dy 
distingue,  parce  que  le  coefficient  différentiel  -p-  prend 

pour  les  premiers  une  valeur  imaginaire. 
Soit  réquation 

a  y*  — o:^  -|*  hx*  =  o , 
d'où  Ton  tire  

ây  x(3j?  — ai) 

dX  yrr- • 

2V  àx*(^x  —  b) 

Le  coefficient  différentiel  devient  |  lorsque  j:=:o;  mais 

on  peut  en  avoir  la  vraie  valeur  en    supprimant  le 

facteur  x,  conmiun  anx  deux  termes  de  la  fraction: 

on  obtient 

dy  Sx  — ai 

^*       aV/a(x— .i)  ' 
faisant  alors  x  =  o ,  il  en  résulte 


^^  ai/-ai  ' 

expression  imaginaire. 

Dans  la  même  hypothèse  Téquation  proposée  donne 

^^=0  ;  mais  cette  ordonnée ,  qui  est  imaginaire  lorsque 

X  est  négatif,  redevient  encore  telle  fusqn*à  ce  que  x^=b  ; 

ainsi  le  point  A ,  ^g.  ao ,  quoique  compris  dans  Téqna-* 

tion  de  la  courbe ,  en  est  absolument  détaché. 

L(;s  points  de  cette  espèce  'se  nomment  points  con^ 

Ga 
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jitgués  ;  i\$  résultent  de  ce  qu'une  portion  finie  de  la 
courbe  proposée ,  s'évanouit  par  ia  détermination  parti* 
culière  de  quelque  constante  de  son  équation.  La  courb» 
représentée  par  l'équation 

qui  donne 

y yr  ^  , 

offre  un  exemple  de  ces  cliangemens;  elle  a  d*abord 
FIG.  10.  I®  cours  représenté  dans  la^,  19»  la  supposition  de  c=o 
ao ,  11  et  réduit  la  partie  i4F  au  seul  pomt  A  ,  Jig.  20 ,  comme 
on  Ta  vu  ci-dessus  :  elle  pren4  l^Jig,  ai  lorsque  b=o , 
sans  que  c  s'évanouisse,  et  la^.  aa,  si  Ton  fait  en 
même  temps  &  =  o  9  c  =  o. 

Les<:ourbes  ont  aussi  quelquefois  des  points  singuliers 
qui  ne  sont  pas  visibles  :  ce  sont  ceux  qui  résultent  d'un 
nombre  pair  d'inflexions  qui  se  réunissent  en  irne  seule 
(  voyez  p6ur  ces  points  et  pour  ceux  de  sérpisntement 
dont  ils  dérivent  1  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral  )• 

84.  On  suppose  ordinairement  comme  une  chose 
évidente  qu'un  petit  arc  de  courbe  peut  être  pris  pour  sa 
corde  i  c*est-à-dire  que  le  rapport  de  l'arc  et  de  sa  corde  a 
pour  limite  l'unité.  Cette  proposition ,  très-importante  » 
a  néanmoins  besoin  d'être  démontrée,  et  peut  l'être 
comme  il  suit. 

I 

FIG,  a3.       Le  triangle  rectangle  MM'  Q  ^fig:  a3 ,  donne 

MM*  ^VMq+Wq, 

on  a  de  plus  (62) 
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on  peut  mettre  ce  déyeloppemeot  sous  la  forme 

ip+j'h)h, 

mû  faisant 

d;c»    1.2  ^dx^    1.2.3  àx      ^' 

on  obtiendra 


J|fiJr  =  V/fc*  +  (p+Pfcy/i*=M/i  +(p  +  Pfc)*. 
Menant  ensuite  la  tangente  M IV,  on  trouvera 

NQ=MQtsmg.NMQz=zp-h=ph  (64) 


d^v     h* 
On  conclura  delà 


ArN=NQ  —  M'Q  =  ^ +  etc.  =  PAS 


^^'  h  V/i  +  (p  +  P/r)»      V^i+(j}+Ph)* 

ce  rapport  a  pour  limite 


V^i  + 


Mais  l'arc  MO  M'  est  toujours  compris  entre  Ta  corde- 
MM'  et  la  ligne  brisée  MN  +  MN-,  donc ,  à  plus  for!» 

raison  le  rapport     ^        a  pour  limite  1  unité. 

85.  Il  est  évident  que  l-arc  d'une  courbe  est  nnr 
fonction  de  l'abscisse;  pour  avoir  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  cette  fonction ,  il  faut  chercher  la  limite  dit: 

G  3 


\ 
k 
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MOiur 

rapçort     pp/    '^orona 

3f  OM"   _  MJkT       M03r 

Substituant  la  valeur  du  premier  rapport  du  second 
membre  ,  faisant  A  =  o  pour  passer  à  la  limite,  le 
deuxième    rapport   deviendra    Tunité  ,    et  Ton   aura 

V\  -)-  p^  \  si  Ton  nomme  donc  z  l'arc  CM,  il  viendra 

lf=L/i+^oud*=V/dx*  +  djfC 
dop       •^  dx* 

Le  cercle  dont  Téquation  est 
donnant 

*p  Q  Jp 

xdx+^dj^  =  o,oud^  =  —  — — 

il  vient  

j  I  X    ,        .     a:Mx*      djp/-— - — - 

Az^y/"  dx*  +  — î— =-/x'  +  y 

adx  aàx 

résultat  qui  rentre  dans  celai  du  n°.  35 ,  lorsqu'on  sup-» 
pose  a  =  1. 

86.  la  différentielle  de  Taire  d*ane  courbe  8*obtient 

avec  encore  plus  de  facilité,  en  observant  que  le  rapport 

riG.24.  desrectangles PP' Qillf  et PP'iI!f'iV,^.a4,  quiontmême 

base  y  est  égal  à  -■  ,  et  que  sa  limite  est  par  consé- 
quent Tunité.  Il  suit  delà  que  lo  trapèze  curviKgne 
PP'  MM!  I  toujours  compris  entre  les  deux  rectangles 
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dont  on  vient  déparier,  et  représentant  Taccroissement 
que  reçoit  le  segment  A  CMP  lorsque  Tabscisse  aug- 
mente de  PP' ,  tend  sans  cesse  à  devenir  égal  au  rec- 
tangle PFQMy  ou  que  le  rapport 

PFM'M         PVI/TM  \ 

X 


^a  pour  limite  Tunité.  En  nommant  donc  s  la  fonction 

de  Xf  correspondante  à  Y^xce  ACMP ,  on  aura  pour 

la  limite 

PFM3r   _  ds 

PF        ~  dx 

as        1  -, 

et  T—  X  -  =  1  ou  d^  =  y  d  X. 

âx       y  ^ 

Dans  le  cercle  on  a 

d5  =  dx  l/a*— x' / 

ainsi,  quoiqu^on  ne  puisse  pas  assigner  Texpression  ana- 
lytique du  segment  circulaire ,  on  parvient  à  celle  de 
•a  différentielle  par  la  considération  des  limites. 

Exemple  de  l'analyse  d'une  courbe. 

87.  On  divise  les  lignes  en  differens  ordres  d'après 
le  degré  de  leur  équation.  La  ligne  droite  forme  le  pre  ' 
mier  ordre ,  parce  qu'elle  représente  l'équation  générale 
du  premier  degré  à  deux  indéterminées.  Les  lignes  du 
second  ou  du  troisième  ordre  sont  celles  dont  les  équa- 
tions montent  au  second  ou  au  troisième  degré ,  et  ainsi 
des  autres.  Newton  considérant  que  le  premier  ordre 
ne  renferiuoit  que  la  ligne  droite  et  que  les  courbes 
ne  commençoient  à  se  montrer  que  dans  le  second^ 
divisa  ces  dernières  en  genres,  et  nomma  courbes  du 
premier  genre ^  les  lignes  du  second  ordre,  courbe» 

G4 
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do  deuxième  genre  celles  du  troisième  ordre,  et  ainsi  da 
suite. 

Les  lignes  d'un  même  ordre  se  subdivisent  en  espèces 
par  la  cousidération  des  principales  circonstances  de 
leur  cours 

S'il  étoit  possible  de  résoudre  les  équations  de  tont 
les  degrés ,  rien  ne  seroit  plus  facile  que  de  suivre  le 
cours  de  la  courbe  représentée  par  une  équation  algé- 
brique quelconque.  £n  effet ,  supposons  que  cette  équa* 
tion  étant  résolue  par  rapport  à  Tune  des  indétermi- 
nées qu'elle  renferme ,  j^ ,  par  exemple,  ait  donné  les 
différentes  racines  X\  X",  X'",  etc.  qui  seront  né- 
cessairement des  fonctions  de  x  et  de  constantes;  ]a 
question  se  réduira  à  examiner  en  particulier  le  cours 
de  chacune  des  lignes  produites  par  les  équations 

y=X,  y=X\  y=X'\  etc. 
lorsqu'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  tant  positives  qne 
négatives,  que  peuvent  admettre  les  fonctions  X',  X^, 
X"\  etc.  sans  cesser  d'être  réelles.  Ces  lignes  seront  autant 
de  branches  de  la  courbe  que  représente  Téquation 
proposée. 

L'étendue  de  chaque  branche  sera  déterminée  par 
-  celle  que  comprennent  les  diverses  solutions  dont  est 
susceptible  Téquation  qui  la  représente  en  particulier. 
Si  parmi  les  quantités  X\  X\  X"\  etc.  il  s'en  trouve  qni 
deviennent  infinies,  on  dans  lesquelles  on  puisse  sup- 
poser X  infini ,  il  en  naîtra  des  branches  dont  le  cour9 
,  sera  infini ,  puisqu'elles  pourront  s'éloigner  indéfiniment 
de  l'un  des  axes  ou  de  tous  les  deux  à  la  fois. 

Une  branche  ne  s'arrête  que  parce  que  l'expression  de 
son  ordonnée  devient  imaginaire  ^  mais  le  cours  de  la 
courbe  proposée  n'est  pasinterrompu  pour  cela;  il  ar- 
rive seulement  alors  qna  deux  branches  se  réunissent  et 
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M  continuent  réciproqueinent.  On  s*en  convaincra  en  ob- 
servant qne  les  valeurs  imaginaires  àe  y  sont  nécessai- 
rement en  nombre  pair,  et  qne  celles  d*un  même  couple, 
ont  été  réelles  et  égales  avant  de  devenir  imaginaires.  En 
effet ,  l'équation  proposée  pouvant  toujours  se  décom* 
poser -en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré, 
•i  on  représente  par  j*— aPjr,+  Ç=o  un  de  ces  der- 
niers, on  verra  que  ses  racines  ,  P±n/P''—Q,  ne  de- 
viennent imaginaires  qu'à  cause  que  Q  devient  plus 
grand  que  P%  de  moindre  qu*il  étôit  d'abord ,  et  qu'il  y 
a  par  conséquent  un  point  o^  les  fonctions  de  x  que 
désignent  les  lettres  P  et  Ç ,  sont  telles  qu'on  a  P*=Ç, 
ce  qui  anéantit  la  quantité  radicale ,  et  donne  pour  y 
deux  valeurs  égales. 

Si  plusieurs  branches  se  coupent  dans  un  point,  il 
arrivera  aussi  qu'un  pareil  nombre  de  valeurs  de^  da« 
viendront  égales. 

08.  Soit  Téquation 

j<*  — gSa*^*-!*  iooû*x'  — x*=o. 

Cette  équation  résoluble ,  soit  par  rapport  à  y ,  soit 
par  rapport  i  x,  donne  dans  le  premier  cas 

3f  =  it  V  48a»±V^23o4a*— iooû»x*  +  x\ 

En  discutant  chacune  des  valeurs  ddj^,  comme  on  l'a 
fait  à  l'égard  de  celles  de  l'équation  générale  du  second 
degré  à  deux  indéterminées  (Trig. io3  etsuiv.  ) ,  on  pour- 
roit  découvrir  l'étendue  et  les  limites  des  branches  dont 
la  courbe  proposée  se  forme,  déterminer  les  points  où 
elles  rencontrent  les  axes  (  Trig.  63  ) ,  où  elles  se  coupent 
ou  se  réunissent;  mais  l'application  du  Calcul  différentiel 
abrégera  beaucoup  ces  recherches,  et  aura  Tavanta^e  de 
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montrercomœent  ellespeuvent  s'effectuer  lors  même  que 
réqoAtion  de  la  courbe  proposée  eét  d'un  degré  trop 
élevé  pour  qu'on  puisse  obtenir  l'expression  générale  de 
l'une  des  variables  par  le  moyen  de  l'autre, 

S9.  Pour  déterminer  les  limites  de  la  courbe  dans  le 
sens  des  ordonnées  »  ou  découvrir  si  y  ebt  susceptible 
de  maximum  ou  de  minimum ,  on  examinera  dans  quel 
cas  le  coefficient  dilTérentie) 

ày x^  —  5oa*x 

ai—  y'—4Sa-y 

devient  nul  ;  on  aura 

x^  —  5o  ll*X=  G, 

d'où  x  =  o,  x  =  ±:5ay2. 

La  première  valeur  de  x  »  subtituée  dans  l'équation  pro- 
posée,  donne 

y=oety:=±^a{/'6 

Les  deux  valeurs  de  y,  égales  à  ih  4  a  rG ,  donnent 

FIG.  25.  les  points  D  et  0',Jig,  a5,  situés  l'un  au-dessus  de  l'axe 

des  abscisses ,  Tautre  au-dessous  »  et  qui  sont  de  véritables 

maxima.  On  s'en  convaincroit,  soit  en  cherchant  ce  que 

d*y 
devient  alors       ^- ,  soit  en  vérifiant  par  Texpi'ession 

de  y^  si  les  valeurs  des  ordonnées  qui  précèdent  et  qui 
suivent  immédiatement»  sont  toutes  deux  plus  petites 
que  4^  '^^• 

90.  Le  concours  des  deux  valeurs  x=o«  ety=o» 

indique  le  point  A ,  et  rend  en  même  temps  —-=-.  Pour 

djç      0 

savoir  ce  que  signifie  cette  dernière  expression  qui  ca- 
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ractérise  en  général  un  point  multiple ,  il  faudrait  recou- 
rir au  procédé  du  n^.  56  ;  mais  on  peut  y  parvenir  en 
cherchant  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre. 
Pour  cela ,  j  observe  que  la  diiFérentielle  première  dm 
réquation  proposée  est 

Cy^^48ay)ày+  (5oa**— *^)da?=o, 

et  la  difiTérentielle  seconde 

03-48a*jf)d*jr  +  (3jf*-4Ba»)dj^  1 

+  (bo«*— 3a:»)dx*  J~  ' 

et  que  1  dans  le  cas  où  x  et  y  s^évanouissent  »  celle-ci  sa 
réduit  à 

—  48a*dy*  +  5oa*d:c*=o, 

que  par  conséquent  elle  donne,  pour  ce  cas  seulement» 

dy 
les  valeurs  du  coefficient  -p  »  qu'on  ne  peut  alors  tirer 

de  la  différentielle  première;  on  a  en  effet 

n  suit  de  ces  valeurs  que  la  courbe  a  au  point  A  deux 
tangentes,  qui  font,  avec  Taxe  des  abscisses,  des  angles 
dont  les  tangentes  trigonométriques  sont  respectivement 

et  qu*il  est  par  conséquent  aisé  de  construire  (^). 

(*)  On  parviendra  en  général ,  comme  cUdessns  ,  à  trocnrer  b  vraie 

valeur  de  -^ ,  dans  le  cas  où  il  devient  —,  en  examinant  les  dlf- 

férentlellei  snccessives  de  l'équation  proposée,  et  en  descendant 
jusqu'à  l'ordre  dont  l'exposant  est  égal  au  nombre  de  taleort  que 

doit  avoir  3^, 
a* 


/ 


108      TRAITÉ      ÉLÉMENTAIRB 
Il  reste  à  examiner  les  racines 

En  les  substituant  dans  l'équation  proposée  »  elîés  rendent 
y  imaginaire ,  et  ne  donnent  par  conséquent  ni  maxi^ 
mum  ni  minimum. 

/       9^*  Pour  obtenir  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens 

des  abscisses ,  ou  ce  qui  revient  au  même ,  les  maxima 

et  les  minima  de  x  (77),  on  égalera  à  oie  dénominateur 

dy 
de  la  fraction  qui  exprime —;,  ce  qui  fournira  Téquation 

y^  — 48a*^  =  o,  d'où^=o  et  y  =rh  V^48a».  La 
première  valeur  donne  looii***— jr^=o,  et  Ton  en 
conclut  x-=.o ,  jf=±  10  c.  La  première  de  ces  valeurs 
indique  encore  le  point  multiple  placé  à  l'origine  A , 
mais  les  deux  autres  répondent  aux  points  Jet  l\  où  la 
courbe  rencontre  Taxe  des  abscisses  AB ^e\  que  nous 
ne  connoissions  pas  encore. 

Les  deux  dernières  valeurs  j':=diK48a"=±û^o^^ 
conduisent  A  x  =db6a,  etx  =  di8a:  Tun  de  ces  ré- 
sultats fait  connoitre  le  point  F  et  ses  analogues ,  Pautre 
donne  H  et  ses  analogues.  On  observera  qu*aux  points  F 
et  I  l'abscisse  est  un  maximum,  j  et  qu'elle  est  un  mini'^ 
mum  au  point  H,  puisque  dans  le  premier  cas  la  courbe 
tourne  sa  concavité  vers  Taxe  AC  des  ordonnées ,  auquel 
elle  présente  sa  convexité  dans  le  second. 

92.  Pour  achever  de  déterminer  les  principales  cir- 
constances de  la  courbe  proposée,  il  nous  reste  à  trouver 
la  nature  de  ses  branches  inSnies  et  ses  points  d'inflexion, 
car  connoissant  ses  divers  points  multiples,,  nous  savons 
déjà  qu'elle  n*a  aucun  rebroussement.  Commençons  par 
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nous  occuper  des  branches  infinies;  on  voit  facilement 
que  x  et  y  deviennent  infinis  en  même  temps  1  et  si  l'oo 
donne  à  l'équation 

j*— g6  a*jf*  +  100  a*x^ — X*  ==  o  , 
la  forme  suivante 

y 
on  trouvera  que  le  rapport—  a  pour  limite  Tunité,  Fai* 

dy 
sant^  =  «daas  l'expression  de -^ ,  et  prenant  la   li- 
mite (75),  on  trouvera  encore  lunité ,  d'où  il  suit  que 
la  branche  X  et  ses  analogues  tendent  sans  cesse  à  faire 
an  angle  de  o^|5  avec  Taxe  des  abscisses. 
On  aura  ensuite  (71) 

dx_  Ar*  — Sofl^jc»— y+48a*y^ 
^  6y  x^  —  5oa** 

dy y*— 48a^/*— x*  +  5oa***  ^ 

Ces  expressions  qui,  lorsqu'on  j  met  pour  x^  sa  valeur, 
•e  réduisent  a 

5oa*x^  — 48g*y»  48Q*y*— 5og*x* 

«3  — 5oa»x      •  y— 48a*jf 

diminuent  sans  cesse  à  mesure  que  x  ety  augmentent, 
*  et  n'ont  que  zéro  pour  limite.  On  voit  par  là  que  la 
eourbe  proposée  a  pour .  asjrmptotéd  deux  droites  roe- 
aées  par  l'origine  >(,  et  faisant  un  angle  de  o^5  avec 
l'axe  des  abscisses.  On  n'a  point  mené  ces  droites  pour 
ne  pas  trop  compliquer  la  figure. 


"^ 


I 

■ 
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93,  Passons  maintenant  à  la  recherche  des  inflexions^ 
On  a 

cette  expression  devient  f ,  lorsque  y  et  a;  sont  nuls,  cas 
dans  lequel  •t^=7q>  P°"^  trouver  §a  vraie  valeur  il 

faudra  chercher  la  différentielle  troisième  de  Féquation 
proposée;  faisant  dans  le  résultat  x  ety  égaux  i  zéro» 
on  aura  seulement  —  i44«*  ^J'd'y  =  0 ,  ce  qui  donne 

d^  V 
— i2L  r=  Oy  et  prouve  que  le  point  A  est  en  effet  un  point 

dx 

d*inflexion. 

Pour  voir  si  la  .courbe  proposée  en  a  encore  d'autres» 

d*y 
il  faut  égaler  le  numérateur  de  -r^à  zéro,  et  il  viendra 
"  d«* 

Téquation 

3**— 5oa*— (3y  — 48a*)^î!^=o: 

Qxr 

dv* 
mettant  pour  --r— j  sa  valeur»  et  faisant  disparoitre  le 

dénominateur»  on  aura 

_(3^*— 48û*)  (a?3— 5oa»jc)»  =  o: 

on  peut  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante  : 

^•(y«_48a*)*(3x*  — 5oa») 
— x*(x»  — 5oa»)*(3j^*— 48a»)=o. 

Si  maintenant  on  observe  que  l'équation  proposée 
revient  elle-même  à  celle-ci  » 

(y*_48a*)»  — (x»  — 5oa*)*  +  i96a*  =  o» 
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et  qu*on  prenne  la  valeur  de  (^*  —  48  a*)*,  pour  la 

mibstituer  dans  la  précédente ,  on  trouvera  après  les  ré* 

ductions 

(  X*  —  5o  a*.)*  (  a5  y  • — 24^*  ) 

+  98  a  *  y  *  (  3  a;*  —  5o  a*  )  =  0  : 

cette  dernière  combinée  avec  la  proposée,  servira  i  dé- 
terminer les  abscisses  et  les  ordoinnées  du  point  d'in- 
flexion K  et  de  ses  analogues  dans.  les  autres  branches  7 
on  en  tirera  facilement  la  valeur  dejr* ,  et  en  là  substi- 
tuant dans  Téquation  de  la  courbe  proposée ,  on  aura  uu 
résultat  qui  ne  contiendra*  plus  que  x. 

d*y  , 

En  faisant   ,  '     înBnî.  ou  en  égalant  à  zéro  son  déno- 
dx*'        '  ° 

minateur  jf ?.  —  48  a*j^ ,  oii  trouvera 


ces  valeurs  ne  nous  apprefinenl  rien  de  nouveau ,  la  pre- 
mière appartient  au  poiptyl  que  nous  avons  dé)à  remar- 
qué I  et  la  seconde  aux  points  F  et  H ,  que  nous  savons 
n'être  pas  des  points  d'inflexion ,  mais  seulement  dea 
limites  de  la  courbe  dans  le  sens  de  se^  abscisses. 

En  rapprochant  tout  ce;  .qui  précède  >  on  voit  que  la 
forme  de  la  courbe  proposée,  est  successivement  déter- 
minée par  les  circonstances  qu'offrent  les  points  À^D^F^ 
I,  H,K  et  les  branches  infinies  X  et  X^ 

Des  courber  osculatrices* 

94.  C*est  en  rapportant  une  courbe  à  sa  tangente  que 
nous  avons  appris  la  manière  de  déterminer  les  diverses 
circonstances  de  son  cours.  Les  géomètres  ne  se  sont 
point  bornés  à  comparer  ainsi  les  courbes  à  des  lignes 
droites  dont  elles  s'éloignent  bientôt  ^  mais  ils  se  sont 
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proposé  da  trouver  parmi  des  courbes  simples  comme 
la  parabole  »  le  cercle ,  etc.  celles  qui ,  dans  un  petit  es-* 
pace ,  s^approchent  le  plus  d'une  courbe  quelconque- 
La  tangente  d'une  courbe  étant  la  limite  de  toutes  lei 
droites  qui  rencontrent  cette  courbe  en  deux  points , 
on  peut  par  analogie  chercher  en  général  parmi  toutei 
les  lignes  d'une  espèce  donnée  »  la  limite  de  cdles  qui 
coupent  la  courbe  proposée  en  un  nombre  donné 
de  points. 

On  sait ,  par  exemple  p  qu'il  faut  trois  points  pour 
déterminer  un  cercle  ;  on  peut  supposer  que>  ^éê  troie 
points  soient  pris  sur  la  courbe  proposée  »  et  chercher  à 
quel  cercle  en  particulier  l'on  arrivera  si  les  tras  points 
viennent  à  coïncider.  Ce  cercle ,  que  nous  fiommons  lé 
cercle  oscillateur ,  sera  la  limite  de  tous  les  autres  i  comme 
la  tangente  est  celle  de  tontes  les  sécantes. 

Celle-ci  se  détertoine  par  leis  deux  cokisrantés  qui 
entrent  dans  son  équation  (  Trig.  64  )  i  et  le  ^cercle 
par  les  trois  constantes  qui  expriment  T^bécissé  et  l'or* 
donnée  de  son  centre,  et  la  grandeur  de  son  •  rayon 
(  Trig.  73  ). 

.  Il  est  visible  que  lorsqtfe'  deux  courbes  quelconques 
DX  t  EYf  ont  trois  poirits  communs  M ,  JIT,  1^,  etc. 

FIG.  16.  ^g,  aS,  elles  ont  nécessairement  trois  ordonnées  com- 
munes» ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  il  y  a  deuntcôtésdu 

FIG.  2.  polygone  MM' M',  etc.  Jig.  a ,  qui  sont  inscrits  en  même 
temps  à  chacune  de  ces  courbes»  et  les  lignes  PM, 
M' Q  et  M"N^^  (  6a  )  ont  la  même  valeur  dans  l'une  et 
l'autre.  En  désignant  donc  par  x',y',  les  coordonnées  par- 

FIG.  25.  ticulières  au  point  M  dans  la  courbe  proposée  D  X,fyr,  srG, 
et  par  y  %  x  ^  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  seconde  courbe  £  Y,  nous  aurons  par  le  d^  69 
pour  les  points  M9  M! 9  V^ 
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yz=iy  1       r  y=y 

^  H  +etc.  =  i^fc  +  etc.  f      W+etc.=^+etc. 

-P^  A*+  ctc.=  JLlfc*+etc.  1      /r^+etc.=T-^+«c. 
dx*        "  dx*  J      fdx*  dx'* 

an  supposant  qu'on  ait  changé  x  en  x\  dans  les  ex- 

dv       d'v 
pressions  de  y .  -^ ,  -^-^ .  etc.  tirées  de  Féquationde 

dx     dx* 

la  courbe  EY.  Maintenant  si  on  passe  à  la  limite  par 
la  supposition  de  hzz^o  ^  les  trois  intersections  se  réu- 
niront en  un  seul  point  de  contact,  pour  lequel  on 
aura  les  conditions 

Ay   _   d/^ 
dx  dx 

d*y  _  dy 
dx»"~djp'*' 

Supposons  que  la  courbe  E  Y  soit  le  cercle  repré- 
senté par  l'équation 

(^—  )•(  +y-fiy=yK  Trig.  73  )  ; 
en  la  difFérentiant  deux  fois  consécutives ,  nous  aurons 

(X— )  +  (y-M-g^  =  o     •  , 

et  il  faudra  qu'en  changeant  x  en  x\  dans  ces  équations  « 

elles  donnent  pour  y ,  -^  et  -^-2--  les  mêmes  valeurs 

*^        -^    ax        dx* 

que  celles  de  la  courbe  proposée ,  ou  bien  qu'elles  ioient 

,     ,    dy'      dW 
satisfaites  lorsqu'on  y  substituera  a/,  y',  -jfer>  t^- 

Cale,  dijf.  H 
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En  faisant  cette  dernière  substitution ,  elles  deyiendront 

mais  comme  les  quantités  dérivées  de  la  courbe  proposée 
sont  déterminées  puisqu'elles  appartiennent  à  un  point 
particulier  iKf»  il  faudra  que  les  quantités  «,  /S  ety  re« 
çoivent  des  valeurs  propres  à  vériEer  les  équations 
ci-dessus. 

En  déterminant  par  les  deux  dernières  équations  les 
valeurs  dey— yS  et  de  x' — m ,  pour  les  substituer  dans 
la  première,  on  trouvera 

y-^= — dy^ 

''-''- dx'\     dy^    J 

(da:'*4-dy*)"' 

^  ~       dx  dyf      • 

95.  Le  cercle  dont  nous  venons  de  déterminer  la 
grandeur  et  la  position  varie  pour  chaque  point  dç  la 
courbe ,  puisque  les  quantités  ê^,  fi  et  y ,  qui  le  carac- 
térisent f  sont  des  fonctions  de  x'  et  de  y\  Il  jouit  de 
propriétés  remarquables  »  qu'on  peut  découvrir  soit  par 
des  considérations  géométriques,  soit  par  des  considé- 
rations analytiques.  Nous  commencerons  par  exposer  les 
premières. 
^^^'  *7-  Soit  MM'M'M  \  etc.  fig.  27.  le  polygone  inscrit  à  la 
courbe  proposée.  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
M,  M'j  M'\  a  son  centre  placé  i  l'intersection  des  droites 
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NO  et  N'(y^  perpendicalaires  sur  le  milieu  des  droites  i 

MM'  et  M'Jlf".  Si  l'on  combine  avec  les  points  M'  et  M" 
UQ  quatrième  point  M*\  on  déterminera  par  ces  trois 
points  an  nouveau  cercle  dont  le  centre  sera  en  0\ 
à  l'intersection  des  droites  iV'O'  et  N*(y\  respectivement 
perpendiculaires  sur  le  milieu  des  côtés  M' M' et  MM'". 
En  concevant  que  la  même  opération  soit  continuée 
dans  toute  Tétendue  du  polygone  MM  MM*'',  etc.  les 
centres  de  tous  les  cercles  »  que  Ton  considérera  succes- 
sivement,  formeront  un  polyçone  0  0'  0\  tel  que  tous 
ses  cAtés  prolongés ,  rencontreront  à  angle  droit  ceux  du 
premier  y  et  seront  les  différences  des  rayons  consécutifs 
KO^  N'O',  N'O",  etc.  une  portion  quelconque  0(y' 
de  sa  circonférence ,  sera  égale  à  la  différence  des  deux 
rayons  iVO  et  iV'O",  qui  la  termineront. 

Voyons  maintenant  comment  se  modifient  ces  pro- 
priétés lorsqu'on  passe  aux  limites,  c'est-à-dire  ,  lors- 
qu'on substitue  les  courbes  aux  polygones.  Les  points 
ilf ,  M'y  M\  venant  alors  à  coïncider^  la  droite  NO 
devient  normale  à  la  courbe  qui  est  la  limite  du  poly- 
gone MMMM''^  etc.  et  tangente  à  celle  qui  est  la  li- 
mite du  polygone  0  0/  &'\  et  le  cercle  qui  passe  par  les 
trois  points  MM'M"  devient  le  cercle  osculateur. 

Dans  cet  état  de  choses  »  supposons  que  DXyJig.  289  yig,  iS. 
représente  la  courbe  proposée  ,  FZ  celle  qui  contient  les 
centres  des  cercles  osculateurs  de  la  première ,  le  rayon 
M  0  du  cercle  osculateur  du  point  ilf- étant  tangent  à  I^ 
courbe  FZ ,  a  nécessairement  la  même  direction  que 
celle  que  prendroit  un  fil  enveloppé  autour  de  la  con- 
vexit^e  cette  courbe ,  lorsqu'on  le  développant  on  seroit 
parvenu  au  point  O  ;  on  remarquera  encore  qu'en  pour- 
suivant le  développement  de  0  en  0\  ce  fil  s'allonge  > 
roit  d'une  quantité  égale  i  TarcOCK  de  la  courbe  FZ, 

H  a 
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et  comme  par  ce  qui  précède  la  dilTéronce  des  rayonf 
OM  et  OM'  est  aussi  égale  au  même  arc  00' ^  il  s'en- 
suit que  le  bout  M  du  El  doit  encore  se  trouver  en  M' 
sur  la  courbe  proposée ,  qu'il  n'a  pas  dû  quitter  dans  le 
développement  effectué  depuis  l'un  de  ces  points  Jusqu'à 
l'autre. 

Ce  procédé  a  une  grande  analogie  avec  la  description 
du  cercle*,  c'est  la  courbe  FZ  qui  fait  l'office  de  centre, 
et  le  rayon  M  0 ,  au  lieu  d'être  constant ,  varie  pour 
chaque  point.  La  courbe  FZ  s'appelle  la  développée , 
la  courbe  DX,  sa  développante ,  et  le  rayon  du  cercle 
osculateur»  rayon  de  la  développée. 

En  général  le  cercle  osculateur  touche  et  coupe  la 
courbe,  comme  le  fait  la  tangente  à  un  point  d'inQexion 
(j/[)'  Les  cercles  osculateurs  augmentant  de  rayon  de  M 
enM\  i\  est  visible  que  l'arc  MM*  de  la  courbe  doit  se  trou- 
ver au-dessus  de  la  portion  MH  du  cercle  osculateur  au 
point  Met  au-dessous  de  la  portion  M' G' du  cercle  oscu- 
lateur enM^  De  plus,  comme  on  peut  toujours  concevoir 
les  points  M  et  M' assez  voisins  l'un  de  l'autre  pour  que 
la  différence  des  rayons  M  0  et  M'O'  soit  d'une  petitesse 
donnée ,  on  reconnoîtra  facilement  qu'il  ne  peut  passer 
aucun  autre  cercle  entre  la  courbe  et  son  cercle  oscula- 
teur ,  puisque  tout  cercle  d'un  rayon  plus  petit  que  MO 
passe  en-dedans  de  l'arc  GMH ,  tandis  que  tout  cercle 
d'un  rayon  plus  grand  que  STO',  se  trouve  an  dehors 
de  l'arc  G'M'H'. 

De  tous  les  cercles  qui  touchent  la  courbe  proposée 
au  point  M«  le.  cercle  osculateur  étant  donc  celui  qui 
s'en  approche  le  plus,  soit  avant,  soit  après  le  ^pntact, 
est  par  conséquent  celui  qui  diffère  le  moins  de  cette 
courbe  dans  le  point  que  nous  considérons.  La  cour- 
bure du  cercle  est  uniforme  dans  tous  ses  points ,  maïs 
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pour  des  arce  de  même  longueur  »  celle  d*un  petit  cercle 
est  plus  considérable  que  celle  d'un  grand,  en  sorte  que 
ies  courbures  de  ces  arcs  sont  en  raison  inverse  des 
rayons  des  cercles  auxquels  ils  appartiennent.  On  peut 
donc,  par  le  rayon  du  cercle  osculateur,  juger  de  la 
courbure  d'une  courbe  dans  Tun  quelconque  de  ses 
points.  Cette  considération  a  fait  donner  au  rayon 
du  cercle  osculateur  le  nom  de  rayon  de  courbure; 
et  on  voit  diaprés  ce  qui  précède  que  la  courbure 
d'une  courbe  est  en  raison  inverse  de  son  rayon  de 
courbure. 

Nous  terminerons  ces  remarques  en  faisant  observer 
que  la  développée  pei^t  aussi  être  considérée  comme  la 
limite  des  intersections  des  normales  de  la  courbe 
proposée,  prises  deux  à  deux  consécutivement,  puisque 
le  point  K  f  intersection  dès  deux  rayons  MO  et  M'O' 
qui  sont  perpendiculaires  à  la  courbe  DX  en  M  et  en  M\ 
s'approche  d*autant  plus  de  la  courbe  FZ  que  les 
points  M  et  M'  sont  plus  voisins  Vun  de  l'autre. 

96.  Four  montrer  comment  l'analyse  conduit  aux 
propriétés  précédentes  ,  reprenons  les  trois  équations 
du  n^.  g4  ;  en  faisant  disparoitre  les  différentielles  qui 
entrent  comme  diviseurs  dans  les  deux  derniers  termes , 
sous  aurons 

(*'-*)•+ (^-;8)«=>* (l) 

(x'-«)d»'+(/— i8)dy=o (3) 

d*'*+  dy+(y-i8)  dy=o (3). 

i'^  La  seconde  donnant 

est  (  S7  )  celle  de  la  normale  menée  du   point   dont 
les  coordonnées  sont  ce  et  ,â ,  c'est-à-dire ,  du  poial  O 

H  3 
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de  la  courbe  ¥Z  ^  au  point  M  de  la  courbe  pro- 
posée DX\ 

a°.  En  diSerentiant  les  deux  .premières  équations  par 
rapport  à  x\  y',  tt ,  fi  et  y ,  on  aura 

(ar'-.*)dx'+0r'-j3)d/  -  (x'— st)d'/— (/-/8)dA=ydy 
dx'»+dy'*+(/— ^)d»y— d:idx'— d/ôdy=o* 

Les  équations  (2)  et  (3)  réduisent  celles*ci  à 

_(a/-«)d— (y-/3)d^=>dy....  (4) 
d^àx'+àfiày  =  o (5) 

la  dernière  donne  -r-  =  — .  ^,  expression  qui  chan* 
çe  l'équation 

^-y  =  — dy  (— ^) 

en  y—fi  =  —{x'—^)      . 

et  qui  montre  par  conséquent  (67  )  que  la  normale  MO, 

est  tangente  à  la  courbe  FZ. 

dy' 
3®.  Si  on  élimine  x' — «,y — fi,  -r^,  entre  les  équa- 
tions (i) ,  (3),  (4)  et  (5),  on  aura 

ce  qui  donne  le  coefficient  dilTérentiel  de  y  y  par  rapport 
à  la  variable  «  ;  or  ^  85  )  cette  expression  est  aussi  celle 
du  coefficient  difTerentiel  de  Tare  de  la  courbe  dont  les 
coordonnées  sont  «  et  fi',  et  il  résulte  de  cette  identité 
que  le  rayon  du  cercle  osculateur  varie  par  les  mêmes 
différences  que  Tare  de  la  courbe  FjS'. 

97*  On  peut  prouver  aussi ,  avec  le  secours  de  l'ana- 
lyse qu'entre  la  courbe  proposée  et  son  cercle  oscula- 
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teur»  il  ne  peut  passer  ancnn  autre  cercle;  et  cette  pro- 
priété y  que  nous  avons  d*abord  déduite  de  la  considé- 
ration des  polygones ,  conduit  immédiatement  aux  autres. 

Lorsque  deux  courbes ,  dont  les  ordonnées  et  les  abs- 
cisses sont  désignées  par  x  tty  ,  a/  éty'  »  ont  un  point 
commun ,  il  faut  que  pour  Tabscisse  de  ce  point  on 
aitjr=/. 

£n  changeant  x  en  j/,  les  ordonnées  correspondantes 
a  Tabscisse  j/  -f~  ^  »  seront  respectivement 

^+  d*i^  dx'  i.a   +  dx'    1.2.3 +*'*=• 

d/fc       d^  Jl^         dY  Jl_  _r,,, 
y  ^àxfi^Ax'^  1.2  ^dx'*  1.2.3 +  ***"• 

prenant  la  différence ,  il  viendra 

/  ày        Ay'\h      /  à-y       d«y  \    h' 
\  dx       dx' /  1  "^  \  dx»       dx'»/  1.2 

^\àx^       àx'^  J  1.2.3  ^ 
Il  est  évident  que  si  pour  le  point  particulier  que  Ton  con- 

sidère,  on  a  ^=-r^,  la   distance    de   la  première 

courbe  à  la  seconde,  dans  le  sens  de  l'ordonnée ,  pourra , 

immédiatement  auprès  de  ce  point  devenir  moindre  que 

celle  de  tonte  autre  courbe  pour  laquelle  on  n'auroit  pas 

la  même  équation ,  et  qui  ne  sauroit  par  conséquent 

passer  entre  les  deux  premières. 

La  proximité  deviendroit  encore  plus  grande  si  Ton 

.  d*y       d*y 
avoit  aussi  -^ — j-=  ,  ^^.  Aucune  des  courbes  qui  ne  s^- 

îeferoient  qu'aux  deux  conditions 


dv      d/ 


H  4 
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c*e8t-à*dire ,  qui  n*auroient  qu*un  simplo  contact  ne 
pourroit  »  immédiatement  auprès  du  point  conàmnn , 
approcher  autant  de  la  seconde  courbe  que  le  feroit  la 
première,  et  ne  sauroit  passer  entre  Tune  et  Tantre. 

On  Voit  encore  que  Texpression  de  la  diiFérence  des 
ordonnées ,  ayant  au  premier  terme  le  facteur  h^  »  qui 
change  de  signe  torsqu*on  met  -—h  au  lieu  de  -{"  A»  >l 
arrive  en  général ,  au  cercle  osculateur  ce  qu*OQ  a  re- 
marqué pour  la  tangente  dans  les  points  d'inflexioa 
(  74  )  »  excepté  pourtant  dans  les  cas  particuliers  où 
I*on  auroit  aussi 

dy  _dy 

d*^"d*'^' 
Il  n*est  pas  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  considéra- 
tions pour  se  convaincre  que  les  courbes  peuvent  avoir 
entr  elles  des  contacts  plus  on  moins  immédiats.  En  aui^ 
vaut  la  marche  tracée  dans  le  n*'.g4i  on  trouveroit  que 
si  deux  courbes  avoient  quatre  points  communs  »  et  que 
que  Ton  déterminât  l'une  de  ces  courbes  de  manière  à 
faire  coïncider  les  quatre  points ,  on  auroit  en  même 
temps 

^  "^^      d*  ~  djc'  '        dx»  "d*'*  • 

_d3^_dy. 
dx^  ~da/3' 

ce  contact  diflTéreroît  des  précédens  en  ce  qu'aucune  des 
courbes  qui  n*en  auroient  que  de  Tespèce  de  ces  der« 
nîers,  avec  Tune  des  courbes  proposées,  ne  pourroit 
passer  entre  celle-ci  et  l'antre. 

En  employant  les  conditions  ci-dessus,  à  la  détermi- 
nation des  constantes  qui  particularisent  l'équation  dont 
les  variables  sont  X  et^',  on  voit  qu'il  faudroit  que  cetta 
équation  contint  quatre  constantes. 
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98.  Les  contacts  se  divisent  en  ordres  d*après  le 
nombre  de  points  d'intersection  qui  6*y  trouvent  réunis , 
ou  ce  qai  revient  au  même,  d*aprës  le  nombre  de  termes 
dont  ils  supposent  Tégalité  dans  les  développemens  des 
ordonnées  relatives  au  point  suivant.  Le  plus  élevé  de 
ceux  que  puisse  avoir  en  général,  la  courbe  touchante, 
avec  la  courbe  proposée ,  contact  dont  Tordre  est  niar-' 
que  par  le  nombre  des  constantes  que  renferme  Téquation 
de  la  première ,  se  nomme  oscillation. 

Ainsi  la  tangente ,  qui  ne  peut  avoir  en  général  qu*un 
simple  contact  du  premier  ordre ,  avec  une  courbe  don- 
née y  est  une  osculatrice  du  premier  ordre.  Le  cercle 
dont  Téquation  renferme  trois  constantes,  peut  avoir, 
ou  un  simple  contact  du  premier  ordre,  ou  un  contact 
du  second  ;  mais  ce  dernier,  étant  le  plus  élevé ,  prend  le 
nom  d'oscnlation,  et  distingue  le  cercle  osculateurde  tous 
les  cercles  tangens. 

9g«  Je  ne  m'étendrai  pas  beaucoup  sur  l'application 
des  formules  du  n®.  94 ,  parce  que  cette  application  n*a 
aucune  difficulté  lorsqu'on  possède  bien  le  mécanisme 
du  Calcul  différentiel.  N  ayant  plus  à  considérer  que 
les  coordonnées  de  la  courbe  proposée,  j*omettrai  les 
accens ,  et  je  prendrai  en  conséquence 

_  (djp«+dy»)* 
^~        àxdy 

^ dy{dx-  +  dy-) 

~  dxd*/ 

dj?»  +  dy^ 
d\y 
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L^éqaation  générale  des  lignes  da  second  ordre 

conduisant  à 

d)'  = ^— , 

,a  fliiydjc'~(m4.anjf)djfdy [4/iy*'-^m-f  !iwjp)*]djr» 

il  en  résultera 

Si  l'on  substitue  la  valeur  de  y  dans  cette  expression» 
on  aura 

(m*  +  4m(i  +  n)x+4n(i+n)x»f 

Telle  est  Texpression  générale  du  rayon  de  conrbare 
dans  les  lignes  du  second  ordre  ;  on  la  particularisera  en 
donnant  à  m  et  à  n  les  râleurs  qui  conviennent  à  chaque 
espèce  de  ces  lignes  (  Trig.  i47  )^ 

Si  l'on  fait  71  =  0,  la  courbe  proposée  deviendra  la 
parabole,  et  Ton  aura 

Ce  résultat ,  qui  exprime  la  valeur  du  rayon  de  cour- 
bure ,  se  réduit  à  -m^  lorsque  jc  =0;  ce  qui  nom 

apprend  que  la  courbure  dé  la  parabole  à  son  sommet , 
e^t  la  même  que  celle  du  cercle  décrit  d'un  rayon 
égal  au  demi-paramètre.  Le  rayon  du  cercle  osculateur 
devenant  plus  grand  à  mesure  que  x  augmente,  la 
courbure  de  la  parabole  diminue  en  même  temps  et 
tend  san*  cesse  à  s'anéantir.  En  rapprochant  la  valeur 
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de  y  de  celleqn'on  a  trouvée  daos  len^.  66  pour  la  nor- 


^^  7  J 

maie,  on  verra  que  7^  = ,   ou  que  le  rayon  de 


tTU* 


courbure  dans  la  parabole  est  égal  au  cube  de  la  nor^ 
maie  divisé  pat  le  quatre  du  demi^paramètre» 

On  obtiendroit  de  même  lea  expressions  de  x  — « 
et  de  y — fi  ;  et  mettant  pour  y  sa  valeur  ,  on  auroit 
deux  équations  en  x,  «t  et  jS ,  desquelles ,  éliminant  x, 
on  déduiroit  Téquation  en  «  et  ^8,  appartenante  à  la 
développée.  Je  n'eSTectuerai  ce  calcul  que  pour  la  para- 
bole.  On  a  dans  ce  cas 

,        mdx         ,.  m^dx* 

^y'^'ir'»    ^y= — Tir-» 


^y        -"         4y 

et  il  vient 

on  conclut  de  la 

4y3  j|y«  1 

— ^=-^,  x— «t= ï^ m; 

m*  ma 

mettant   dans  chacune  de  ces  équations ,    pour  y  sa 
valeur  m*  x  *,  il  viendra 

a       4^^  * 

— .^  = j— .,  x— «  =— fia; m; 

771 

prenant  ensuite  la  valeur  de  x  dans  le  second  résultat, 
pour  la  substituer  dans  le  premier ,  on  obtiendra 

3^  2     ''  37771^         a 
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la  dernière  de  ces  équations  appartient  à  la  développés 

de  la  parabole.  Si  on  j  change  «t  —  4  m  en  «  ^  oo  qn'on 

FIG.29.  porte  Torigine  des  abscisses  en  D,Jig,  129  ^  on  pourra 

lui  donner  cette  forme  très-simple ,  /3*= ,    qui 

nous  montre  que  la  courbe  DF  est  une  des  paraboles 
du  troisième  ordre  (^) ,  composée  de  deux  branches  DF 
et  Df,  dont  la  première  engendre  par  son  dévelop- 
pement la  branche  i^X  de  la  parabole  ordinaire  Xdx, 
et  la  seconde; produit  la  branche  Ax. 

100.  Il  faut  observer  que  pour  la  description  de  la 
parabole  XAx ,  par  le  développement  de  la  courbe 
FDf,  le  fil  enveloppé  autour  de  Tune  ou  de  l'autre  des 
branches  DF  et  Dfy  doit  avoir  au  point  D ,  dans  le , 
prolongement  de  la  tangente  BD,  une  longueur  AD 
égale  au  rayon  de  courbure  au  point  A  »  c'est-à-dire , 
à  la  moitié  du  paramètre  de  la  proposée;  tout  autre 
point  9  tel  que  I«  pris  sur  ce  fil ,  prodniroit  une  courbe 
différente.  Si  le  point  Itomboit  sur  le  point  JD  »  lo  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  décrite  alors ,  seroit  nul  à  ^on 
origine,  et  par  conséquent  elle  auroit  à  ce  point  une 
courbure  infinie  (  95  ). 

On  voit  aussi  que  puisque  la  longueur  de  Tare  DF 
est  égale  à  la  différencs  qui  se  trouve  entre  le  rayon 
de  courbure  correspondant  MF,  et  le  rayon  de  cour- 
bure ADF  qui  appartient  à  Torigine,  la  courbe  FDf 


(*)  L'éqaation  y^^=mx  étant  géoéralisée  ainsi  :  y^=sm»^j  re- 
présente nne  famille  de  coarbes ,  dont  la  parabole  ordinaire  n'est 
qu'un  cas  particulier  ;  on  les  nomme  aussi  paraboUs  ,  mais  on  les 
distingue  par  l'exposant  de  Icor  degré. 
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est  rectifiable,   c'est-à-dire,    qu'on  peut  assigner  une 
ligne  droite  qui  lui  soit  égale  en  longueur. 

Cette  remarque  est  générale ,  car  puisqu'on  peut  ton* 
jours  parvenir  à  l'expression  du  rayon  de  courbure  des 
courbes  algébriques ,  les  développées  de  ces  courbes 
sont  toutes  rectîBables. 

Des  courbes  transcendantes. 

loi.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  des 
courbes  algébriques  »  nous  allons  maintenant  faire  con- 
noître  quelques-unes  des  courbes  transcendantes  les  plus 
remarquables:  on  nomme  ainsi  celles  dont  l'équation 
ne  peut  s'obtenir  en  termes  algébriques.  Nous  nous  occu- 
perons d'abord  de  la  Logarithmique  ou  de  la  courbe  dans 
laquelle  les  ordonnées  sont  les  logarithmes  des  abscisses. 

On  a  dans  cette  courbe  y=\x ,  et  quand  on  fait 
x=i  ,  il  vient  jr  =  o  ,  ce  qui  fait  voir  qu'elle  rencontre 
l'axe  AB  SLu  point  E  >  Jifr.  5o ,  où  l'abscisse  A  E  est  FIG.  50. 
égale  à  l'unité.  La  branche  EX,  qui  répond  Aux  abs- 
cisses positives  plus  grandes  que  l'unité ,  est  InGnie , 
puisque  les  logarithmes  de  ces  abscisses  croissent  tou- 
jours. Dans  la  partie  ^£,011  les  abscisses  sont  des 
fractions,  les  ordonnées  sont  négatives  et  augmentent 
à  mesure  que  ces  fractions  diminuent ,  en  sorte  que  la 
branche  Ex  a,  pour  asymptote  la  partie  négative  Ac 
de  l'axe  des  ordonnées  :  enfin  la  logarithmique  ne  s'étend 
point  du  côté  des  abscisses  négatives ,  parce  que  leurs 
logarithmes  sont  imaginaires  (  voyez  le  Traité  du  Calcul 
différentiel  et  du  Calcul  intégral  ). 

En  difFérentiant  l'équation  ^  =  Ix,  il  vient 

— ~-= —  (a?  )•,  on  voit  par  la  que  la  tangente  de 

QX         X  o  % 

cette  courbe  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  abscisses 
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lorsque  a:  =  0|  et  qu'elle  ne  lui  est  parallèle  qa*ea 
supposant  0?  infini  (74).  L'expression  générale  de  la 

soutangente  (64)  donne  P  T=  -j^  ;  ^mais  en  chas- 
sant y  on  introduit  le  logarithme  de  x,  ainsi  cette  ex- 
pression est  transcendante  ;  cependant  en  prenant  la  sou- 

d  y 
tangente  OD  sur  Taxe  AC ,  on  aura  ODsrx-j^zrzM, 

QX 

résultat  bien  remarquable ,  puisqu'il  nous  apprend  que 
la  soutangente  0  D  est  constante  et  égale  au  module  ^ 
pour  tous  les  points  de  la  courbe.  On  trouveroit  de 
même  que  la  tangente,  la  sounormale  et  la  normale, 
prises  par  rapport  à  Taxe  AB,  sont  transcendantes  à 
cause  que  l'ordonnée  j^  entre  dans  leur  expression  »  mais 
qu'elles  deviennent  algébriques ,  lorsqu'on  les  considère 
à  l'égard  de  Taxe  A  C. 
Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure.  Oo  a 

*"'"dx»"~       X*       '         dx*~""x*' 

dou    (^4  )y=^—^ , 

(x*-f  M')  (  x'-f  itf») 

^_^_ M         •  '"*- X • 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  considérer  la  développée  ,  qui 
seroit  nécessairement  transcendante;  j'observerai  seu- 
lement qu'on  pourroit  obtenir  l'équation  différentielle  de 
cette  courbe,  en  éliminant  par  le  moyen  des  valeurs 
de  y — fi,  de  x— -«  et  de  leurs  différentielles,  x,  dx 

dx 
et  dy  de  l'équation  dy=M . 

Les  logarithmiques  diffèrent  entr'elles  à  raison  du  Qio- 
dule  relatif  au  système  de  logarithmes  qu'elles  représen* 
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tent.  L'équation  x  =  A   donne ,  en  prenant  lei  loga- 
rithmes népériens,  Y  x  =::yYAf  d*où 

y-TA' 

résultat  dont  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  le 

logarithme  de  x  calculé  pour  un  module  égal  à  — j>: 

A 

cette  équation  appartient  donc  à  une  logarithmique. 

loa.  La  cycloide  ou  la  courbe  décrite  par  un  point 
pris  sur  la  circonférence  d*nn  cercle ,  pendant  que  ce 
cercle  roule  sur  une  ligne  droite  donnée  de  position , 
est  encore  une  courbe  transcendante  ;  la  relation  entre 
aes  ordonnées  et  ses  abscisses,  dépend  des  arcs  du  cercle 
générateur  :  voici  comment  on  peut  l'exprimer. 

L'origine  du  mouvement  du  cercle  étant  arbitraire ,  je 
la  prends  au  point  A  yjig.  3i ,  où  le  point  décrivant  M,  *  ^'' 
se  trouToit  sur  la  droite  A  B  parcourue  par  le  cercle  gé- 
nérateur QMG.  Puisque  ce  cercle,  en  roulant,  applique 
successivement  tous  les  points  de  sa  circoxiférence  sur  la 
droite  ABf  il  est  évident  que  lorsqu'il  est  parvenu  dans 
une  situation  quelconque  QMG,  la  distance  AQ  est 
égale  à  lare  MQ ,  compris  entre  le  point  qui  touche  la 
droite  AB  en  A,  et  le  point  Q  qui  la  touche  dans  la 
position  actuelle. 

Elevons  sur  AB,  parle  point  Q,  la  perpendiculaire 
Q  0 ,  qui  passera  par  le  centre  du  cercle  générateur,  et 
menons  MN  parallèle  k  AB:  MN  sera  le  sinus  de  Tare 
MQ,  et  N Qejx  sera  le  sinus  verse. 

Faisons 

ÇO  =  a,         AP^x,         PM=zQN=:y, 
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e^  Dons  aurons 

MN=Vfxay^y\    x=AQ—PQ  =  arcMQ  —  Mlf 


ou 


*  =r  arc  ilf  Q  —  l/  2  fljf  — y^. 


L*arc  MQ  ayant  MN  pour  sinuA  est  donné  par  la  ya- 
riable  j^.  On  le  fera  disparoître  par  la  difFërentiation, 
en  te  servant  de  la  formule  da  n*.  85  >  dans  laquelle  a 
représente  aussi  le  rayon  et  où  le  sinus  est  désigné  par  x. 

En  substituant  r  a  ay — y*  >  au  lieu  de  x  dans  cette  for- 
mule, on  en  tirera 

d.arcilfQ  = 


et  on  aura  ensuite 

^^_        ^^y       _aày'^yày 


ou 


àx=    y^y 


V^ay—y^ 
telle  est  Féquation  diSFérentielle  de  la  cycloïde  (^). 


(*)  Si  on  vonlolt  calcRier  la  loognenr  de  l'arc  AfQ^  d*après  fon 

•liras  par  le  moTea  des  tables  trfgoaométriqaes ,  afin  de  construire  la 

coQibe,  il  fandroit  d'abord  rapporter  an  rayon  i  le  sioot  MN  ^  re« 

TÊ.tf  j  I  / 

latif  an  rayon  a,  et  l'on  auroit ,  on  -r  a^^— y*  .     Dési- 

gnant  par  t  la  longueur  de  l'arc  relatif  à  ce  dernier  sinns,  celle  de 
l'arc  Af(^  anra  nécessairement,  avec  le  fuadrans  dn  cercle  dont 
il  fait  partie  ,  le  même  rapport  que  l'arc  r ,  arec  le  quairans  des  ta- 
bles; il  en  résultera 

arc  MÇ^  =:  a  r 

II/ 

et  f  :=arc  >  dont  le  sians  si  -'^  »*/-^ % 

Rien 
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Rien  n*est  plus  facile  maintenant  que  d'obtenir  les  ex- 
pressions de  la  soutangente  et  de  la  tangente,  de  la 
sounormale  et  de  la  normale ,  dans  la  cycloïde.  On 
trouve ,  par  les  formules  générales  des  numéros  64  et  65» 


On  peut  construire  ces  valeurs  d'une  manière  très-sim-^ 
pie;  car  il  est  aisé  de  remarquer  que  MPouy  étant  consi- 
déré comme  Fabscisse  QjYdans le  cercle  générateur  Qilf(x^ 
Ja  valeur  donnée  ci-dessus  pour  PR  est  précisément 
celle  de  Tordonnée  MN  de  ce  cercle,  et  que ,  par  con- 
séquent, la  normale  se  confond  avec  la  corde  de  Tare 
3f  Q ,  comme  on  peut  le  voir  aussi  par  Texpression  de 
MR  :  il  suit  de  là  que  la  tangente  3f  T  est  le  prolonge- 
ment de  la  corde  M  G.  Si  on  imagine  que  le  cercle 
QMG,  glisse  sur  le  point  Qpour  atteindre  une  position 
quelconque  gmgt  les  lignes  mf  et  mg^  resteront,  mal- 
gré ce  changement,  parallèles  aux  lignes  MQet  MG-^ 
il  suffira  donc ,  pour  construire  la  tangente  et  la  nor- 
male dans  un  point  donné  M ,  de  rapporter  ce  point 
sur  le  cercle  fixe  q  mg ,  ce  qui  se  fera  en  tirant  la  droite 
Mm  parallèle  à  AS  ,  et  àe  mener  ensuite itfT parallèle- 
ment à  m  g  et  M  Q  parallèlement  imq. 


la  première  équation,  en  mettant  pour  t  sa  valeur,  s'écrit  ainsi 

1  i  / 

jr  =:  arc (  sin  = -r    ^  a  y  ^-^  y*"  )  ; 

et  en  diflPerentlant  d'après  la  règle  du  n*  Sa,  on  retombe  sor  le  ré- 
soltat  qne  nous  avons  donné  cl*des«as. 

CfiL.  dif.  I 
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io3.  Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure* 
Eu  diffëreutiant  l'équation 

dx=   y^y  . 

j  obtiens  9  puisque  àx  est  constant  ^ 

^2ay^^y^ 
réduisant  et  divisant  par  j^ ,  il  vient 

d*où  je  tire 

fiubstituant  cette  valeur  et  celle  de  ày  dans  l'expression 
du  rayon  de  courbure  (  g4  )»  je  trouve*  après  les  ré- 
ductions nécessaires^ 

Ce  résultat  nous  fait  voir  que  le  rayon  de  courbure  MM' 
est  double  de  la  normale  M  Q ,  et  qu'il  ne  peut  par  con- 
séquent devenir  plus  grand  que  le  double  du  diamètre 
du  cercle  générateur ,  diamètre  qui  est  à-la-fob  l'ordon- 
née et  la  normale  de  la  cicloïde  au  point  /,  où  le  con- 
tact Q  a  parcouru  la  moitié  de  la  circonférence. 

Les  expressions  de  x  —  «  et  dey  —/3  donnent  en- 
suite 

jf— i8=ay^,        X— «  =  — 2K   aaj^  —  J^*; 
on  conclut  de  là 

/8  =  — y,       Mz^x-^-  uVaiay — y^ 
ou  EM'=zPM,        AE  =  AP  +  2MN. 

il  en  résulte  que  la  développée  de  la  cycloïde  est  une 
autre  cycloïde  égale  à  la  première ,  mais  posée  en  sens 
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inverse.  Eo  effets  si  on  mène  A'B'  parallèle  à  AB,  à  une 
distance  ^d^I  égale  au  diamètre  du  cercle  générateur  «  et 
qu'on  prenne  le  point  A'  pour  l'origine  des  coordonnées  > 
on  aura 

A'F=z     El=Al  -^AE  z=lAI  —^P  —  aAfN 

=iGMQ— arcMQ— MJV=arcMG— MiV(iof) 
FAI'=    EP'  —  EM'=::GQ^PM=GK 

Maintenant  si  l'on  fait 

tin  obtiendra 

M  N=  V2aY—Y\     X=  arc  MG—{/staY—Y^  ; 

il  est  visible  y  par  la  dernière  équation,  que  X  et  Y  ne 
«ont  autre  chose  que  les  coordonnées  d'une  cycloïde 
décrite  par  le  même  cercle  générateur  que  la  pre- 
mière. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement 
des  considérations  géométriques,  lorsqu'on  est  parvenu 
à  connoitre  le  rayon  de  courbure.  En  prolongeant  la 
droite  GQ  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontré  A^B*  taa  Q^,  et 
menant  Q^Bf  ,on  formera  les  triangles  GMQet  QM'Q^ 
égaux  entr'eux  ;  l'angle  QMQ^  sera  donc  droit,  et  si  on 
décrit  sur  QQ  comme  diamètre ,  un  cercle,  il  passera 
par  le  point  M' et  sera  égal  au  cercle  générateur.  Cela 
^  posé,  puisque  rarcM'Q'e5t  le  supplément  de  M'Q, 
qui  lui-même  est  égal  à  M  Q ,  on  aura 

arcAf'Q' =  QMC— arc  AT  Q 

z=AI—AQ^Ql=A'Q', 

ce  qui  montre  bien  clairement  que  la  développée ^'ilf^^ 
est  une  cycloïde  décrite  par  le  cercle  QM*Q\  roulant 
guvAfB'deAyersB'. 

I  a 
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Si  donc  on  fait 

ON=:î,         AM=u, 

et  qae,  prenant  pour  imité  le  rayon  AN,  on  repré- 

t 
sente  par  2  v  la  circonférence  0  GO ,  on  aura  u =• 


Les  variables  de  cette  équation  sont  ce  que  les  g|éo« 
mètres  appellent  des  coordonnées  polaires.  Le  centre  A 
du  cercle  OCO^  se  nomme  le  pôle;  la  ligne  AM,  assu- 
jettie à  passer  toujours  par  ce  point,  est  le  rayon vec' 
teur ,  et  tient  lieu  de  Tordonnée  de  la  courbe  >  tandis  que 
Tare  0  N  remplace  Fabscisse. 

La  spirale  que  nous  venons  de  considérer ,  et  qui  porte 
le  nom  de  spirale  ctArchimède  n'est  qu'un  cas  particulier 
des  courbes  que  représente  Téquation  u  =  Al^ ,  en 
donnant  à  n  toutes  les  valeurs  possibles.  Lorsqu'on  fait 
n=: —  i>  onau=  Af^  ou  utz=A,  équation  qui  ap- 
partient à  la  spirale  hyperbolique.  Si  au  lieu  de  la  dis- 
tance i4i(f,  onprenoît  pour  u  la  partie  MiVdn  rayon 
vecteur,  comprise  entre  le  point  Af  et  la  circonférence 
du  cercle  0  G  0,  léquation  u^=  At  seroit  celle  de  la 
spirale  parabolique,  ou  de  la  courbe  qu*on  fonneroit  en 
roulant  Taxe  d'une  parabole  autour  du  cercle  OG-y 
les  ordonnées  se  trouveroient  alors  perpendiculaires 
à  la  circonférence  de  ce  cercle ,  et  tomberoient  suraes 
rayons. 

Tant  que  n  est  un  nombre  positif,  les  spirales  données 
par  l'équation  u  =  ^IT,  prennent  leur  origine  au  pointue  ; 
mais  quand  n  est  négatif,  u,  d* abord  inCoi,  lorsque 
<z=o,  diminue  à  mesure  que  cet  arc  augmente;  et  à 
chaque  nouvelle  révolution  le  point  décrivant  s^approche 
du  point  A  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre. 
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lo5«  Lorsqu'on  rapporte  les  courbes  à  des  coordon- 
nées polaires  y  la  dîSPérentîelle  première  du  rayon  vecteur 
A  Mjjig.  33 1  est  la  partie  CM'  retranchée  du  rayon  vec-  fiq.  j;. 
tenr  suivant  »  par  l'arc  de  cercle  MQ  décrit  du  point  A 
comme  centre ,  avec  le  rayon  MA,  On  regarde  ce  petit 
arc  comme  une  ligne  droite  (  83  )  i  et  le  triangle  MQM^ 

comme  rectiligne»  ce  qui  donne  JAtS-^y  QAC4-  QVH. 
Lorsqu'on  mesure  Tanglc  AL^'ATpar  un  arc  de  cercle  NIV' 
décrit  d'un  rayon  AU  égal  à  l'unité,  on  a  QM=udt> 


et  QM!  étant  du,  il  vient  Afaf=l/du»+u*d£N 

106.  Si  on  mène  A  T  parallèle  i  la  corde  du  petit 
arc  QMi  et  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  rencontre  de 
cette  droite  le  côté  MM  du  polygone  inscrit  à  la  courbe , 
on  aura  par  la  similitude  des  triangles  MQM  et  MAT, 

QM'AM 
QM~  AT' 

Lorsqu'on  passe  aux  limites  ,  la  corde  QM  peut  être 
prise  pour  l'arc ,  l'angle  QMA  doit  être  regardé  comme 
droit,  la  ligne  MT  comme  tangente  à  la  courbe,  AT 
comme  perpendiculaire  à  ^ilf ,  et  l'on  a 


du 
uàt~ 

u 
AT' 

AT= 

u*ât 

1        '• 

d'où  l'on  conclura 

du  ' 

107.  La  différentielle  seconde  d*u ,  étant  la  différence 
entre  deux  différentielles  premières  consécutives,  sera 
représentée  par  J^f'Q'— Af  Ç,  et  il  faudra  observer  que 

14 
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lorsqu'on  suppose  Tare  NN'  constant ,  ou  qu*on  fait  tou- 
jours varier  Tangle  t  de  la  même  quantité ,  les  arcs  QM, 
Q[J^t  ne  sont  pas  pour  cela  é^aux  entr  eux,  car  ils  sont 
tous  de  rayons  differens. 

Nous  pourrions  déduire  de  là  les  expressions  des  tan- 
gentes ,  des  normales  »  etc.  mais  nous  préférerons  d'ap- 
pliquer aux  courbes  qui  sont  rapportées  à  des  coordon- 
nées polaires ,  les  expressions  des  soutangentes ,  des 
tangentes  y  etc.  que  nous  avons  trouvées  relativement 
à  des  coordonnées  rectangles ,  parce  que  ce^a  nous  four- 
nira Toccasion  de  transformer  les  coordonnées  du  pre- 
mier système  dans  celles  du  second  ,  et  de  montrer  com* 
ment  on  peut  passer  de  Tun  à  Tautre.  Cela  sera  d*autant 
plus  utile ,  qu'on  rapporte  quelquefois  les  courbes  algé- 
briques à  des  coordonnées  polaires;  on  le  fait  sgr-tout  à 
regard  des  courbes  du  second  degré ,  en  prenant  leur 
foyer  pour  pôle. 

FIG .  52.  ^^^'  Plaçons  au  point  A ,  Jig.  3a ,  pour  plus  de  sim- 
plicité,  Torigine  des  coordonnées  rectangles  ;  soitQO=m» 
Tare  intercepté  entre  le  point  Q ,  situé  sur  l'axe  des 
abscisses  i4£  et  le  point  0 ,  origine  de  l'arc  i.  En  menant 
Pitf  perpendiculaire  sur  ^  £ ,  et  en  observant  que  Tan- 
gle  MAP  est  mesuré  par  Tare  NQ  égal  à  ^— m>  nous 
aurons 

7m=^"+pm\ 

AP  =AMco8NQ, 
PM=AMsinNQ, 

ou  u=A^a^+y^, 

x=ucoa{t  —  m), 
j'z=3Msin(t  —  m). 
Au  moyen  des  deux  dernières  valeurs  >  on  changera 
toute  équation  algébrique  entre  x  tty ,  dans  une  autre 
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qui  ne  contiendra  pins  <}ne  le  ainns,  le  cosinus  de  Tare  t 
et  le  rayon  yectenr  u.  Ces  valeurs  donnent  aussi 

cos(<— m)=-,  8În(*^-m)='«^: 

'      u  u 

d'où  on  tirera  des  valeurs  de  cos  t  et  de  sin  <  en  x ,  y,  u, 
êin  m  et  cosm»  qui,  substituées  dans  une  équation 
quelconque  entre  u,  sint  et  cost,  conduiront  à  un  ré- 
sultat ne  renfermant  plus  que  X  et  y,  puisqu'on  pourra 

remplacer  u  par  Vx*+y^, 

SI,  pour  abréger,  on  suppose  que  la  ligne  AB  se  con- 
fonde avec  la  ligne  AO ,  on  aura  seulement 

X  y 

cos<=-,  sint=:^. 

u  u 

Lorsque  F  équation  en  u  et  t,  qu'on  se  propose  de 
transformer ,  contient  Tare  t  lui-même ,  il  n'est  plus  pos- 
sible d'obtenir  une  relation  algébrique  entre  x  et  y  ^ 
puisqu'on  n'en  a  point  de  semblable  entre  l'arc  t ,  son 
sinus  et  son  cosinus  ;  mais  on  parvient  ainsi  qu'on  va  le 
voir ,  à  une  équation  différentielle ,  qui  ne  contient  plus 
que  X,  y  f  àx  et  d^. 

On  tire  des  valeurs  trouvées  ci-dessus  >  pour  u,  x  et  y, 

du  =  d.i^x»+y», 
dx=:ducos(<-— m)  —  uatsin(.t  — m), 

dy=dusin(t— m)  +  udtcos(t — m)\ 
aï  on  élimine  du  des  deux  dernières  équations,  il  viendra 

,    d^cos(t— m)— dxsin(^— m)  ^ 

u 
mettant  pour  cos(t — m),  6in(t— m)  et  u,  leurs  va- 
leurs, on  aura 

.rdy— ydx 
d«=35 — ^   ,  -v . 


l38      TRAITÉéLÉMENTAIllS 

On  pourra  donc  chasser  de  Téquation  en  û  et  f ,  et 
de  sa  différentielle  les  quantités  u  »  cos  t ,  sin  t ,  d  u  et  6t; 
les  deux  résultats  qu'on  obtiendra  ne  contenant  plus 
que  t,  on  fe  fera  disparoitre  par  rélimination. 
Prenons  pour  exemple  Téquation  u=At^,  qui  donnjft 

n 

les  expressions  de  u ,  de  du  et  de  d  t ,  étant  indépel^• 
dantes  de  l'angle  m,  il  viendra ,  en  les  substituant  et 
en  réduisant  au  même  dénominateur, 

— (a^+^»)«'"(»dj?+J'dy)=i4  "(xdy — yàx). 

» 
Avec  cette  équation  ondétermineroit  les  soutangentes 

les  tangentes,  etc.  des  spirales ,  en  faisant  usage  des  for- 
mules du  n**.  64  ;  mais  il  sera  plus  simple  et  en  mênift 
temps  plus  général  de  transformer  ces  formules  relati- 
vement aux  variables  u  et  f ,  et  c'est  ce  que  nous  allons 
faire. 

109.  L'expression  de  là  soutangente  devient»  en  met* 
tant  pour  y  et  —  leurs  valeurs , 

„-,     .  .  ,         -  ducosff  —  m)  — ud^sin  C^— »») 

F  r=Msm(^ — rn)  -= — r-r 4—; — 5 7 r- 

'  àusin{t — m)  +  udtcos(<  — m) 

On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat ,  en  observant  que 
la  situation  de  la  ligne  des  abscisses ,  sur  laquelle  tombe 
la  distance  P  T,  est  arbitraire ,  et  qu'on  peut  par  consé- 
quent prendre  toujours  m  tel  que  Tare  QiV,  soit  ii, 
auquel  cas  l'ordonnée  PM  se  confond  avec. le  rayon 
vecteur  i4M,  co8{t  —  7ii)=o,  8in(f  —  m)=i,et/T 

se  change  en  A  T  ==—  -; — . 

da 
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On  construira  la  tangente  en  menant  par  le  point  A 
une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  AM,  et  en  portant 
sur  cette  droite  la  valeur  de  A  T\  donnée  par  la  formulo 
ci-dessus. 

Si  on  applique  cette  formule  à  Téquation  u^ssA  f, 

on  trouvera 

u*  A 


^r=— 


nAt!""'  n 


Dans  la  spirale  de  Conon ,  on  a  ii=i  et  il  =  —  ;  il  en 

résulte  A  T'=—  — »  On  voit  par  cette  expression  que 

lorsque  ^=r2T,  ou  qu'après  une  révolution  du  rayon 
décrivant,  la  sontangente  est  égale  à  la  circonférencs 
rectifiée;  on  trouvera  une  soutangente  quadruple  aa 
bout  de  deux  révolutions  et  ainsi  de  suite ,  comme  Ta 
remarqué  Archimède. 

Lorsque  ns-*  i ,  pe  qui  est  le  cas  de  la  spirale  hy- 
perbolique,  on  a  AT'^^A^  c'est-à-dire  ^  que  la  son* 
tangente  de  cette  courbe  est  constante. 

Je  ne  m'arrête  point  à  la  recherche  de  la  sourtbrmale 
et  de  la  normale ,  parce  qu*on  les  obtient  facilement 
lorsque  la  soutangente  est  connue. 

Jobserverai  seulement  que  -T=r-=— ; —  >    exprime 

AM        du 

la  tangente  de  Tangle  qae  fait  avec  le  rayon  vecteur 

AMlsL  droite  T'M,  qui  touche  la  courbe  au  point  M, 

et  qu'on  a 


lio.  Si  dans  la  différentielle  de  l'arc  AM,  qui  est 
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on  substitue  pour  dx  et  ày  leurs  iralenrs  en  coordon- 
nées polaires  »  on  aura 


d«  =  l/du*+i**d^% 

ainsi  quon  le  concluroit  immédiatement  en  regardant 
FIG  35    ^®  triangle  curviligne  MJHfQ.fig.  33 ,  comme  redîligne 
et  rectangle  :  forme  dont  il  diiFère  d'autant  moins  que 
les  points  M  et  M*  sont  plus  rapprochés. 

111.  La  diiFérentielle  de  Taire  A  DM  y  prise  rela- 
tivement aux  coordonnées  polaires ,  n'est  pas  un  tra- 
pèze, comme  dans  le  cas  des  ordonnées  parallèles ,  mais 
un  secteur  AM3f.  En  passant  aux  limites ,  le  rapport 
de  ce  secteur  avec  la  diiFérentielle  NN'  sera  le  même  que 
la  limite  des  rapports  que  les  secteurs  AMQ,  AM'R , 
entre  lesquels  il  se  trouve  compris  et  qui  tendent  vers 
l'égalité  ,  ont  avec  la  même  différentielle  NN'.  On  con- 
clura de  là  que  l'aire  AD3f  étant  représentée  par  s  »  on 
doit  avoir 

as     AMXMQ     u*  ^        u*dt 

On  rencontre  souvent  l'expression  du  secteur  d  ^ ,  en 
coordonnées  rectangles ,  et  il  est  par  conséquent  utile 
de  la  remarquer.  Elle  se  déduit  de  celle  que  nous  venons 
de  trouver,  en  mettant  pour  àt  et  pour  u^  leurs  va- 
leurs trouvées  dans  le  n"*.  io8;  il  vient  alors 

,        X  d  y — y  d  x 

d5= — ^ — ^ . 

a 

1 1  s.  Passons  à  la  recherche  du  rayon  de  courburfir 
Ici  on  doit  observer  que  la  formule 


àxd'y 


(94) 


DE  CALCUL    DIFFÉRENTIEL.    l4l 

suppose  que  raccroissemen^  dx  demeure  constant  dans 
toutes  les  diiFérentiations  que  subit  la  fonction  y ,  et  que 
comme  les  coordonnées  polaires  t  et  u  sont  des  fonc- 
tioosde  X  et  de  y  y  elles  sont  implicitement  des  fonctions 
de  X,  et  varient  par  conséquent  ainsi  que  leurs  diffé- 
rentielles, lorsque  cet}e  dernière  quantité  reçoit  des  chan- 
^emens.  U  faudra  donc  differentier  les  deux  équations 

djr=diicos(t*-»m)— udtsin  (t— m) 
Ay=:dusin{t — îîi)  +  udtcos(t— m), 

en  y  faisant  varier  à  la  fois  dy,  du,  d  t ,  et  elles  don- 
neront 

o=d*wco8(^— m) — 2dud/  sin(^ — ni) — udH  sin(f — m) 

— udt  *  co8(t — m) 

d*^y=d*usin(t— m)4-ddudlcos(f*-m)-f-ud*^cos(t— m) 

— ud^^sin^^f— m). 

La  position  de  la  ligne  A B,Jig.  Sa ,  étant  arbitraire ,    FIG. su 
on  peut,  pour  simplifier  ces  expressions,  supposer  qu'elle 
Cv)ïncide  avec  A  M  et  faire  en  conséquence  <  — m=o  ; 
il  en  résultera 

8În(^— m)=:o,         cos{t  —  m)  =  i 

da:E=du,  ày^=udt 

o=d*u— udt»,       d*y—2àudt  +  udU 

idx-+dy-y_    idu-+u-dt-f     ^  ^ 
dxd^y  adu'dt+udud*f  ^  ^' 

Lorsqu'on  appliquera  la  dernière  formule ,  il  sera  né- 


(*)  On  parviendroit  À  cette  formule  sana  aupposer  f  — m^o, 
ponnrn  qn'on  substituât  pour  d*a  sa  valeur  tirée  de  l'éqnation  qui 
précède  l'expression  de  d*^'  9  et  qu'on  fît  ensuite  les  réductions  qui 
résultent  des  propriétés  des  sinus  et  cosinus. 
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» 

cessaire  dé  faire  varier  en  même  temps  les  deax  diflS-' 
rentielles  du  et  dt  des  coordonoées  polaires  u  et  f  »  en 
assujettissant  les  différentielles  d'u  et  d^t  i  TéquatioR 

o=d*u— udt% 
qoi  établit  nne  relation  entre  d*u  et  df^^  c'est-i-dnre , 
qa*il  faudra ,  dans  l'expression  de  dH ,  substituer ,  au 
lieu  de  d*ii  sa  valeur  uàt^,  tirée  de  l'équation  ci^lessas. 

1 13.  On  pourroit  calculer  de  même  les  expressions 
des  coordonnées  «  et  /S  de  la  développée  >  (  94  )  ;  mais 
lorsqu'on  fait  usage  des  coordonnées  polaires ,  on  a 
coutume  de  déterminer  la  position  du  centre  du  cercle 
osculateur  et  celle  de  la  normale  par  la  distance  3fE 
comprise  entre  le  point  M  et  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire EF,  abaissée  du  centre  du  cercle  osculateur  sur 
la  droite  A3f ,  ce  qui  donne  quelquefois  de  Télégance 
à  la  construction  du  rayon  de  courbure. 

On  voit  aisément  que  les  triangles  ilf^T' et  ilfE  F 

MF 

sont  semblables  et  donnent  ME=iA  T' -tt^tz^  ;  mettant 

pour  ilf  T'  et  pour  A  T'  leurs  valeurs ,  on  aura 

~      adu*dt+udud*t' 

1 14.  Pour  faire  une  application  des  formules  pré- 
cédentes >  je  prends  la  spirale  logarithmique  dont  Téqua-» 
tion  est  t  =  \u.  En  différentiant  il  vient  (27) 

,        „du  udt       _- 

df=M~,  ou  -; — =Af, 
u  du 

ce  qui  montre  (  loi)  )  que  dans  tous  les  points  de  cette 

courbe ,  la  tangente  fait  le  même  angle  avec  le  rayon 

vecteur. 

Une  seconde  diflerentiation  effectuée  sur  Téquation 

lidt  — M  du=c. 
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et  dans  laquelle  df  et  du  varieront  en  même  temps , 

donnera 

iid*/  +  dudt— Jlf  d*i4=o  î 

mettant  pour  à^u  sa  yalenr  u<2t*  (  112  ),  il  viendra 

ttd*t  +  dudf— Jtfudt*=o, 
d*oà 

ududn=Mttdud^*— di*»d< 

2du*£Il  +  lldudV=Afudttdf•^-du•d^ 

Mududt^+àu^dt 
ME-       ii(du-+u'dtO 
~      itfududf+du*' 
substituant  pour  d^  sa  valeur  en  du,  on  aura 

II  suit  de  là  que  la  droite  AF ,  Jig.  34  >  menée  perpen^   FIG.  ^4; 
diculairement  au  rayon  vecteur  AM ,    rencontrera  la 
:  normale  MF  au  centre  du  cercle  osculateur ,  ou  sur  le 
point  correspondant  de  la  développée  FZ. 

Cette  développée  sera  une  spirale  semblable  à  la  pro- 
posée; car  l'angle  AFM  étant  égal  à  TMA^  sera  le 
même  pour  tous  les  points  de  la  courbe  F^,  comme 
pour  ceux  de  la  courbe  A  X. 

Du  changement  de  la  variable  indépendante  t  ou  comment 
on  change  la  différentielle  qu'on  a  prise  pour  constante, 
en  une  autre  qui  ne  le  soit  plus. 

1 1 5.  Dans  la  recherche  du  rayon  de  courbure ,  pour 
les  coordonnées  polaires ,  nous  avons  regardé  les  variables 
u  et  t  comme  étant  implicitement  dés  fonctions  de  x,  et 
nous  avons  fait  en  conséquence  varier  en  même  temps 
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les  deux  accroiasemens  du  et  dt\  cependant  pnitqn'on 
peut  considérer  Téquation  de  la  courbe  proposée  entra 
les  coordonnées  polaires  u  et  t,  indépendamment  des 
coordonnées  rectangles  j?  et  ^ ,  on  peut  aussi  regarder  m 
comme  fonction  de  t»  et  supposer  constans  les  accrois- 
semens  de  cette  dernière  varial{le  qui  est  alors  indépen- 
dante de  toute  autre.  Sous  ce  point  de  vue  il  faut  faire 
d*t=o ,  mais  on  doit  préalablement  changer  les  for- 
mules des  n^"  112  et  ïi3>  dans  lesquelles  on  a  toujours 
supposé  que  x  étoit  la  variable  indépendante  et  que  dx 
étoit  constant. 

J'observe  d*abord  qu*en  prenant  t  et  u  pour  fonctions 
de  la  variable  x ,  on  a 

dt=pdx,        dtt=9dx, 

et  par  conséquent 

du  g 

dt  ~p' 

DiiFérentiant  dans  la  même  hypothèse  chaque  membre 

de  cette  équation ,  il  vient 

dt  d'u        du     dH 


/du\ pdq —  qâp dx 


dx         dx     dx 
— 1— .-»  ^ 


ce  qui  revient  à 

,/dtt\       d^d*tt— dud»i 

\dT)= à? • 

ainsi  qu'il  résulteroit  de  la  differentiation  immédiate  de 

la  fraction  -3 — (la).  Dans  cette  hypothèse ,  le  coeflUcient 
dt 

différentiel  de  la  fonction  —z —  >  ou  la  limite  du  rap- 

dt  * 

port  de  d.--j —  à  dt,  n'est  plus  exprimé  par        ^   , 

comme 
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comme  lorsqu'on  prend  t  pour  variable  indépendante  » 
mail  par  * 

Si  donc  on  fait 

du  àm 

on  aura 

ded»u— dud*t 

'*  = é? •' 

nais  dans  le  n^.  cité  dHi  =  udt*  ;  donc 

uât^—àudU 

Maintenant  il  suit  de  la  nature  même  du  Calcul  diffé- 
rentiel qne  toutes  )es  expressions  que  fournit  ce  Calcul 
doivent  être  indépendantes  des  valeurs  des  accroisse- 
\  mens  et  doivent  par  conséquent  se  transformer  en 
â*autres  qui  ne  contiennent  plus  que  les  fonctions  déter- 
minées m  f  rif  etc.  En  elFet,  on  a  par  ce  qui  précède 

du:=mdt , 

d*t  = r =î: ^ ; 

du  m 

substituant   dans  Texpression  de  MF  et  dé  ME^  on 

obtiendra 

MF=     ^"''+"j 

a  m*—  n  u  +  tt* 
formules  délivrées  des  accroissemens ,  et  ne  contenant 
plus  que  les  fonctions  m  et  n  qui  sont  des  limites  de  leurs 
rapports.  On  pourra  donc  ramener  ces  formules  à  telle 
hypothèse  qu* on  voudra. 

Cale,  diffi  K 
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Si  Ion  suppose ,  par  exemple  ,  que  t  soit  la  Tarlable 
indépendante  >  on  aura  alors      * 

du  d*u 


m=-r-  •         n 


m 9  ••  ■    « 


f 


2du*dt-.udtd»u+u''dt' 

adw* — ud»uH-u*df»  * 
On  pourra  faire  le  même  usage  de  ces  formules  que  de 
celles  des  n<>*   iia  et  ii3/ pourvu  qu*en  dilTérentiant 
l'équation  proposée  en  u  et  t ,  on  suppose  d  t  constant. 

1 1 6.  En  général ,  lorsqu*une  expression  différentielle 
est  prise  en  regardant  J^  comme  une  fonction  de  »»  on 
peut  la  transformer  de  manière  à  supposer  que  y  et  x 
soient  toutes  deux  des  fonctions  d*une  troisième  variable 
quelconque  z  et  prendre  ensuite  pour  variable  indépen- 
dante celle  des  trois  qu'on  voudra. 

h%  coefficient  p  =  ;r-   revient  alors 

dz 
P  = 


àx  ' 


dz 

on  doit  donc  regarder  aussi  'd^  et  d^r  comme  des 
fonctions  de  2 ,  et  les  différeatier  en  conséquence  ,  ce 
qui  donnera 

'^        \àx  J  dx* 

faisant  ensuite  d/)=çdx,  on  trouvera 

„_   '   jfày  \_dxày—âyà*x 
^~dx    \dx/~  d** 


_ -r* 
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En  poursuivant  de  la  même  manière ,  on  aura 

posant  dç^rda:,  on  obtiendra 
_  djc^d^y-~3drd^xd'y+3dj^d»j*— d.rdyd^g 

Ces  expressions  de  9,  r,  etc.  sont  indéterminées,  tant 
qu'on  n'assigne  aucune  relation  entre  les  variables  x ,  y 
et  z  ;  mais  TeiFet  de  cette  relation  établit  une  dépen- 
dance entre  d*x  et  d*^ ,  puisque  z  pouvant  aussi  être 
envisagé  comme  une  fonction  de  j;et  de  y^  ds  en  est 
pareillement  une  de  ces  variables  et  de  leurs  différen- 
tielles, et  la  supposition  de  dz  constant  emporte  Téqua- 
tion  d's=o. 

'  Il  n  est  pas  même  nécessaire ,  pour  obtenir  cette  der- 
nière de  connoitre  la  relation  primitive  entre  x ,  y  et  la 
variable  z  qu'on  veut  regarder  comme  indépendante; 
il  sufBt  d'avoir  l'expression  de  dz. 

Si  l'on  prenoit ,  par  exemple ,  pour  cette  variable 
Tare  de  la  courbe  proposée,  on  auroit  alors 


dz  =  \/dx*  +  dy*; 

et  en  différentiant  dx  etdy  comme  des  fonctions  de  z, 

il  viendroit 

dxd*x  +  d^d*jf  =0  : 

cbassant  à  Taide  de  cette  équation  et  de  ses  cliiféreo- 
tielles,  les  différentielles  d*x,  d^x,  etc.  des  exprès^ 
sions  de  ç,  r,  etc.  on  auroit  les  formes  que  prennent 
les  coefiîciens  différentiels  lorsqu'on  fait  varier  x  et  y, 

K  2 
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en  conséquence  du  changement  de  l'arc  X,  oo  lorsqu'on 
regarde  cet  arc  comme  la  variable  indépendante  >  ou 
enfin  lorsqu'on  prend  sa  différentielle  pour  constante. 

Les  considérations  géométriques  répondent  très  clai- 
rement à  cette  circonstance  ;  car  il  est  visible  que  pour 
particulariser  le  polygone  MM'M",  Jig.  a ,  qu'on  se 
propose  d'inscrire  dans  une  courbe  quelconque  CM  ^ 
il  faut  sf^signer  une  loi  dans  la  succession  des  angles  de 
ce  polygone;  nous  avons  d'abord  pris  les  différences 
d'abscisses  P?\  P'P'*^  etc.  égales  entr'elles  ;  mais  on  peut 
remplacer  cette  loi  par  tout  autre  :  supposer,  par  exem- 
ple, que  les  côtés  MM\  MM\  etc.  soient  égaux. 

117.  Tout  ce  qui  précède  ne  porte  que  sur  les 
signes  et  n'e^ t  enfin  qu'une  manière  particulière  d'écrire 
les  coefficiens  différentiels  ;  car  que  y  varie  à  cause  du 
changement  que  subît  spontanément  x ,  ou  à  cause  de 
celui  que  subit  une  autre  variable  z  »  de  laquelle  x  dé- 
pend ^  tout  cela  revient  au  même  pour  les  limites  qui 
sont  indépendantes  des  valeurs  des  accroissemens;  aussi 
lorsqu'on  differentie  une  équation  entre  x  ety ,  en  faisant 
varier  dx  aussi  bien  que  djr,  on  peut  transformer  en- 
suite les  résultats  en  coeificiens  différentiels  au  moyen 
des  formules  du  n*^.  1 16 ,  comme  on  le  feroiten  differen- 
tiant  suivant  le  procédé  du  n®.  1  i5  :  de  Tune  ou  de  l'autre 
manière  on  parvient  au  même  résultat. 

Les  formules  obtenues  par  la  première  sont  en  quelque 
sorte  plus  élégantes ,  parce  que  les  deux  variables  y  sont 
traités  symétriquement. 

L'expression  du  rayon  de  courbure  qui  est 
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lorsqu'on  fait  dx  constant  et  qui  revient  en  général  i 


l 


9 
lorsqu*on   la  transforme    en    coelEciens  différentiels, 

prend  la  forme 

i 
_  {àx^+ày^y 

'       dxà^y — djrd'jp 

quand  on  ne  suppose  aucune  différentielle  pour  constan- 
te ,  ou  qu'on  substitue  pour  p  et  f  les  formules  du  r^.  1 16. 
On  versa  dans  la  suite  plusieurs  autres  conséquences  de 
la  Théorie  que  je  viens  d'exposer,  sur  laquelle  on 
trouve ,  dans  le  premier  chapitre  du  Traité  du  Calcul 
différentiel  et  du  Calcul  intégral ,  des  détails  assez  im« 
portans  et  qui  n'avoient  encore  été  donnés  par  personne 
que  je  sache ,  avant  la  publication  de  cet  ouvrage. 

118.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir  on  pourra  toujours 
différentier  le  système  de  deux  équations,  contenant 
trois  variables ,  système  duquel  il  résulte  que  deux  quel- 
conques de  ces  variables  sont  des  fonctions  déterminées 
de  la  troisième.  Si  27=  o  et  V=o  désignent  deux 
équations  entre  x ,  j^  et  2 ,  on  en  prendra  les  différen- 
tielles successives  en  faisant  varier  en  même  temps  celle 
des  deux  indéterminées  que  Ton  regarde  comme  fonction 
de  la  trokième. 

Si  l'on  avoit  trois  équations  l/'=o,  F=o,  l^=o  , 
entre  quatre  variables  u^x^y,  z,  trois  de  ces  variables , 
nécessairement  déterminées  par  la  quatrième ,  seroîent 
des  fonctions  de  celle-ci ,  et  leurs  différentielles  de- 
vroient  varier. 

En  général ,  un  nombre  m  d'équations  entre  m  -f-  i 
variables  déterminant  m  de  ces  variables,  au  moyen  de 
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celle  qni  reste ,  ne  doit  être  regardé  que  comme  conte- 
nant des  fonctions  de  cette  variable  ;  il  faut  donc  dane 
les  differentiations  saccessives  de  ces  équations  faire  va- 
rier le^  différentielles  des  indéterminées  qni  représentent 
des  foncti&ns  de  la  variable  qu  on  a  regardée  comme 
indépendante  ,  et  dont  on  prend  la  différentielle  pour 
constante. 

119*  Lorsqa  on  a  des  équations  de  cette  nature,  on 
peut  toujours  en  tirer  un  résultat  unique ,  entre  deux 
quelconques  des  variables ,  par  un  procédé  que  je  vais 
exposer  sur  deux  équations  à  trois  variables  »  et  qp*il  sera 
facile  d'étendre  ensuite  autant  qu'on  le  voudra. 

Soient  {7:=o,  Vz=o ,  ces  équations ,  Tune  de  Tordre  m 
et  l'autre  de  Tordre  n,  entre  les  variables  x,^»  t  et  leurs 
différentielles ,  et  dont  on  veuille  éliminer  t  ;  la  première 
pourra  contenir  outre  la  variable  t ,  les  différentielles  àt , 
d*^. .  .â^t ,  et  la  seconde  dt  >  dU. .  .d"t.  Comme  on  n'a 
point  les  équations  primitives ,  ni  toutes  les  différentielles 
des  ordres  inférieurs  à  ceux  desproposées ,  il  faut  néces- 
sairement se  procurer  de  nouvelles  équations  pour 
chasser  les  quantités  d  t ,  d*t ,  etc.  comme  des  incon- 
nues ,  et  c'est  ce  qu*on  fera  en  differentiant  n  fois  l'équa- 
tion U=iOf  et  m  fois  Téquation  F=o.  On  obtiendra 
par  ce  moyen  n  +  "^  équations  nouvelles  ;  et  on  en 
aura  en  tout  un  nombre  m'{'n'\'2f  en  comptant  les 
deux    proposées  :  les   inconnues  à    éliminer',   savoir , 

t,àt,  du d'^t d""*""^ ,  étant  au  nombre  de 

m-|-n-f-i  )  il  restera  donc  une  équation  finale. 

Si  d  ^  étoit  constant ,  il  sembleroit  qu'en  differentiant 
une  seule  fois  Tune  des  équations  proposées ,  on  pour- 
roit  éliminer  t  et  dt,  puisqu'on  auroit  alors  trois  équa- 
tions ;  mais  on  doit  observer  que  les  différentielles  d*x , 
^dy ,   contiennent  implicitement  t ,  puisqu'alors  on  a 
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regardé  x  et^  comme  des  fonctions  de  cette  varia- 
ble (118);  il  faut  donc  prendre  pour  constante  la  dif- 
férentielle de  rnoe  des  variables  que  l'on  veut  conserver. 

De  la  différentiatioii  des  fondions  de  deux  ou  d'un  plus 

grand  nombre  de  variables^ 

1 9o.  Lorsque  l'on  n'a  qu'une  seule  équation  entre 
trois  variables  ^  il  faut  d'abord  fixer  arbitrairement  les 
valeurs  de  deux  quelconques  de  ces  variables  potor  dé- 
terminer la  troisième ,  qui  par  conséquent  est  une  fonc- 
tion  des  deux  premières.  Si  l'on  a  par  exemple  l'équation 

on  ne  pourra  obtenir  z ,  sans  avoir  préalablement  assigné 
des  valeurs  à  x  et  à  y,  mais  il  convient  d'observer  que 
les  quantités  x  et  ^  n'étant  liées  entr'elles  par  aucune 
relation,  la  seconde  peut  demeurer  la  même, .quoique 
la  première  ait  changé ,  et  réciproquement. 

Il  résulte  de- là  que  la  valeur  de  z  peut  varier  de 
plusieurs  manières,  1^.  en  conséquence  d'un  changement 
arrivé  à  x  ou  à^  seul  ;  a°.  par  le  concours  de  ces  deux 
circonstances.  Dans  le  premier  cas ,  la  quantité  y ,  ou 
la  quantité  X  étant  regardées  comme  constantes,  l'équa- 
tion proposée  revient  au  fond  à  une  équation  à  deux 
variables  *,  ainsi  lorsque  x  change  seul ,  on  a 

xax-+-2dz  =  a,  ou  x  +  x-r — =0, 

dx 

et  lorsque  c'est  y,  il  vient 

j^dv+zd»  =  o,  on  jf  +  «— — sro. 

L'on  a  donc  successivement  ^ 

xdx  ,  yày 


dzz= ,        àz 

A  Z 
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mais  il  faut  observer  que  la  première  de  ces  diiTéren-* 
tielles  est  relative  à  la  variabilité  particulière  de  x  »  et 
la  seconde  à  celle  àey\  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  Tune  est  la  différentielle  partielle  relative  àx,  et 
Vautre  la  différentielle  partielle  relative  i  y. 

Le  sens  de  la  question  sui&t  pour  empêcher  qu'on  ne 
les  confonde ,  et  on  les  distingue  d'ailleurs  suffisamment 
en  faisant  attention  à  la  différentielle  de  la  variable 
indépendante  qui  les  affecte* 

Les  coefficiens  différentiels  analogues  sont 

àz X  àz y 

àx  z*        dy  z' 

En  général  lorsqu'il  s'agit  d'une  fonction  de  plusieurs 

variables ,  on  doit  bien  se  rappeler  que  dans  -^ —  ,dz 

est  la  différentielle  partielle  de  z  relativement  à  x , 

tandis  que  dans-^ — ,  dz  est  la  différentielle  partielle 
relative  à  y. 

idl*  Représentons  par  {(^x^y)  une  fonction  quel* 
conque  de  x  et  de  ^  ;  en  supposant  d'abord  que  la  va- 
riable X  change  seule  et  devienne  x  -4-  A  »  il  faudra  re- 
garder y  comme  une  constante  et  traiter  la  fonction 
proposée  de  même  qu'une  fonction  de  x;  on  aura  donc 
par  le  théorème  du  n^.  12,  en  faisant  pour  abréger 

-,       ,  du  h       à*u     h*         à^u     ft' 

^  ^     "^^        ^d*i^   dx*    1.2  ^  dx»  1.2.3^ 

Si  on  vôuloit  trouver  ce  que  devient  la  fonction  pro- 
posée lorsque  y  seul  prend  un  accroissement  k  1  on  re- 
garderoit  x  comme  une  constante  et  f(x9j^},  ou  », 
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comme  nne  fonction  dey\  par-là  on  auroit 

^     -^  ^    ^  àyi^    dy*    i.a  ^  dj^-^    i.a.S 

Supposons  maintenant  que  les  quantités  x  ety  varient 
en  même  temps  et  deviennent  X'{-h  et  ^  +  A;  comme 
on  n*a  assigné  aucune  forme  particulière  à  la  fonction 
fix^y)  y  il  n  est  pas  possible  d*y  faire  à  la  fois  les  deux 
substitutions  indiquées  ;  mais  il  est  aisé  de  «entir  qu'on 
parviendra  au  même  résultat  en  cbangeaift  d*abord  x 
en  x+A,  et  en  mettant  ensuite  y +fc  pour  y,  dans  le 
développement  qu'on  aura  obtenu  par  la  première 
opération. 

On  a  déjà 

{{x+h,y)=u+—  -  +  -j— +  -r-j 5.  +  etc. 

•^'  d*  1       dx*    i.a       QX^  1.2.3 

u  représentant  {{x,y).  Pour  développer  les  coeiliciens 
des  differens  termes  de  cette  série  »  en  ayant  égard  au 
changement  arrivé  à  y  »  j'observerai  d'abord  que  dans 
chacun  d'eux ,  x  doit  être  regardé  comme  une  quantké 
constante,  et  qu'on  doit  les  traiter  par  conséquent 
comme  des  fonctions  de  la  seule  variable  y.  D'après 
cela,  {(^x,y),  ou  u,  deviendra 

du*       d'u    fc*     ,    d^tf      ft»        , 

"*  + d^  7"*"  d^  iTT+'d^TTJ ''"  ^*''- 

Si  dans  ce  développement  on  écrit  -j-  ,  au  lieu  de  u,  on 

aura  pour  résultat   ce  que  devient  la  fonction  ^r-  > 

dx 

lorsque j' se  change  en  jr  +  A  ;  c'est-à-dire , 
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d 


(d^/   ..l. 


Mais  il  est  aisé  de  voir  que  Texpression  — ~ — ^  indi- 
que deux  dilFéreatiations  faites  successivement  sur  la 
fonction  proposée ,  la  première  en  ayant  égard  à  la  va- 
riabilîté  de  x  seul ,  et  la  seconde  en  ne  considérant  que 
celle  àey;  nous  la  mettrons  sous  une  forme  pins  simple 

d*u 
en  récrivant  comme  il  suit  :  -= — -z — .   Nous   représente*- 

dyda;  ^ 

Vdx/  d^u 

rons  de  même  — T~r^  P*"^    ,   ^ ,     :  en  général ,  il 

faudra  entendre  par  -r — - —  ,  le  coefficient  diflFérentiel 

oyax^ 

d^ix 
de  Tordre  n  relatif  à  la  fonction  -r — »  en  n'y  supposant 

que  y  variable  ,  tandis  que  cette  fonction  est  elle-même 
le  coefficient  différentiel  de  l'ordre  m  de  la  fonction    . 
proposée ,  en  n*y  supposant  que  x  variable. 

Cela  posé ,  la  substitution  dey-^-k  au  lieu  de^  changera 

du         du         d'tt     k       d^u       k^  d^u         k^ 

dx         dx        dydx    i      dy^dx    i.n       dy^dx    1.2.3 
d^u        d^u      'd^u    k        d^u       ft*  d^u         k^ 

àx^  *°  dx»  ^  dydx""  l'^dy^àx^   i  .2  "''dydx*  1 .2.3  +  ®^^- 
à'^u       d'u        d^u     k^    d^u      k'         d^u        P 
dx'  ^"  dx3  ■^dj'dx^  1     djf^dx^  TT^'^dydx^   1  .a. 3  "*"  ^^^* 
etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement 
de  f  (x+  A>/)  »  et  en  ordonnant  de  manière  que  tous 
les  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  &  et  de  fc  font 
une  même  sonmie ,  soient  placés  dans  une  même  co- 
lonne verticale,  il  viendra 
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ft' 


-{-etc. 


dyi      ày*'    1.2       dy^     1.2.3 

dttfc,    d'u  AA    ,     d'tt     A*       i     , 
j 1 -i -1- etc 

ix  i     àyàx  i  1       ôy^'àx  1.2      1 

.   d'tt     fc*     .     d^u      A     **        .         ^ 

+3-=rT-r-+-r-r:r  -  — ^    +etc.| 


dx*    1.2 


dydx^    1     1.2 
f -i-r +  «te. 


dx^     1.2.3 


123.  Nous  avons  obtena  le  développement  précédent 
en  mettant  d'abord  x+h  au  lien  de  x,  et  ensuite j^4*ft 
au  lieu  de^,  mais  on  auroit  pu  procéder  dans  un 
ordre  inverse  et  commencer  par  la  substitution  relative 
à  y;  alors  tÇ^Xjy)  seroit  devenue 


+  etc. 


ou 


*» 


ày  i      ày^   1.2       6y^    1.2.3 


+  ctc. 


La  Substitution  de  X'\'h,  an  lieu  de  x,  dans  cette 
série,  auroit  changé  u  en 

,  dix  fc  ,    d^n    A»     ,    d'u      A'       . 
"  + n  T  + •:rrr —r-  +  -r-r —^+ etc. 


dx  1       dx*    1.2   .    dx^    1.2.3 


et  ensuite 


u 


en 


du  .     d*u    A 


4 


-+ 


u 


+ 


d4a 


A' 


—  +  etc. 


^y   ^     ^y      dxdjr.  1     dx*dy  1.2      dx'dj'   i.a.3 

d*u        d'M        d^u    A        d^u       A*  d^u        h^ 

dy*  ^"  dy»'^dxdy7"'"dx»dy7T'^dx^d^»  1.2.3         *^' 

d^M        d^        d^   A        d^u     A*  d^u       A»        , 

d^  ®"  d/"^dxd^3l"^dx*dy  1.2  "^dx^dy  1.2.3  ■^®*''* 

etc. 
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on  auroit  en  par  conséquent    ^ 

d^i     dxdy  II        àx^dy   i.a  i 
d^u     k^  d^u    h    fc* 

'^  dy^    1.2  "*■  dordy  i  1.2   '^^^^ 

*^  dy    1.2.5 

+etc. 

Il  est  évident  que  oe  second  développement  doit  être 
identique  avec  le  premier;  car  il  est  indifférent  de  chan- 
ger d'abord  x  en  x  +  h  et  ensuite  y  en  y+h,  on  de 
faire  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre  inverse^ 
puisque  d'une  manière  ou  de  l'autre  on  obtient  égale- 
ment {{x  +  hyy  +  k). 

Si  on  compare  dans  ces  deux  développemens  les  termes 
qui  sont  affectés  des  mêmes  puissances  de  II  et  de  Xt  1  on 
trouvera  cette  suite  d'équations , 


d'u 
dydx 

d'B 

dxdjf 

dydx"^ 

d^u 
dy'-dx 

~àx^ày 

d'u 
~dxd^' 

d*^"™u 

d""+"'u 

dy"d4p"*     do.'^dj^* 
etc.  etc. 

La  première  nous  apprend  que  le  coefficient  différen* 
tiel  du  second  ordre  d*une  fonction  de  deux  variablea  > 

1 
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» 

pris  en  difFérentiant  par  rapport  à  Tune  d'elles  et  ensuite 
par  rapport  à  l'antre,  reste  le  même  quel  que  soit  l'ordre 
qu'on  ait  suivi  dans  les  differentiations. 
.Soit,  par  exemple,  11=0:"/";  si  on  diffërentie  d'abord  en 

regardant  x  comme  seule  variable ,  on  a  -r—  =  m  x^""'jf"; 

diffîérentiant  ensuite  ce  résultat ,  en  ne  faisant  varier 

d'u 
que  y ,  on  obtient  -r— ^ —  =  miix^""'j^""""  :  en  opérant 

dans  un  ordre  inverse,  on  trouve 
du  d*tt 


W— l«,l|— I 


■--=jiap'*y"'"*  et  -; — ; — =mnx'"""*y 
dy  -^  âxdy  -' 

et  on  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  même  dans  les 
deux  cas.  Les  autres  équations  rapportées  ci-dessus  ne 
sont  que  des  conséquences  de  la  première. 

123.  En  retranchant  f(x,  y)  ou  ud6i(x+h,y+k), 
on  trouve 

,  duk  ^     d'u      k  h 

+2 r'-T—: etc. 

dy  1       dydx     1    1 

d'u     J^ 

+  d^*       i.Q 

etc. 

Si  on  étend  aux  fonctions  de  deux  variables  la  dé- 
finition que  nous  avons  donnée  (  .5)  de  la  diiféren- 
tielle  d'une  fonction,  on  verra  que  celle  de  f(x,  y) 
ou  de  u,  est  comprise  dans  les  deux  termes  qui  forment  la 
première  colonne  du  développement  précédent ,  et  en 
changeant  ft  en  d  x  et  A  en  dj^ ,  nous  aurons 
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11  soit  de  là  qae  la  différentielle  d'une  fonction  de  deux 

du  w 
Tariables  renferme  deux  parties ,  savoir:  ^  dx^  on  la 

différentielle  prise  en  regardant  x  comme  seule  yari»- 

d  u 
ble  I  et  -pd^»  ou  la  différentielle  prise  en  regardant  y 

y 

comipe  seule  variable. 

On  peut  donc  appliquer  aux  fonctions  de  deux  yaria* 
blés,  les  règles  données  (  n^.  i5  et  suîv.  )  pour  la  diffé- 
rentiation  de  celles  qui  dépendent  d'une  seule ,  et  pour 
cela  071  differentiera  la  fonction  proposée  d'abord  par  rap^ 
port  à  tune  des  variables,  et  ensuite  par  rapport  à 
f  autre  :  la  somme  des  deux  résultats  sera  la  diffUreU'- 
tiêUe  cherchée. 

On  voit  sur  le  champ  d*après  cette  règle  que . 

d(r+^)=   dx  +  d^ 

»  d  .  xy  :=yâx+xdy 

_       X            yàx — xdy 
d  .  -       = ^. 

y  y* 

1!24.  Nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  nécessaire  de 
donner  beaucoup  d'exemples  relatifs  à  la  différentiation 
des  fonctions  de  deux  variables,  puisqu'elle  rentre  dans 
celle  des  fonctions  qui  n'en  contiennent  qu'une.  Nous 
nous  bornerons  donc  aux  suivans  : 

1"*.  tt=a7^y";  on  a 

dw  ,  .     , 

— -  ax=ma:*"""*y"dx 
d*  -^ 

du 

-r— dj^  =  n  x*^"""  *  d  ^ , 

donc 
du=mx'"""*)'"dx+/i*"|y»""*d^r5X"'"""/"'"*(mjdx4-nx<fy). 
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,p ""y 


I   9 


a**.  tt= — ■  ;  on  a 

du.  ayxAx 

du ,    aày  ay*dy 

donc 

j^_-g>^^dx    ^         aày  ay^dy 

{x*+y^y        {x^+y-y      {x^+yy 

ou  en  réduisant 

— ayxda:  +  o^*dy 

= '^ E— ^•• 

3^.  u=Arc(  tang  =  -  ]  :  cette  expression  est  celle  d*qn 

X 

arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  i  >  et  la  tangente  -,  ;  pour 
la  diffërantier  on  fera  -i=z  et  on  cherchera  d'après  le 

"  y 

n^.  35  la  différentielle  de  Tare  dont  la  tangente  est  ex- 
primée par  z)  il  viendra  pour  résultat  — -r- — ,  on  aura 

dz 
donc  d  u=  — ; — r-  Mettant  au  lieu  de  «  et  de  dz  leur 

valeur ,  on  trouvera 

yàx-^xày 

du= £ _yd;y-xdjr 

? 

IQÔ.  La  manière  (loot  on  écrit  les  différentielles 
des  fonctions  qui  dépendent  de  plusieurs  variables 
donne  lieu  à  des  remarques  importantes.  On  a   déjà 


•  > 
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va  (iflo)  qu'il  ne  faut  pas  confondre  alors  —dr  avec  du» 

comme  on  pourroit  le  faire  si  u  ne  renfermoit  que  la 

seule  variable  x ,  parce  que  Texpression  •=—  a  dans  ce 

cas  uo  sens  particulier  ;  elle  désigne  le  coei&cient  diiFé- 

.rentiel  pris  dans  l'hypothèe  de  x  seul  variable,  ou  le 

quotient  du  premier  terme  du  développement  de  la  diffe» 

rence  prise  dans  cette  hypothèse ,  divisé  par  Taccrois- 

sement  àx:  il  en  est  de  même  de  -r-. 

Les  quantités  -=-  ,  —  sont  appelées  ordinairement 

différences  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  u  ; 

et  en  général    ,         ^    représente   une    de  celles  de 

Tordre  m+n ,  prise  en  difFérentlant  m  fois  par  rapport 
à  a*  et  n  fois  par  rapport  à  y. 

Je  crois  devoir  observer  que  la  dénomination  de 
différence  partielle  n'est  pas  exacte;  car  les  formules 
qu'on  désigne  ainsi  n'expriment  point  la  différence  entre 
deux  quantités,  heayr aies  différences  partielles  de  usont 

f{x+h,:r)-n^»y)» 

la  première  étant  prise,  en  n'ayant  égard  qu'an  chan- 
gement de  X ,  et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui 
de  y.  Les  expressions 

du  ,         du  ,  du  ^  du  , 

qui  sont  les  premiers  termes  des  développemens  de  tes 

differencesdoivent  être  nommées  différentielles  partielles^ 

du      du 
et  —,   —    resteront  toujours  les    co^ciens  diffé» 

renheh 
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rentiels  du  premier  ordre  de  la  fonction  proposée ,  maïs 
il  faut  remarquer  qu'une  fonction  d*une  seule  variable 
n*a  dans  chaque  ordre  qu*un  coefficient  dilTérentiel , 
tandis  qu*une  fonction  de  deux  variables  a  deux  coeffi- 
ciens  différentiels  pour  le  premier  ordre  »  trois  pour  le 
second ,  quatre  pour  le  troisième  >  etc. 

125.  Voici  comment  on  peut  trouver  ces  divers  coeiE- 

ciens  ,   en  partant  des  deux  premiers. 

On  a  d*abord 

du  ,       ,   du 
du=-r-  dx  +  ^-dy; 

ex  Qy    ^ 

prenant  ensuite  la  différentielle  des  fonctions  -r-  et  -r-  f 

ox      dy 

qui  doivent  être  traitées  comme  des  fonctions  de  deux 

variables ,  il  vient 

dïi  àhi     j      ,      d*u     , 

d —  = — ; dx+i — ; — dy 

àx         doT*  dydx    '^ 

-   du         d*u      ,      ,      d'u     , 

et  parce  qne  la  différentielle  seconde  n*est  autre  chose 
que  la  différentielle  de  la  différentielle  première,  on  aura 

d*u  ,    ^  ,  d*u  d*u    - 

dx*  dxdj^  ^       d^'»     ^  * 

en  regardant  dx  et  dj^  comme  des  constantes,  et  en 
observant  que  les  coefficîens  différentiels  dont  les  déno- 
minateurs ne  présentent  que  les  différens  arrangemens 
d*un  même  produit  en  àx  et  dy  sont  identiques  (122). 

Si  on  dilférentie  les  coelliciens  différentiels  qui  se 
trouvent  dans  le  résultat  précédent ,  il  viendra 

Cale,  diff:       '  L 
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,    'd*u    d^u  d^M        , 

dxdj^      dxMj'  dydxd^    "^ 

d*u  d'^M     ,       .         â^u       , 

dj^  dx^dy  dy^        ^ 

et  par  conséqaent 

On  continuera  facilement  cette  formation,  et  on  remar- 
quera sans  doute  Tanalogie  de  ces  résultats  avec  les 
puissances  du  binôme. 

1526.  Il  est  aisé  d'étendre  ces  considérations  aux 
fonctions  d*un  nombre  quelconque  de  variables,  et  de 
8*as8urer  que  si  l'on  a         u  =f  (  ^  »  ^  >  y  •  2  }  » 

il  en  résultera 

du  ,        du  -        du  _        du  , 
d  u=-T- d  ^  +  ^- dx +x- d  y +-7- d* , 
d^       ^  dx  djf   -^  '  da 

en  désignant  par  ' 

du  du  du  du 

'dt'        di'        d^'        d^' 
les  coefiiciens  dîiFérentie!^  de  la  fonction  u ,  pris  en  y 
faisant  varier  seulement  ou  i^  ou  x ,  ou  jr ,  ou  «. 

Cette  notation,  due  à  Fontaine,  est  la  plus  simple  et 
la  plus  expressive  de  toutes  celles  qu'on  a  proposées  pour 
remplir  les  mêmes  indications.  Euler,  dans  fa  crainte  que 
Ton  ne  confonde,  par  exemple ,  le  coefficient  différen- 
tiel —  avec  le  rapport  de  la  difTérentielle  totale  du  à  la 

différentielle  d  x  «  rapport  qui  est  équivalent  à 

du  -     ,   du  ,      ,  du  ,      .  du , 
-7-  dt+  --dx-l---dr  +  -r-dz 
di        ^  dx  dy    -^      ûz 


*  *  k 
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désigne  ce  rapport  par  t->   tandîs  qu'il   exprime  le 

coefficient  différentiel  pa{,  (j^\  Le  sens  du  discoura 

rend  presque  toujours  cette  distinction  superflue  ;  Fon- 
taine d*ailleurs  avoit  pourvu  au  cas  où  elle  étoit  absolu- 
ment nécessaire»  en  proposant  d'écrire  le  rapport  ainsi 

T-àu,  et  sentant  que  ce  rapport  est  employé  beau- 

coup  plus  rarement  que  le  coefficient  différentiel,  il 
avoit  affecté  à  ce  dernier  le  signe  le  plus  simple,  ce 
qui  est  conforme  à  la  théorie  de  toutes  les  nomencla- 
tures ,  et  précisément  contraire  à  ce  qu'a  fait  Euler. 

Considérant  que  Ton  n'employé  jamais  le  rapport  des 
différentielles  de  deux  quantités  sans  supposer ,  au  moins 
tacitement ,  que  Tune  est  fonction  d  e  Tautre ,  et  que 
Texpression 

dix,     .  du  ,     ,  du  ,         du- 

n'a  de  sens  qu'autant  qu'on  regarde  les  variables  ^,  y  etz 
comme  dépendantes  implicitement  de  x ,  j'ai  proposé 
d'écrire  cette  expression  ainsi  : 

d(tt)^ 

dx 

renfermant  la  fonction  entre  deux  parenthèses ,  pour 
montrer  qu'on  y  faisoit  varier  non-seulement  les  termes 
affectés  explicitement  de  x ,  mais  aussi  toutes  les  quan- 
tités qui  pouvoient  dépendre  implicitement  de  celle-ci. 
Cette  notation  a ,  comme  celle  de  Fontaine  ,  l'avantage 
de  consacrer  le  signe  le  plus  simple  au   cas   le   plus 

fréquent. 

L  a 
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137*  Soit  u=:o  une  équation  renfermant  Xf  yetz; 
81  on  regarde  x  et  y  comme  les  deux  variables  indé-- 
pendantes ,  z  sera  une  fonction  de  Tnne  et  de  l'autre  ^ 
et  lorsque  x  recevra  un  accroissement  quelconque , 
y  étant  supposé  constant ,  z  éprouvera  un  changement 
subordonné  à  celui  de  x.  Dans  cette  hypothèse ,  Téqua- 
tion  u=o  devra  être  envisagée  comme  une  équation 
entre  deux  variables  x  et  z;  on  aura  donc  (38) 

du      du  d  z 

dx     dzdx 
tft  de  là  on  tirera  le  coefficient  difFérentiel  de  z  relatif 
à  la  variabilité  de  x.  II  faut  se  rappeler  ici,   d'après 

la  distinction  qui  a  été  faite  n^.  120,  que  dans  —  ,  dx 

D*est  que  la  différentielle  partielle  de  z^  prise  par  rap- 
port an  changement  de  x  seul. 

Il  est  évideilt  que  si  on  eût  fait  varier  y  on  auroit 
eu ,  en  différentiant  Téquation  proposée  comme  ne  con* 
tenant  que  les  variables^  et  z> 

du      du  d  a 

dy      dzdy 

Si  on  multiplie  par  dx  la  première  des  équations 
trouvées  ci«dessus  et  la  seconde  par  dy ,  et  qu'on  les 
ajoute  ensuite ,  il  viendra 

Mais   -r— dx+j-dj',   n*est  autre  chose  que  la  diffé- 
rentielle complète  de  zÇ  i33),   on  aura  donc 
du        ,  du       .du 
dI.^^+d^^^+d-.^^  =  "> 
c'est-à-dire,  qu'on  pourra  égaler  à  zéro  la  différentieUe 


'-i 


*- 
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première  de  Tequation  u==o,  prise  par  rapport  aux 
trois  variables  x ,  y  et  z.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
que  cette  différentielle  doit  être  regardée  comme  équi- 
valente à  deux  équations  I  car  en  y  substituant  pour  dz 

sa  valeur  -y-  dx+  t~  ^J^  >  î'  faudra  »  à  cause  de  i'in- 

dépendance  des  accroissemens  d  x  et  ày ,  que  les  quan- 
tités qui  multiplient  chacun  d*eux,  soient  séparément 
égales  à  zéro. 

198.  On  parviendra  aux  équations  qui  donnent  les 

coefHcienb  des  ordres  supérieurs  en  dilTérentiant   les 

équations 

du      du  âz 

djc      dz  dx  ' 

du      du  dz  

dy      dz  dy 

Nous  représenterons  la  première  par  — | — ^=0  et  la 

QX 

seconde  par  — ^ =0,  conformément  à  la  notation 

ày 

adoptée  n*'.  126  ;  ces  équations  renfermeront  encore  les 
trois  variables  j?»  J^  et  z,  et  pourront  être  traitées  comme 
la  proposée.  En  n'ayant  d  abord  égard  qu'au  change- 
ment de  X,    non-seulement  z  variera ,  mais  en  même 

dz 
temps  Iç  coefficient  du  premier  ordre  --—  ,    donnera 

ux 

d*z 
naissance  au  coefficient  du  second  ordre  -i — .  En  dilTé- 

dx* 

rentiant  donc  — ,        par  rapportai,  on  aura»  comme 

U  X 

pour  les  équations  à  deux  variables , 

d'(u)        d'u       d*u  àz     à*u  da*     du  d'g  _ 
dt^  '  °"  ï7»"'**Âïdi  àP'^*  diï"'*dï  ~à^~'°' 

L  ."î 


i 
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Si  on  diiFérentie  -j—  i  P^  rapport  à  jf  et  i  s»  on 

-~-^,  par  rapport  à  a;  et  à  s»  un  obseryant  qne  dans 

le  premier  cas  I  t— donne  ^   ,   ,  et  dans  le  second  -r- 

,  d*z         d*«  #    1  . 

donne   t-t*=t-^  >  on  anra  nn  résnltat  nniqae,  qui 
dxd^     oyox 

d«(u) 

sera  ,    ,    ,  ou 

dxdy 

d*u      d*u  d«       d*u  dz    du  d*z       d*ii  d«  da  '^ 
d*dy    dzd/  di?    d&dx  d^    da  àxày     da*  dx  dy 

Enfin  réquation  -^— ^=Ot  diiFérentiée»  en  regardant  y 

et  a  comme  seules  variables  >  produira 

d*(u)        d»u        d'tt  da    d*ii  da*    au  d'à  _^ 
d>^»  •  ^"  dj.^+^dj'da  d^"*"d?"  d^»'*'da  d/*  ~^ 

Mais  puisque  a  est  une  fonction  de  x  et  de  y ,  on  doit 
regarder  u  comme  une  fonction  de  ces  variables ,  par 
conséquent  on  anra 

et  en  effet ,  si  on  substitue  à 

d*(tt)  d«(u)  d'(u) 

dx*    *  dxdj'  *  Ay^   * 

les  résultats  trouvés  ci-dessus,  et  qu'on  remplace 

da    ,  d  a 

■da:  +  --= — d^ 


da:  ày 

jpar  la  différentielle  première  complète  da,  et 
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par  la  différentielle  seconde  complète  d*z ,  on  aura  la 
même  équation  Gnale  que  celle  qu*on  auroit  obtenue  » 
sv  on  avoit  dlfférentié 

du    ,      ,     d"  j      I     ^"  j 

dx  +  -j — dy  +  -j — dz=o, 


àx  dy 

en  regardant  do:  et  d y  comn^e  constans,  et  s  comme 
une  fonction  de  x  et  de  y, 

1 29*  On  étendra  sans  peine  ces  considérations  à  tel 
ordre  de  différenciation ,'  ou  à  tel  nombre  de  variables 
qu*on  voudra;  car  tout  se  réduit  à  déterminer  celles 
qui  sont  indépendantes  ,  ce  qu*on  ne  peut  faire  que  par 
la  nature  de  la  question  qui  a  conduit  à  l'équation  ou 
aux  équations  proposées  ;  et  ensuite  on  différentiera , 
par  rapport  à  chacune  de  ces  variables  en  particulier, 
en  traitant  les  variables  subordonnées  comme  étant  im- 
plicitement des  fonctions  des  variables  indépendantes. 
Si ,  par  exemple  ,   on  avoit  les  deux  équations 

u  =  o,  v=o, 

entre  les  cinq  variables  s ,  t,x,yetZtOn  verroit 
que  trois  de  ces  variables  sont  indépendantes.  Suppo- 
sons donc  que  ^  et  z  soient  les  deux  variables  subor- 
données ^  ou  des  fonctions  de  5,  t,  x,  données  par  les 
équations  proposées  ;  on  différentiera  successivement  u 
et  V  par  rapport  à  s ,  par  rapport  à  1 1  par  rapport  à  x , 
et  on  aura  : 

du    .    du    dy    .    du     d^ 

as   ^  dy     ds   ^  dz      ds 

du    ,    du     dy    ,    du    dz 

J i-.4-^_ =0. 

dt  ^  dy  dt  ^  dz  dt 
du  du  dy  ,  du  dz 
do?        dy    dx         dz    dx 

h  4 
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Si  on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
ds ,  dty  àx ,  qu'on  les  ajoute  et  qu'on  mette  à  y  au 
lieu  de 

d**'*+dr***+dx*'  '  • 


ds  au  lieu  de 


ds  ,        dz  ,     ,  ^«   , 

d7^^+dF^*+di'^'' 


il  viendra 


du  ,    .  au.    .  du  -     .du,    ,  dw  .         , 

^-d  j+-T-d  t+'T—  QX+  -;-dy+-r-d«=d  ii=  o. 

as     ^dt     ^dx      ^dy  -^     dz 

On  tirera  un  résultat  semblable  de  Téquation  v==oî  efil 
s'ensuit ,  qu'en  différentiant  les  équations  u=o  et  v=o  » 
par  rapport  à  toutes  les  variables  s  ^  l,  u^  x^  y  et  z, 
et  en  y  substituant  au  lieu  de  dj^  et  de  ds,  les  expres- 
sions de  ces  différentielles,  considérées  comme  apparte- 
nant à  des  fonctions  de  trois  variables  (  is6  ) ,  il  faudra 
égaler  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  la  différen- 
tielle de  chaque  variable  indépendante. 

En  regardant  les  coefficiens  différentiels  eux-mêmes 
comme  de  nouvelles  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes ,  on  ne  sauroit  être  arrêté  dans  la  reôherche 
des  différentielles  ultérieures  ;  ainsi  après  quelques  re- 
marques sur  rélimination  (les  constantes  et  des  fonctions 
nous  terminerons  ce  qui  regarde  la  formation  des  équa* 
tions  différentielles. 

l5o.  L'équation   ix  =  o,   entre  x ,  y  et  z  ^  ayant 

deux  différentielles  premières  — J —  =  o  et  ~ — : 

■^  dx  dy 

il  est  évident  qu'on  peut  éliminer  deux  constantes  entre 

ces  trois  équations ,  et  le  résultat  exprimera  la  relation 
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des  variables  a: ,  y ,  s  et  des  coefEciens  -r—  et  -r-  »  indé- 

•^  dx     dy 

pendamment  fdes  quantités  éliminées. 

Si  on  foint  aux  équations  précédentes  les  trois  da 
second  ordre 

d^(M)_  d*(u)  _  cl*(u)_ 

"dP"""°'         dTdJ""'''         "d}"""'"' 
on  aura  six  équations ,  entre  lesquelles  on  pourra  éli- 
miner cinq  quantités;  et  ainsi  de  suite. 

l5l«  Ceci  nous  conduit  à  une  remarque  importante , 
c*est  qu'on  peut  éliminer  d*une  équation  à  trois  ou  à 
un  plus  grand  nombre  de  variables ,  des  fonctions  dont 
la  forme  est  absolument  inconnue.  Soit  pour  exemple 
l'équation  z=f(aa?-|*^^)i  dans  laquelle  la  caracté- 
ristique f  désigne  une  fonction  dont  la  forme  n*est  dé-* 
terminée  en  aucune  manière  ;  nous  allons  en  déduire 

àz         àz    .    ,,       ,  , 

upe  équation  entre  3—  et  3—,  indépendante  de  cette 

da:        dy 

fonction  et  qui  conviendra  également  à  z:=zax-{'by ,  ii 

zz=V (iX'\-hy  y  à  z=8in(ajp  +  i^)  »  ^t  en  général  à 
toutes  les  fonctions  de  la  quantité  ax-^by,  de  quelque 
forme  qu'elles  soient.  Faisons  pour  celai  ax-\-by=tj 
Téquation  proposée  deviendra  z=f(«),  et  par  consé- 

quent  on  aura  dz=t  (tjdt^  en  représentant  — p — 

{^r(t);  mais 

dz  dz 

donc 

dx  ^  '   dx  dy  ^dv 
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Mettant  pour  — = —  et  — ; —  leurA  valeurs  aet  b.  éli- 

ûx  ày 

minant  f'(Oi  ^'  viendra 

,  àz  àz 

ax  ày 

Cette  équation  exprime  un  caractère  au  moyen  duquel 
on  pourra  reconnoître  si  une  quantité  proposée  est  une 
fonction  de  a  x  -{-by  ou  non  ;  car  d'après  sa  formation 
elle  doit  être  satisfaite  ou  devenir  identique ,  toutes  les 

O  2  02a 

fois  qu'on  y  substituera  au  lieu  de  -r—  et  -r-   les  va- 

•^  ax       dy 

leurs  qui  résulteroient  de  la  dilFérentiation  d*une  fonc- 
tion de  ax-^-by.  Supposons  qu'on  ignorât  Vorigine  du 
polynôme  a*x*+ 2 afcxy+i*^'';  en  l'égalant  à  s,  et 
en  differentiant  on  trouvera 

-5 — =aa"x  +  3aoy,       — = —  =  2a6x4-2o*y>'    • 

Cix  ^        '   dy 

ces  valeurs  mises  dans  Féquation  b—^ a  -r — =0, 

^  ax  dy 

la  rendent  identique:  on  en  conclura  donc  que  le  po- 
lynôme représenté  par  z,  est  une  fonction  de  €ix-]rby»  • 
ce  qui  est  d'ailleurs  évident ,  puisque 

a*r*+  !iabxy  +  iy=(  ax  +  by)*. 

On  voit  en   général  que  u=:o  étant   une  équatio^n^ 
entre  x^  y,  z,  et  une  fonction  quelconque  indétermi- 
née représentée  par  f  (O  ^^  ^^"^  laquelle  on  né  connoît 
que  la  composition  de  ^  enx,  y  et  s,  on  pourra  tou- 
jours éliminer  f  (t)  et  f'(0  ^  l'aide  des  équations 

d(u)  d(u) 

tt==0,         -= =  0,       — ^ — =0. 

Qx  dy 
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En  passant  au  second  ordre  le  nombre  d*équations 
devenant  plus  grand ,  il  est  possible ,  dans  beaucoup  de 
cas  y  d'éliminer  denz  fonctions  indéterminées;  mais  je 
n'entrerai  point  dans  ces  détails ,  non  plus  que  dans  ce 
qui  regarde  les  équations  qui  renferment  plus  de  trois 
variables. 

l52.  Nous  dirons  ici  très-peu  de  choses  sur  la  ma- 
nière de  réduire  en  «éries  les  fonctions  de  deux  varia- 
bles ^  parce  qu'il  arrive  le  plus  souvent  qu'on  ne  les  dé- 
veloppe que  par  rapport  à  lune  des  variables  qu'elles 
contiennent  y  en  supposant  à  l'autre  une  valeur  cons- 
tante ,  et  qu'alors  elles  doivent  être  traitées  de  même 
que  les  fonctions  d'une  seule  variable.  II  sera  peut-être 
utile  néanmoins  de  faire  voir  que  la  formule  du  n^.  1 2 1  ^ 
s'emploie  à  développer  les  fonctions  de  deux  variables , 
comme  celle  du  n*^.  ai  s'applique  aux  fonctions  qui 
n'en  renferment  qu'une. 

Si  on  fait  x=o  et  ^=0  dans  la  formule  du  n^  lai , 
c'est-à-dire ,  dans  u  et  dans  chacun  de  ses  coefficiens 
différentiels  ,  elle  donnera  le  développement  de  f(A|  A) 
ordonné  suivant  les  puissances  des  quantités  h  et  ki 
mais  on  pourra  écrire  x  au  lieu  de  h ,  et  jr  an  lieu  de  k, 
et  il  en  résultera 

r/      \        I         1  f  du        .du      1 

1     r  d»u    _      d"a  ,    d*u     ^  1 

+  etc. 

en  observant  de  faire  x  ety  nuls ,  tant  dans  u  que  dans 
les  expressions  qu'on  obtiendra  pour  chacun  des  coefii- 
ciens  différentiels. 
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On  pourroît  encore  obtenir  le  développement  de  {{x,y) 
par  la  dilFërentîation ,  ainsi  qu'on  est  parvenu  i  celui 
de  f  (a/)  dans  le  n^  ig  ;  car  si  on  suppose 

n=A  +  Bx+Cy  +  Dx*+  Exy+  Fy*+  etc. 

les  lettres  A,  B,  C,  etc.  désignant  des  quantités  indé-« 
pendantes  de  x  et  dey ,  et  qu'on  dilFérentie  cette  équa- 
tion par  rapport  à  jr  et  par  rapport  à^,  plusieurs  fois 
de  suite ,  de  manière  à  obtenir  les  expressions  des  coe&i* 
ciens  différentiels 

du  du  d*u  d*u 

"d^*         "dT"*         "d^'         d^'  ®*^' 

on  aura ,  en  égalant  à  zéro  x  et  y  après  les  différent 
tiations , 


dx  dy 

d"u  ^     *d»u  _      d*u  _ 

dx*  dxd^  dy^ 

à  l'égard  de  A,  on  trouvera  sa  valeur  en  cherchant  celle 

de  la  fonction  u,  lorsque  x  et  y  sont  nuls. 

Recherche  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  de 

deux  variable^, 

l35.  Si  dans  une  fonction  de  deux  variables ,  on  en 
regarde  une  constante,  et  qu'on  donne  à  l'autre  une  in- 
finité de  valeurs ,  à  chacune  de  ces  valeurs  il  cor- 
respondra une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  fonction  pro- 
posée, parmi  lesquelles  il  pourra  s'en  trouver  qui  soient 
des  maxima  ou  des  minima  et  qu'on  déterminera  en 
égalant  à  zéro  le  coefficient  différentiel  relatif  i  la  va- 
riable à  laquelle  on  a  attribué  les  changemens  de  la 
fonction  (48). 
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Ainsi  u  étant  une  fonction  de  x  et  de  y ,  si  on  sup- 
pose j^  constant  et  qu*on  fasse    —  =  0;    on  obtiendra 

les  valeurs  de  x  qui  donnent  les  plus  grandes  et  les  plus 
petites  valeurs  de  u ,  parmi  toutes  celles  qui  répondent 
à  une  même  valeur  de  y. 

Le  résultat  qu'on  obtient  de  cette  manière  est  encore 
indéterminé ,  puisqu'il  peut  varier  à  raison  des  change- 
mens  qu'on  fera  subir  à  la  seconde  variable^  ^  etn'ofFre 
par  conséquent  que  des  maxima  ou  des  minima  relatifs , 
parmi  lesquels  il  en  existe  nécessairement  un  nombre  limi- 
té qui  surpassent  ou  qui  sont  moindres  que  tous  les  an  très , 
et  qui  répondent  à  des  valeurs  déterminées  de^.  Ces  der- 
niers qui  sont  entièrement  déterminés  sont  desmajr/maou 
des  minima  absolus  de  la  fonction  proposée  ;  on  les  dé- 
couvriroit  aisémect  en  chassant  x  de  la  fonction  u ,  au 

moyen  de  Téquation  —=o,  ce  qui  rendroitu  fonction 

de^  seul*,   et  en  désignant  le  résultat  par  v  ,  il  sulHroit 

alors  de  faire. -r  =o,  pour  déterminer  y  convenable- 

dy 

ment  à  l'état  de  la  question  (4^). 

On    peut  parvenir  à  une   équation    équivalente    à 

•  d  V 
—= — =o ,  sans  qu'il  soit  besoin  d'éliminer  x  ;  pour  cela 

il  faut  observer  que  l'équation  --5 —  =0 ,  fournie  par 

la  condition  du  marimum  ou  du  minimum  relatif  à  x, 
établit  une  relation  entre  les  variables  x  et  y  ,  en  sorte 
qu'on  doit  regarder  la  première  comme  une  fonction 
de'  la  seconde.  En  dlHerentiant  dans  cette  hypothèse 
on  aura  (  1  s6  ) 

d  (u)         du    djr         d(i 
dy  dx    dy         dy 
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résultat  qui  se  réduit  à  -^ —  =  o  »  puisque  par  la  con* 

dition  relative  à  x ,  on  a  déjà  -t —  =  0. 

dx 

On  détermine  donc  les  valeurs  de  x  et  dey  qui  don- 
nent les  maxima  et  les  minima  absolus  de  la  fonction  u, 
au  moyen  des  équations 

du  du 


=  0,         -5 —  =  0. 


do:  '  dy 

En  étendant  ces  considérations  aux  fonctions  de  tant 

< 

de  variables  qu'on  voudra,  on  trouvera  que  pour  ob^ 
tenir  les  maxima  et  les  minima  absolus  de  ces  fonctions^ 
il  faut  égaler  séparément  à  zéro  les  coefficiens  diffiren- 
tiels  du  premier  ordre  de  ces  fonctions ,  pris  par  rapport 
à  chacune  des  variables  dont  elles  dépendent, 

'l34.  Les  caractères  distinctifs  des  maxima  et  des 
minima  dans  les  fonctions  de  plusieurs  variables  se  tirent 
de  principes  analogues  à  ceux  qu*on  a  employés  à 
regard  des  fonctions  d*une  seule  variable  (^9)  >  mais  l'ap^ 
plication  en  est  plus  compliquée  ,  c'est  pourquoi  je  me 
bornerai  à  ce  qui  regarde  les  fonctions  de  deux  va- 
riables. 

Soit  u  une  fonction  de  x  et  dey;  soient 

A,    B,    C,    D,     E,    F,  etc. 

ce  que  deviennent  respectivement 

du  du  d'u  d»u  d*u 

"'       "dF'        ly         dx»  '       dxày  '      lày' 

Iorsqu*on  y  met  a  au  lieu  de  x  et  &  au  lieu  de  y ,  le 
résultat  de  la  substitution  de  a-^-h,  b-^-kp  dans  u^ 


.  .-    -r  — 


\ 
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sera  (  lai  ) 

1.2    *»  •' 

+  etc. 

expression  dont  la  valeur  doit  être  moindre  que  A,  lors 
du  maximum  absolu ,  et  plus  grande  lors  du  minimum 
absolu,  quels  que  soient  les  signes  dés  lettres  h^  k, 
pourvu  qu'elles  n'expriment  que  de  petits  changemens. 
Mais  comme  les  termes  du  premier  ordre ,  Bh^  Ck  ^ 
qu* on  peut  rendre  plus  considérables  que  tous  les  autres  » 
en  prenant  h  et  k  d'une  petitesse  convenable  «  changent 
de  signe  en  même  temps  que  ces  quantités,  un  raison- 
nement semblable  à  celui  du  n^  .4B|  fera  voir  qu'ils 
doivent  être  nuls  dans  le  cas  du  maximum  ou  du  m/nî* 
mum;  on  aura  donc  d'abord 

_       du  -        du 

JD==-; — =0,         c  =  -T — =0,  etc. 

dx  d^ 

comme  il  résulte  de  la  règle  énoncée  dans  le  n?.  précéd. 

Ces  conditions  étant  remplies  par  les  valeurs  de  a  et 
de  b  »  déterminées  en^  conséquence ,  il  faudra  ensuite 
que  les  coeiliciens  D,  £  et  F ,  ne  s'évanouissent  pas  en 
même  temps,  et  de  plus  que  le  signe  de  la  quantité  du 
second  ordre ,  qui  forme  la  deuxième  ligne  du  déve- 
loppement ci-decsus,  soit  indépendant  des  rapports  qu'on 
pourroit  établir  entre  h  et  &  et  de  leurs  signes. 

On  sait ,  par  la  théorie  des  équations  algébriques  , 
que  toute  expression  de  la  forme  de  leur  premier  mem- 
bre ,  lorsque  le  second  est  zéro ,  ne  peut  passer  do  po* 
sitif  au  négatif,  sans  devenir  nulle  dans  l'intervalle;  et 
que  quand  elles  n*ont  que  des  racines  imaginaires,  elles 
ne  changent  point  de  signe,   quelque   valeur    qu'on 


i 
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donne  à  Tinconnue.  li  suit  de  là  que  si  la  quantité 

égalée  à  zéro  et  résolue ,  comme  une  équation ,  par 
rapport  à  Tune  des  indéterminées  h  ou  k  ^  ne  donne 
que  des  racines  imaginaires,  on  en  pourra  conclure 
qu'elle  conservera  le  même  signe  quelles  que  soient  ces 
indéterminées.  Prenant  la  valeur  de  h  ,  pat  exemple , 
on  trouve 

,       /t(— E±:\/— FD  +  E») 
h= ; ^ , 

résultat  qui  sera  imaginaire ,  si  la  quantité  comprise 
sous  le  radical  est  négative  ;  c'est-à-dire ,  si  Ton  a 
FD'^E^.  Il  faut  bien  remarquer  que  cette  condition 
nécessaire  pour  qu*il  y  ait  maximum  ou  minimum  sup- 
pose que  les  quantit^l  -F»  D  sont  toujours  de  même 
signe.  Alors  la  quantité  Z?ft*+  2E  hk-\-Fk^  ne  pourra 
changer  de  signe;  et  comme  elle  se  réduit  à  Dh*p 
lorsque  k':=:o ,  il  faudra  pour  qu*el!e  soit  positive»  oa 
qu'il  y  ait  minimum  »  que  D  soit  positif:  il  y  aura  ma^ 
ximum  dans  le  cas  contraire. 

l55.  Pour  se  convaincre  â  posteriori,  que  lorsque 
les  conditions  qu'on  vient  de  trouver  seront  remplies  » 
l'ensemble  des  termes  du  second  ordre  de  la  série 
i4  +  5fc  + Cft4-etc.  restera  toujours  de  même  signe» 
quels  que  soient  h  et  k^  il  suffira  de  remarquer  que 
le  premier  membre  de  Téquation  du  second  degré  dont 
les  racines  sont  ^ 

ayant  la  forme 

est  la  sommé  dé  deux  quarrés ,  et  ne  peut  par  conséquent 

changer 
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cbanger  de  signe.  En  faisant 

"—W      ^- D^ 

rfxpression  de  h  conduit  à 

et  Ton  voit  bien  maintenant  qae  la  quantité 

Dh^'\'fiEh1^'\'  Fk*  ne  peut  changer  de  signe  tant  que 

FD-^E^  sera  une  quantité  positive  ^  puisque  ie  qnarré 

Ek 
de  A  4-  -jf  est  essentiellement  positif  quels  que  soient 

les  signes  de  h  et  de  k.  ^ 

Ealer,  dans  son  Calcul  dtfFérâatiel«  n*xndiqua  que 
la  nécessiti  d'avoir  D  et  F  positifs  ou  négatifs  en  même 
temps  ;  Lagrange  montra  le  premier  que  cette  condition 
n'étoit  pas  suffisante  ,  et  on  lui  doit  la  théorie  que  nous 
venons  d'exposer. 

Si  les  coeSiciens  du  second  ordre  s'anéantîssoient  en 
même  temps  que  ceux  du' premier,  il  n'y  auroit  maxi- 
mum ou  minimum  qu'autant  que  les  coeificiens  du  troi- 
sième disparoitroient  aussi ,  et  que  les  termes  du  qua- 
trième ordre  formeroient  une  quantité  dont  le  signe 
ne  dépendroit  aucunement  de  h  et  de  A.  La  considéra- 
tion des  facteurs  imaginaires  que  devroît  avoir  cette 
quantité  pour  satisfaire  à  la  condition  demandée  ,  me- 
neroit  à  des  résultats  analogues  aux  précédens.  Au 
reste ,  j'observerai  que  ,  quoi  qu'il  arrive  après  la  subs- 
titution de  a  et  de  6,  dans  u  et  dans  ses  coefficiens 
différentiels ,  il  faut  toujours  que  les  résultats  obtenus 
par  la  supposition  de  x=a±ft,  yzsibdizk  ,  soient 
Cak.  diff  M 


-»  •■  ■ 


du 
àx 
au 
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tou9  moindres  ou  tous  plus  grands  que  celui  qui  ré* 
pond  à  x=ay^=&;  et  que  les  diverses  méthodet 
propres  à  faire  reconnoître  si  cela  a  lieu ,  le  seront 
aussi  pour  s'assurer  de  lexistence  du  maximum  ou  do 
minimum. 

i56.  Four  donner  un  exemple  |j*ai  choisi  la  question 
suivante ,  analogue  à  celle  du  n^  5o  :  partager  la  quan-- 
tité  a  en  trois  parties  x ,  y ,    a — x — ^y ,  telles  que  le 
produit  x>"y>^(a— X — y)P  soit  un  maximum. 
On  a  alors  « 

--_  jpm—  I  y»^  ^ — X— ^y^'  {  ma — mx-^my — px  }  =  o 

z^jjwy»— >(a— ^r— j'y""'{  na— na>wij^ — PyJ  =0; 

les  facteurs  ma — mx-^my-^px  et  na^^nx^ny-^py , 
étant  égalés  à  zéro ,  donnent 

ma  na  pa 

x=: ,  r= — ; /  a—* — y= — ^ . 

m+n+p  m+n+p  '^      m-{'n+p 

Pour  savoir  si  ces  valeurs  appartiennent  en  effet  i  un 
maximum  1  on  les  substituera  dans  les  expressions  géné- 
rales de 

d*u  d*u  d*u 

dx*  *  dxd^  *  djf* 

en  faisant  pour  abréger  m-j-'i  +  f^^ÇiOn  trouvera 

F=-   (n+  ) 


-)  (-)  (V)  • 


X- 
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Les  quantités  D  et  F  sont  négatives ,  et  on  s'assurera 
sans  peine  qu'elles  remplissent  la  condition  DF — E*>o, 
lorsque  les  exposans  m,  n^p,  sont  positifs,  ainsi  on 
aura  obtenu  le  maximum  demandé. 

Notions  générales  sur  l'application  du  Calcul  différentiel       ^ 
à  la  Théorie  des  courbes  à  double  dourbure  et  des 
surfaces  courbes. 

iSy.  J*ai  donné  beaucoup  de  détails  *)ur  cette  Théo- 
rie ,  dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral;  on  y  trouve  un  extrait  fort  étendu  des 
recherches  de  Monge  réunies  et  liées  avec  celles 
qu'Euler  et  plusieurs  autres  Géomètres  ont  faites  sur 
le  même  sujet.  Ici  je  me  bornerai  aux  problêmes  les 
plus  simples  sur  cette  matière. 

On  sait  (  Trig,  appendice  )  que  deux  équations  primi  • 
tives  entre  trois  variables  se  représentent  par  une  courbe 
à  double  courbure  ,  tandis  qu'une  seule  équAion  entre 
trois  variables  appartient  à  une  surface.  Lorsqu'on  veut 
appliquer  le  Calcul  différentiel  aux  courbes  i  double 
courbure  ,  on  peut  les  considérer  comme  les  limites  de 
polygones  dont  trois  côtés  consécutifs  ne  sauroient  être 
dans  le  même  plan.  Le  prolongement  de  l'un  de  ces 
côtés  donne  la  tangente  de  même  que  dans  les  courbes 
planes. 

On  aura  facilement  les  équations  de  la  tangente  MT^  FIG.  35. 
Jig.  55,  en  observant  que  ses  projections  sont  elles- 
mêmes  tangentes  à  celles  de  la  courbe  XM)  et  commo 
il  suIRt  de  connoître  deux  projections  de  cette  droite , 
nous  choisirons  celle  qui  se  trouve  sur  le  plan  des  xety 
et  celle  que' contient  le  plan  des  y  et  z.  En  désignant 
donc  par  x' ,  y'  et  z'  les  coordonnées  du  point  JW^ 

M  a 
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Téquation  de  la  droite  T' M' ,  tangente  i  la  projec 
tion  X'M[,  sera 

y-y=^ix-x')  (G7), 
et  celle  de  T"M'',  tangente  à  X'M'',  sera  . 

d* 

Supposons  que  des  équations  des  courbes  X'M  et  X'^AT^ 
on  ait  tiré  les  valeurs  de  j/  et  de  z\  en  x\  et  qu'après  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  les  équations  de  la  tan- 
gente on  élimine  x' ,  on  aura  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coordonnées  x ,  y  et  z  de  la  tangente  TM,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  M ,  et  par  conséquent 
l'équation  de  la  surface  formée  par  tontes  les  tangentes 
de  la  courbe  XM»  On  reconnôitra  par  là  si  cette  courbe 
est  plane  ou  non;  car  dans  le  premier  cas  la  surface 
dont  on  vient  de  parler  sera  nécessairement  un  plan  » 
et  dans  le  second  une  surface  courbe. 

1 38.  Deux  tangentes  consécutives  TM ettm ,  déter- 
minent le  plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutifs ,  et 
qu'on  nomme  plan  osculateuf.  On  peut  trouver  son 
équation  en  le  regardant  comme  passant  par  trois  points 
consécutifs  de  la  courbe  proposée  :  soit  donc 
Ax-^By-^-  Cz-^D=o  son  équation  (  Trig.  appendice  ); 
il  faudra  qu'on  ait  d'abord  Ax^-^By^  Cz'•^•  Z?  =  o  , 
puisqu'il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  x\y  et  1^';  et  pour  que  les  deux  points  suivans  s'y 
trouvent  aussi ,  il  faudra  de  plus  que  la  différentielle 
première,  et  la  difi^érentielle  seconde  de  son  équation  , 
ayent  lieu  en  même  temps  que  celles  des  équations  de 
la  courbe  proposée. 
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Qn  pourroit  prendre  une  des  dilTérentielIes  àx\  dy^'j 
ou  àz  pour  constante  (it8);  mais  il  sera  plus  symé- 
trique de  les  traiter  toutes  comme  variables  en  même 
temps,  et  il  viendra 

^dj:'+ JBdy  +  Càz'=o  ,    Aà*x'+Bdy+  Cd'z'=o , 

d*où  on  tirera 

A  _dydV— da'd'y^  Bda'd^T^— dx^dV 

C  ~àx'dy^dyd-x!  *         C  "^  dar'dy— d/dV' 

retranchant  Téquation  Ax'^By'^  C*'+  ^  =  o 
de  Ax+By  +  Cz  +  D=0  9 

A         B 

mettant  ensuite  pour  —  et  -r^  leurs  valeurs»  et  faisant 

C  C 

diéparoitre  les  dénominateurs,  nous  trouverons  le  ré- 
sultat suivant,  remarquable  par  sa  forme | 

(a/— x')(d>'dV-dz'dy)+(y— y)(d4'd-x'— dx'dV) 
+  (2i_2;')(da/dy— dydV)=o. 

En  y  substituant  pour  deux  quelconques  des  trois 
coordonnées  x\  y\  s',  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
de  la  courbe  proposée,  on  aura  Téquation  du  plan 
ûACuIateiir  particularisé  par  la  coordonnée  restante. 

109*  ^^  différentielle  de  Tare  d*une  courbe  consi- 
dérée dans  Tespace ,  a  pour  expression 

V^dr'»+dy"*+dz'». 

Cela  se  volt  évidemment  en  prenant  la  distance  des 
points  M  et  m  ,  dont  les  coordonnées  respectives  sont 

x\  y,  z\  a:'+d*',  Z+dy,  et  zl-^-dz'. 

i4o.  Mener  une  normale  à  une  courbe  considérée 
dans  Tespace  est  un  problême  indéterminé  ,  car  il  existe 

M  3 
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un  nombre  infini  de  droites,  qui  passant  par  le  point  de 
contact ,  sont  en  même  temps  perpendiculaires  i  la  tanr 
gente  ;  l'ensemble  de  ces  droites  forme  un  plan  parpen* 
diculaire  à  cette  tangente ,  et  que 'nous  nommerons  pUm 
normal  .*  son  équation  ^era  (  Trig.  appendice  ) 

ou    (x— V)da:'+(^— y)dy+(2  — »')d^= 

i4i.  Soient  x,  y  et  s  les  coordonnées  d*un  point  M, 

FIG.36.  J^S'  ^^*  ^^^"^  ^^^  ^"®  surface  courbe  quelconque;  en 
pourra  regarder  l'ordonnée  M'M=z  comme  une  fonc- 
tion des  deux  abscisses  AP  =  xet  PM':=iy.  Lorsque x 
variant  seul ,  deviendra  x-(-  A  i  on  aura  pour  le  déve- 
loppement de  l'ordonnée  m' m ,  prise  dans  la  section 
RMm  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  x  et  s  et 
passant  par  le  point  proposé ,  la  série 

.    dz   A      d»a     fc»  ,.    d^z       i'       . 
^  dx  1^  dx»   1.2  ^  dx^    1.2.3  ^ 

Si  c'est  y  qui  se  change  en  j^  -f*  ^  >  ^^  que  x  demeure 
conj}tant ,  on  obtiendra  l'ordonnée  n'n ,  prise  dans  la 
section  PMn  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  y 
et  s  et  passant  par  le  point  proposé.  Le  développement 
de  cette  ordonnée  sera 

,    dz   k  ,    d»s     ft»     .    d^z      P 

•    d^    1   '    dy    1.2   ;    dy^  1.2.3    ' 

En  faisant  varier  x  et^  en  même  temps,  on  passera  du 
point  3f  k  un  point  quelconque  N^  et  cela  de  deux  ma- 
nières  différentes,  savoir,  en  substituant  y-^-k  au  lieu 
de  y  dans  le  premier  développement  ci-dessus  ,  ou 
bien  x-{-A  au  lieu  de  x  dans  le  second.  Par  l'une  de 
ces  opérations  on  pas6e  de  l'ordonnée  m'm  à  Tordon- 
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née  iVWy  dansla  MCtion  pmN ^  et  par  l'autre  on  passe 

de  n'nkN'N,  daot  la  section  rnN.  11  est  évident  que 

ces  deax  sections  doivent  se  rencontrer  au  point  N,  sans 

quoi  la  surface  proposée  ne  seroit  pas  continue  *,  il  faut 

donc  que  les  résultats  rapportés  dans  les  n»*.  lai  et  laa 

d*s  d'z 

soient  identiques.  L'équation  -; — z — =-t — - — »  à  la- 
^  ^  dxd^       àydx 

quelle  tient  cette  circonstance ,  n'est  donc  que  l'expres- 
sion de  la  loi  de  continuité. 
Lorsque  dans  la  série 

■ 

ds  ,         d«    . 
*  +  "j — »  + 


d*  (\y 

a\d**  dxd^  djr»       / 

+  etc. 
qui  représente  le  développement  de  la  valeur  de  z ,  cor- 
respondante àx-^-htlk y-^k,  on  cessera  de  regarder 
les  quantités  h  et  A:  comme  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  et  qu'on  établira  un  rapport  entr'elles ,  on  fixera 
la  direction  du  plan  mené  perpendiculairement  à  celui 
des  X  et  y  ^  par  les  deux  pointi  Jlf  tt  N ,  car 

Il  suit  des  considérations  précédentes,  et  de  ce  qui  a 
été  dit  n^  137 ,  que  si  u=o  représente  l'équation  d'une 
surface  courbe  ,  les  équations  différentielles 

du    .    du   ds  du         du  ds 

+  -J — -r-=oet    -T [--^ — 3- =0, 


dx        d£    dx  d^         ^*  4y 

appartiendront  respectivement  aux  deux  sections  RMm 
et  PMn;  la  coordonnées^  n'entrera  dans  la  première 
que  comme  une  constante  arbitraire  ,  qui  détermine  la 
po^ifion  du  plan  coupant:  il  en  sera  de  même  de  la 

M  4 
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coordonnée  x  dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  con- 
fondre le  ds  de  Tune  de  ces  équations  avec  celoi  de 
Tautre  :  ces  depx  dliféreotielles  ne  sontqne  partielles , 
ainsi  qu'on  Ta  fait  remarquer  n"*.  liio  ;  car  la  diflFéren- 
tîelle  complète ,  ou  l'ensemble  des  termes  du  premier 
ordre ,  a  pour  expression 

àz  =  '^dx+  -^Ay=pAx+qAy , 

en  faisant  pour  abréger  —  =:p,   ^  =ç.  Lorsqu*on  a 

seulement  àz'=pàx  Je  dz  est  la  différentielle  de  l'ordon- 
née de  la  section  parallèle  au  plan  des  x  et  £*,  sembla- 
blement  àz=qây  est  celle  de  l'ordonnée  de  la  section 
parallèle  au  plan  des^  et  z. 

Si  on  prend  d  j^  =  «  d  s  »  la  différentielle  complète 
àx:=dx(p-i'éLq) ,  appartiendra  à  l'ordonnée  de  la  section 
faite  par  le  plan  M'MNN\  perpendiculaire  à  celui  des  x 
ety^  en  supposant  N'm':zi^XM'm\  On  trouvera  des 
choses  analogues ,  en  prenant  successivement  pour  or- 
données chacune  des  variables  x  et  y ,  et  en  regardant 
les  deux  autres  comme  les  abscisses. 

jil.  On  parvient  à  l'équation  du  plan  tangent  en 
l'assujettissant  à  passer  par  les  deux  droites  Jlf  Tet  Mt 
qui  touchent  respectivement  les  sections  RMm  et  PMn , 
au  point  M  (  CompL  des  Elém.  de  Géom,  ).  Les  fonc- 

d«'  di' 

tions    -    ,    et  ■  -    .  étant  les  coefliciens  différentiels  de 
ax  dy 

l'ordonnée  z\  considérée  succes.^ivement  dans  chacune 

de  ces  sections ,  et  les  droites  MT  et  Mt  étant  de  plus 

parallèles  aux  plans  des  x  et  z  et  des  y  et  z/il  est  aisé 
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de  Toir  que  les  équations  de  M  T  seront 

et  qae  celles  de  M%  seront 

Maintenant  si  on  représente  Féquation  du  plan  tangent 
par 

il  est  évident  que  cette  équation  doit  s  accorder  avec 
les  précédentes  y  et  pour  cela  il  faut  qu'en  y  foisant 
successivement  ^-*^'=:o  et  x— 0^=09  on  trouve 

r.-r.=—ix^^)  et  .-z'=-^Cy-/)i 

mais  elle  donne  par  ces  suppositions 

»—«'=.< (a:  — a/)  et  z— zi'=B(jr— y  )  : 
on  en  conclura  donc , 

d  X*       '^  d  y        ^ 

et  par  conséquent 

z— *'=p(x— x')+9(y— y). 
On  pourroit  craindre  que  le  plan  tangent  déterminé  ^ 
comme  on  vient  de  le  voir ,  ne  touchât  la  surface  pro- 
posée  que  sur  les  deux  sections  que  l'on  a  considérées  : 
mais  en  dilTérentiant  son  équation  par  rapport  à  x  et 
à  y  seul,  on  aura  d«=rpdjc  +  9^>'>  c«  *!*>*  prouve 
que  lorsqu*on  prendra  dj:=dx'  et  d^rzrdy^,  on 
aura  dz=d£',  et  qae  par  conséquent  les  points  de 
la  surface  proposée ,  qui  environnent  immédiatement  le 
point  M  ^  coïncident  tous  avec  ceux  du  plan  tangent, 
tant  qu*on  n*a  égard  qu'aux  quantités  du  premier  ordre. 
Il  suit  de  là  qu'un  plan  quelconque ,  mené  par  le 
point  M  ^  coupe  la  surface  proposée  dans  une  courbe 
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qui  a  deux  points  corarauos  avec  le  plan  tangent ,  oti , 
ce  qui  est  la  même  chose ,  a  pour  tangente  rintersection 
de  ce  plan  avec  le  plan  coupant  (  67  ). 

1 45.  La  normale  a  une  surface ,  étant  perpendicu- 
laire an  plan  tangent ,  a  pour  équations  (  Trig.  append,  ) 

On  parvient  encore  à  ces  équations  1  en  observant  que 
.  la  normale  est  la  plus  courte  ligne  qu'on  puisse  mener 
d'un  point  quelconque  à  cette  surface;  car  si  x^y^s, 
désignent  les  coordonnées  de  ce  point ,  la  distance  au 
point  de  la  surface  proposée  dont  les  coordoûnées 
sont  x\  y\  z\  aura  pour  expression 

et  en  diiférentiant  cette  expression  pour  en  trouver  le 
minimum  (  133),  on  aura 

(x— x)dx'+(«— a')d»'=o 
(y-y)ây+iz-z')dz'=oi 

ce  résultat  devient  semblable  au  précédent  lorsque  Ton 
met  successivement  pdx^  et  gdy'  pour  dz\ 

l44.  Il  convient  de  remarquer  que  lorsqu'on  cberche 
]e  maximum  on  le  minimum  d'une  fonction  de  z\  dé- 
pendante de  r'  et  de  y\  on  établit  que  le  plan  tangent 
à  la  surface  qui  représente  cette  équation  est  parallèle 
au  plan  des  x ,  y  ^  puisqu'on  fait  en  même  temps 

dz  dz'  .  1^1 

7- =0 ,  circonstance  analogue  a  ce  qu  on 


dx '    dy 

a  vu  no».  i33  et  i34. 


/  » 
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SECONDE    PARTIE. 
CALCUL    INTÉGRAL. 

De   r intégration  des    fonctions   rationnelles 

d^une  seule  variable. 

14B.  XjE  Calcul  intégral  est  Tinverse  do  Calcul  diifé- 
rentiel  \  il  a  pour  but  de  remonter  des  coefliciens  diffé- 
rentiels aux  fonctions  dont  ils  dérivent.  L'exposition 
des  principes  de  ce  Calcul  présente  des  divisions  analo- 
gues à  celles  que  nous  a  offert  le  Calcul  différentiel.  Il 
peut  arriver  que  la  composition  des  coefliciens  diffé- 
rentiels de  la  fonction  cherchée  soit  donnée  immédia- 
tement par  les  variables  indépendantes  »  ou  qu'on  ait 
seulement  une  équation  entre  quelques  -  uns  de  ces 
coefliciens ,  et  une  ou  plusieurs  des  variables  :  le  pre- 
mier cas  étant  le  plus  simple  «  c'est  cMui  qu'il  convient 
de  traiter  d'abord. 


f 
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Lorsque  le  coefficient  difFérentiel  du  premier  ordre 

d'une  fonction  de  i  est  donné  en  X|  on  a  -^z^JT^ou 

Ay=Xdx,  La  fonction  cherchée  est  donc  celle  dont 
la  différentielle  est  Xdx;  on  Tindique  comme  il 
suit:  Y=/Xdxt  la  caractéristique  /  étant  l'inverse 
de  la  caractéristique  d  (*).  Pour  trouver  cette  fonc- 
tion, il  faut  renverser  les  règles  de  la  différentia- 
tion  ;  mais  aEn  de  procéder  avec  ordre ,  nous  nous 
occuperons  successivement  des  différentes  formes  que 
peut  avoir  la  fonction  donnée  X,  et  que  nous  classerons 
ainsi  qu'il  suit  : 
fonctions  rationnelles , 

Ax^+Bx^+CxP+ =  1/ 

Ax'^+Bx"+  CxP+ U 

A*x^+B'x^'+~CxP'+ . .  ~T' 

fonctions  irrationnelles , 

m 

fonctions  transcendantes, 

î{U,\U),{(U,siaV),  etc. 


(*)  LsL  lettre  /  a  été  employée  par  ctvLX  qui  ont  écrit  les  pro* 
miers  sur  le  Calcul  intégral ,  comme  l'initiale  du  mcft/omme  ,  parce 
que ,  suivant  les  idées  de  Léibnitz ,  les  différentielles  représentant  les 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables ,  il  s'ensnit  qn'ane  va- 
riable quelconque  est  la  somme  du  nombre  infini  d'accroifsemeni 
qu'elle  a  reqns  depuis  son  origine  Jusqu'au  moment  où  on  la  con- 
sidère ;  et  c'est  pour  cela  qu'ils  ont  donné  à  la  fonction  que  nont  ap- 
pelons primitive  le  nom  d'intégrale  ^  comme  étant  le  résultat  de 
l 'agrégation  de  toutes  les  différentielles  :  ces  dénominations  étant  biea 
entend  ueS;  nous  pourrons  nous  servir  indifféremment  de  l'une  ou  de 
l'antre. 


DE  CALCUIi  INTÉGRAL,  189 

l46.  La  difFérentielle  d^  Jx^+B,  étant  mAx^^^àx, 


ax""*"* 


on  en  conclura  que  l'intégrale  de  ax^dx  est  — ; +B  » 

car  en  comparant   ax^dx  avec   m>4x'""**dx,  on  a 

a  a 

m— *i=n,     et    7nA:=a    ou     ^4  =  — = 


m       n  +  I 
Il  résulte  de  cet  exemple ,  que  lorsque 

dy=ax*dx,  y  =  — : — +B;  la  constante  B  est 

arbitraire  (  8  ).  On  peut  lui  donner  une  forme 
semblable  à  celle  du  premier  terme  ;  car  si  on  désigne 
par  b  la  valeur  de  x,  qui  rend  la   fonction  y  nulle, 

on  aura  — ; (-5  =  0,  d'où  B=' : — ,etpar 

n+ 1  ,  71+  1 

conséquent 

y=: i L. 

n+  i 

résultat  qui  ne  difTère  du  précédent  que  dans  la  forme 
qu'on  a  donnée  à  la  constante. 

1 47.  Avant  d  aller  plus  loin  il  esta  propos  d'examiner 
un  cas  particulier  dans  lequel  la  valeur  de^  trouvée 

ci-dessus ,  devient  —  ;  c'est  celui  où  n= —  1 ,  car  on 

G 

a  alors 

^_  a(a^ — 6°) gf  i — i) 0 

•^  G  O  G  ' 

Four  trouver  la  vraie  valeur  de  cette  fonction ,  il  faut 
recourir  à  la  règle  du  n^.  53  ;  et  nous  avons  fait  voir 

o* — i* 
par  cette  règle ,  page  66  »  que  '• se    réduisoit  à 

X  .  . 

la-^lbf  dans  la  supposition  de  x-=zo\  nous  aurons 
dans  l'exemple  actuel ,  en  changeant  les  lettres  conve- 
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nablemeot»  ^  =  a(lx— >I6);  maia  torique  11  =  *- 1 

on  a  cly=ax""*dx:  donc  dy= donne 

X 

yz=a(lx — \b)  ou^=ûlx  +  B. 

On  auroit  conclu  la  même  chose  du  n^.a/,  pniaqae 

d* 
par  ce  numéro ,  i*on  a  dl  x  =  — .  L'exception  que  pré- 

X 

«ente  ici  la  règle  du  n"*.  146,  tient  à  l'impossibilité  d'ex- 
primer la  transcendante  Ix  en  un  npmbre  fini  de  termes 
algébriques. 

Toute  la  difficulté  de  l'intégration  des  fonctions  d'une 
seule  variable  ,  ne  consiste  plus  que  dans  la  recherche 
des  transformations  propres  à  réduire  les  fonctions  pro- 
posées à  un  ou  plusi^eurs  monômes .  à  chacun  desquels 
on  puisse  appliquer  la  règle  du  n^.  précédent. 

l48.  Il  est  d'abord  évident  que 

dj^=ax"*dx  +  &x"dx-t-cxMx 


donne 

ax"^*      bx*»^^    .   cx'^*  ^ 

•^       m+i  ^    n+i        p+  1  ^ 

Je  n'ajoute  qu'une  constante  arbitraire ,  car  il  est  aisé 
de  voir  que  si  on  en  ajoutoit  une  pour  chaque  monôme, 
elles  n'équivaudroient  toutes  ensemble  qu'à  une  seule  , 
qui  seroit  égale  à  leur  somme. 

En  général ,  puisqu'on  a  vu ,  n°.  10  >  que 

d(u-j-  ^' — w)=du  +  dv—  dw, 

on  en  doit  conclure  que 

/(du  +  d  V — d>v)=/da+yd  v — Jdw, 
et  que 

/(Pdx+  Qdx^iîdx)=/Pdxf/Qdx-/«dx. 


_    •  .  ■      s" 
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Nous  feront  remarquer  dès  ce  moment  une  consé- 
quence de  cette  règle ,  qui  nous  sera  fort  utile  dans  la 
suite.  En  intégrant  à  part  chaque  terme  de  la  différen* 
tielle  d.ui'  =  udi^-|-i/du  (  ii  ),  il  .vient 
uu=/vàu-^/uàv,  ce  qui  donne  une  relation  entre 
les  fonctions  primitives  des  diiFérentielles  uàv,  vàu, 
en  sorte  que  Tune  étant  connue ,  Tautire  l'est  aussi  :  on  a 
par  exemple,  yudi/=uv^-/vdu.    La  différentielle 

,  u     du         dv  ^       ^ 
d.-=ir u—  (  12), 

donnera  de  même 

'U       .du       ,    di' 
-=/ /"— * 

d*où  on  tirera 

,    di;            u   .   ^  du 
/u-— = h/ 

U  est  bon  de  remarquer  que  ce  résultat  n*est  qu'une  con  - 

séquence  du  précédent  \  car  en  substituant  dans  la  va- 

àv 
leur  de  fuàvi  trouvée  ci-dessus  — -  au  lieu  dedv,  ce 

» 

qui  revient  à  changer  v  en ,  puisque 

— =i^""*du=— d.v~*=  — d. -, 

on  aura 

-     dv  u  ,   ^dtt 

Il  suit  de  ce  que  d.aitrnadu,  que  faXdxznafXdx^ 
et  qu'on  peut  faire  sortir  du  signe/  la  constante  a. 

l4g*  Si  on  se  donnoit  d^=(ax4-&)"'dx,  on  dé- 
velopperoit  la  puissance  indiquée,  et  on  intégreront 
chaque  monôme  qui  résulteroit  de  cette  opération  ;  mais 
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il  est  bon  d'observer  qu  on  peut  arriver  an  résultat  sanè 
effectuer  le  développement.  Il  suffit  de  faire  or- 


ée gui  donne  «= ' .  àx=i  —  ;  substituant  dans 

a  a 

^*dx 
l'expression  deày,  on  trouve  dyz=. et  par  eonsé- 

qnent  r=— ; — : — t  +  B.  Mettant  pour  z  sa  valeur, 
^         -^      a(m+i)  *^ 

on  aura  donc,   lorsque  ày:={aX'\-by^àM , 

^         a(m+i)     "^    ' 

Si  on  avoit  d^  =  (ax*+i)'"a:"""*dj:,  la  transfor- 
mation réussiroit  encore,  car  en  posant  ax^4*^='» 
il  en  résulteroit  naa:"'~'dx=d«,  d*où 

,          àx      _         z^âz                      J6"H-» 
a:»— »dx= — ,  dy= et  y= — |-B, 

ce  qui  donne ,  lorsque 
dy  =  (ûa7«+irx— »dq?,      jr=^±*pl  +  B. 

l5o.  Passons  aux  fonctions  fractionnaires,  et  pour 
commencer  par  le  cas  le  plud  simple ,  supposons  qu*on 

ait  dy=r rrr.»  ^^  faisant  Qx-\'h'=.z.  on  trouve 

z  —  h  ,         d« 

x= ,  dx= — , 

a  a 

et  par  conséquent 

développant  la  puissance  (t — i)«,  multipliant  le  ré- 
sultat par  dx  et  divisant  après  par  £",  on  aura  une  auite 
de  monômes  à  intégrer. 

^  Prenons 


^♦r.;^ 


-     l' 
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Prenons  pour  exemple  le  cas  où  m =5  et  n=â; 
il  viendra 

en  appliquant  à  chacun  de  ces  monômes  Ta  règle  géné- 
rale, it  en  résultera 

y=:L[^l—Zbz  +  Sb^\t+Pz-'^+B. 

On  remettra  ensuite  pour  z  sa  valeur ,  et  on  aura  enfin , 

-                                    -            Ax^àx 
lorsque  d  y  = tttt  » 

On  construiroit  sans  peine  la  formuljB  générale  ;  et  si  on 

avoit 

,        Ax^âx+BxPâx+CxffAx 

'  ''~  (a  +  ix)"  * 

on  Técriroit  comme  il  suit 

_     Atxf'Ax            BxfAx             Cafàx 
y~ (^a-J^bxy  "'"(a  +  Ao:)'»"'"  (a+ftx)"» 

et  on  opéreroit  sur  chaque  terme  en  particulier ,  comme 
nous  venons  de  faire  sur  le  premier. 

l5i.  Les  différentielles  fractionnaires  et  rationnelles 
sont  en  général  de  la  forme 

(i4ir"+^  jr"+  Cx^ )àx 

A'ar'+B'x^'+Cxf^.    ■   • 

que  pour  abréger  nous  représenterons  par— p-.IIfant 

â*abord  observer  que  Texposant  de  x  dans  le  numéra^ 
teur  peut  être  supposé  moindre  que  dans  le  dénomi* 
Cak.dijf.  N 
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nateur,  car  si  cela  n'étoît  pas,  en  divisant  U  par  V ^  et 
nommant  Q  le  quotient  de  cette  division  et  R  le  reste, 

il  viendroity — -p — =zfQdx+y*    ^.  j  mais     Q 

étant  une  fonction  rationnelle  et  entière,  /Qdx  8*ob« 
tîendroit  par  Tapplication  immédiate  de  la   règle   du 

/Réix 

formule  dans  laquelle  la  fonction  R  est  par  rapport  à  x 

d  un  degré  moins  élevé  que  la  fonction  V^  La  forme  la 

Uàx 
plus  générale  que  puisse  avoir  la  fraction  ■       —    sera 

donc 

{Aj[^-'+Bx^-^+  Cx''-^.:  .  +  r)dfl7 

La  méthode  générale  pour  intégrer  les  différen- 
tielles exprimées  par  des  fractions  rationnelles ,  consiste 
a  les  décomposer  en  d*autres  dont  les  dénominatenra 
soient  plus  simples ,  qu'on  désigne  sous  le  nom  de  frac^ 
lions  partielles  et  qu*on  obtient  comme  il  suit  : 

En  égalaht  à  zéro  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée ,  on  formera  Féquatlon 

et  concevant  qu*on  ait  déterminé  les  diverses.racines  de 
cette  équation ,  on  les  représentera  par 

—  a,      —a',      — û",      — c^' ,  etc. 

en  supposant  qu'elles  soient  toutes  inégales;  par  ce 
moyen ,  le  premier  membre  de  Téquation  ci-dessus,  on  le 
dénominateur  de  la  fraction  proposée,  sera  mis  sous  la 
forme  d  un  produit  de  n  facteurs 

x+c,      «+a\      ^  +  0"»      Jf+a",  etc. 
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Cela  fait,  on  regardera  la  fraction  propose  comme  la 
somme  des  fractions 

x+a  '         x+a'   '         x+a'*  ' 

ayant  ponr  dénominateurs  les  factem's  du  dénominateur 
de  la  proposée  et  pour  numérateurs  des  constantes  in- 
déterminées. 

Supposons  pour  fixer  les  idées  que  la  différentielle  à 
intégrer  soit  celle-ci 

iAjù^+Bx  +  C)àx 
X-^+A'x^+B'x+C 
et  qu*on  ait  trouvé 
x^+A'x^+B'x+C={x+a){x  +  a'){x  +  a''). 

£n  réduisailt  au  même  dénominateur  les  fractions 
Nàx  rrdx  N"àx 

x  +  a  '         x  +  <£^         ût  +  a"^ 

et  en  les  ajoutant  il  viendra 

le  dénonûnateur  sera  le  même  que  celui  de  la  proposée  » 
et  le  numérateur  sera  nécessairement  une  fonction  du 
degré  inférieur  à  celui  du  numérateur ,  c*e8t-à-dire ,  du 
second  degré.  En  développant  on  a  en  effet 
[(]V+iV^+]V>*+(JV(a'+a'')+iV'(û+c")+iNr(a+a'))« 

•JirNa'd'+traa'+N"aa'']Ax. 
Cette    fonction   qui  renferme   les  trois    indéterminées 
N  f  N\  If',  étant  comparée  avec  le  numérateur  de  la 
fraction  proposée  donne  les  trois  équations 

N+rr+trz^A, 

Na'a"+  N'aa'+  N''a  a'=  C  j 
supposant  qu*on  ait  résolu  ces  équations  qui  ne  sont 

N  a 


/4 
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^ue  du  premier  degré  1  on  aara  alors 

x^+A'x^+B'x+  C~  a?  +  a  "^  «  +  a'  "^'x+a^" 

En  faisant  a;4-a=2,  on  verra  qn«  la  différentielle 

JVda;               -j               Wdx    ^  -  *»      1    mn 

^-r —  de  transforme  en et  a  pour  intégrale  N\z 

ou  iVl  (x  +  a)-  On  trouvera  de  même  que 
rN'àx      ^,,.    ,    -         /ATdx  , 

et  on  aura  par  conséquent 

x^+ilV+^x  +  C 

^mix+a)+ir\{x+a!)J^N"\(x^a")+amst. 

=  1  [  (  «+a)^(x+a'  )nx+a")^"]+coiw^ 
Ce  procédé,  qu*il  est  facile  d*étendre  à  la  formule 
générale  citée  au  commencement  de  l'article ,  montre 
queFintégration  des  fractions  rationnelles  u'a»  dans  le  cas 
où  i^ur  dénominateur  se  décompose  en  facteurs  réels  et 
inégaux ,  d'autre  difficulté  que  cette  décomposition  qui 
revient  à  la  résolution  numérique  des  équations. 

l52.  Nous  avons  supposé  que  tous  les  facteurs  du 
dénominateur  de  la  fraction  proposée ,  étoient  inégaux 
entr*euxî  mais  dans  le  cas  contraire^  la  décomposition 
de  cette  fraction  ne  pourra  plus  avoir  lieu  dans  la 
forme  que  nous  avons  adoptée  :  on  le  voit  immédiate- 

Ax'\-B 

ment  sur  -r — — — rj- ,  qu'on   ne  sauroit  représente;:  par 

'  N         N' 

—, — I r~  »  puisque  ces  deux  fractions  n'eu  forment 

x+a     X'ji'Q 

qu  une  seule  : . 

x  +  fl 
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Si  le  dénominatenr  *«+il'a7"-'+  B'x«-». . . .  +  T, 
de  la  fraction  proposée ,  renferme  nn  facteur  (  x+a  y, 
il  faudra  prendre  pour  ce  facteur  une  fraction  partielle 
de  la  forme 

et  on  déterminera  les  coelficiens  de  son  numérateur  en 
le  réduisant  au  même  dénominateur  avec  les  autres  frac- 
tions partielles  et  en  comparant  la  somme  des  nnmé-* 
rateurs  avec  celui  de  la  proposée  (  i5i  ). 

On  intégreroit  par  la  règle  du  n®.  i5o  cette  frac- 
tion partielle;  mais  on  peut  aussi  faire 

{PxP-'+QxP''^+....+  Y)àx 
ix+a)P 

_Nàx  N'dx  N'^âx  tr^-àx 

~{x'\'a)P^  {x  +  a)P-''^ (^x-^-ay-^"'^  x+a  ' 

Il  est  facile  de  yoir  qu*en  réduisant  au  même  déno-^ 
minateur  toutes  les  fractions  du  second  membre ,  le 
numérateur  qu'on  obtiendra  sera  de  la  même  forme  que 
celui  du  premier.  Cela  posé,  soit  x-^-a^z^  il  viendra 


J {x^ay~J      7/     ~     i—p    ""(i— p)(x+ay  ' 


on  trouvera  de  même 

Ndx  N 


fr 


(x-Hûy*      (2— p)(x  +  a)P— 

et  ainsi  des  autres  :  toutes  ces  intégrales  seront  algé- 

/W'-'-'dx 
,  ,   renfermera 

x-f-a 

un  logarithme. 

N  3 
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i5d.  Si  les  valeurs  de  a,  a',  a\  etc.  étoient  imni 
gînaires,  elles  introduiroîent  des  expressions  de  cette 
niltare  dans  les  numérateurs  des  fractions  partielles  :  on 
pourroit  à  la  vérité  faire  disparoitre  les  imaginaires; 
mais  cela  compliqueroit  le  calcul ,  et  oc  évite  cette  diffi- 
culté en  ne  décomposant  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée  qu*en  facteurs  réels  j,  soit  du  premier  soit  du 
second  degré ,  ce  qui  est  toujours  possible  (  compL  de^ 
Elém»  <iFAlg.  !24  ).  Les  facteurs  du  second  degré ,  qni 
contiennent  des  racines  imaginaires  ^  jpeuvent  être  re- 
présentés par 

et  8*il  s*en  trouve  plusieurs  qui  soient  égaux  ,  le  âéno«t 
xninateur  de  la  fraction  proposée  aura  des  facteurs  de 
la  forme 

Au  facteur  simple  x*^a^x  +  tk^'\'  ^^^  corresponde^ 
une  fraction  partielle  de  la  forme 

(jrj:  +  L)djp 

et  aux  facteurs  de  la  seconde  espèce  ^  la  fraction 
CQ'x^^-'+R'x^'"' ...  +  Y')âx 

Les  coefficiens  des  numérateurs  pourront  se  déterminer 
ainsi  qu'on  Ta  indiqué  dans  les  n°*  i5i  ,  iSa. 

Pour  intégrer  la  première  des  fractions  ci-dessus  j  oty 
observera  gue 

on  fera 

x  +  m=z. 
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il  viendra 
iKx  +  L)Ax_(KM+L—KM)àc_(^Kji+L,)dz 

en  prenant  L-^KazzzL^. 

,,  .             (Kz+L^)dz    Kzdz  ,    L.dz 
Mais  — Li.— zr* 4* — -—  ; 

la  première  partie  in  second  membre   de  l'équation 
ci-dessus   est  intégrable  ;   car  en  faisant  £*-f"  i^^=  ^  > 

on  a  £ds= — ,  ce  qui  donne 

Quant  Â  la  seconde  partie,  si  on  y  fait  z^=fiu^  on  la 

change  en 

L|d«  L,     du 

mais  on  a  vu ,  b**.  35,  que  — ; est  la  différentielle 

1+14» 

de  Tare  dont  la  tang=ii;  donc 

/Lj       du        Lj        ,  .   ^ 

=  —  arc  I  tang  =  ^  1+  const. 
réunissant  ces  deox  résultats,  on  obtiendra 

+  const. 

II  est  bon  de  remarquer  que  Tare  dont  la  tangente  est  - 

fi 

z  1 

a  pour  sinus  — =z  >  pour  cosinus  — zmzzz  S    car 

N4 
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cette  considération  offre  le  moyen  de  présenter  l'inté* 
grale  proposée  sous  plusieurs  formes ,  en  désignant  Tare 
par  son  sinus  ou  par  son  cosinus. 

Lorsqu'on  remet  pour  z  sa  valeur ,  on  trouve 

K 1  V'x*+!Actx+  m^+fi^  4.£zparc(tang=^j^  j 
1 54.  Pour  obtenir  Tintégrale  de  l'expression 

on  lui  donnera  la  forme 

iKx  +  L)dx 


{K'x  +  L)àx  (K'''"'x+V''"')àx  ^ 

tout  se  réduira  alors  à  intégrer  la  différentielle 

(Jrx  +  L)da: 

Je  supposerai  qu'on  ait  fait  x-\'tL=zz  et  I.— jr«=dLi  ;  par 


ce  moyen  on  n  aura  plus  a  traiter  que       ^  ,    et 

je  vais  montrer  que  cette  dernière  peut  se  ramener  à 

r     Hdz 

Pour  cela ,  on  la  décomposera  en  deux  parties 
r   Kzdz  r     L,àz 

La  première  est  intégrable  immédiatement ,  et  cela  se 
voit  en  faisant  «*+/8*=u,    puisqu'on  a  £ds= — , 
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d*où  Ton  tire 

rKzàz    _rKàu  _  JTu-H-- 

On  supposera  ensuite 

HA 


prenant  les  différentielles  de  chaque  membre ,  réduisant 
au  même  dénominateur  tous  les  termes  du  résultat  et 
supprimant  ce  dénominateur  »  ainsi  que  le  facteiu:  com* 
mun  d  s ,  on  trouvera 

en  comparant  les  termes  semblables  on  formera  deux 
équations , 

L,=  G/8'+H/8%        G— a(9— i)G+Jf=o, 

lesquelles  donneront 

(29— 2)i8»'  (29—2)^8*     • 

on  aura  par  conséquent 

r      Lràt  f  l % 

(2(7-3)     /-        d^         1 
"^   (2^_a)^*y  («»+j8»y->/ ^*'^' 

Si  dans  cette  équation  on  met  9—1  i  la  place  de  q  et 
qu'on  y  fasse  L,=  1 ,  il  viendra 

r    Az  1  JT 

•/  (  «•+  /8'y->  =(  2  9—4)^*  («•+i8»y-» 

(2(7—5)    /^         da 

"^(29-4)iâ^      («'+/3*)*-*    * 
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substituant  cette  valeur  dans  la  même  équation  (o)»  il 
en  résultera 

r  JL,dg     _      f  1 g 

i,(a<y— 5) % 

L'équation  (a)  donnera  encore  la  valeur  de 

J  f^^j^l^y-^  >  «n  changeant  ç  en ^-2  et  faisant 

L,=i  ;   si  on  remet  ensuite  cette  valeur  dans  Téqua- 
tion  (&},  on  aura 

i.(a^— 3)  z 

I . (2^-^3)(a7-~ 5)  ___!__>  f  >, 

(a<;— 3Xa<y.--5)(a<7— 7)     /^       dg 
"*"  (a<7— 2)(a9— 4)(aç— 6)/8«-^  (a*+iS*/-3 

Si  on  déduisoit  encore  de  l'équation  (a)  la  valeur  de 

/*       d« 
^        v^_3»  on  auroit  une  nouvelle  valeur  de 

JjML^,  qd  dépendroit  d./_-^^.  E« 

continuant  d'opérer  ainsi ,  on  formera  une  suite ,  qu^il 
faudra  borner  au  terme  / --;  car  le  terme  sui- 

r  dz 

vant,  affecté  dey     >  1  ^t\o  >  *"^^*  **»  coefficient  infini. 

On  peut  s'en  assurer  en  faisant  successivement  9=  a» 
et  9  =  3,    dans  les  équations  {b)  et  (c);   et  il   est 
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aisé  de  sentir  à  quoi  tient  cette  circonstance  ;  car  si 
Ton  pouYoit  arriver  jusqu'au  terme  dont  nous  venons  de 
parler ,  on  anroit  algébriquement  Tintégrale  de  la  frac- 
tion proposée ,  puisque 


fr 


:=/d«. 


On  voit  ici  Torigine  d  une  méthode  d'intégration  qui 
est  aussi  féconde  qu*élégante  ;  c*est  celle  par  laquelle  on 
passe  d'une  intégrale  i  une  autre  :  nous  la  développe- 
rons par  la  suite  d*nne  manière  plus  générale. 

En  rapprochant  les  résultats  des  n<^*  précéd.  on  re- 
marquera sans  doute,  que  les  différentielles  qui  se  pré* 
sentent  sous  la  forme  de  fractions  rationnelles ,  peuvent 
toujours  s'intégrer  y  soit  algébriquement,  soit  par  la 
moyen  des  logarithmes  ou  des  arcs  de  cercle ,  et  qu'il 
n'est  besoin  pour  les  préparer ,  que  de  les  décomposer 
en  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  des  binômes 
ou  des  trinômes.  Nous  n'avons  encore  indiqué  pour 
cette  opération  que  la  méthode  des  coefficiens  indéter- 
minés y  parce  que  c'est  celle  qui  se  présente  la  première  ; 
mais  nous  allons  maintenant  faire  connoitre  plusieurs 
procédés,  qui  exigent  moins  de  calcul* 

l55.  Reprenons  la  fraction  -p,  et  supposons  que 

x+a  soit  un  des  facteurs  inégaux  du  dénominateur  F, 

en   sorte    qu'on  ait  F=:(x4*a)Q»  posons  ensuite 

U       A        P 

-7>= — 1^ h  -77  >   P  étant  une  fonction  indétermbée 

V     x+a      Q 

de  X ,    mais  dans  laquelle  cette  quantité  n'entre  point 

comme  diviseur;  on  aura  U=A  Q-{'P{x'{'a) ,  d'où  on 

tirera  P= ^.  Comme  P  est  une  fonction  entière , 
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par  rapport  à  x,  il  faut  qne  la  quantité  U^^ÀQ^quï 
est  aussi  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x^  soit 
divisible  par  x+a ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose  , 
8*é?anoni88e  lorsqu'on  mettra  au  lien  de  ^ ,  la  yalecr  —a 
que  donne  le  facteur  ar-(-a  égalé  i  zéro  :  désignant 
donc  par  u  et  par  g ,  ce  que  deviennent  Uet  Q  après 
cette  substitution  qui  ne  change  rien  i  la  valeur  de  l'in- 
déterminée A ,  puisqu'elle  est  indépendante  de  »,  on 

aura  u^^Aq=:o,  et  par  conséquent  Â^^-. 

Cette  valeur  exige  qu'on  connoisse  la  fonction  Q , 
donnée  par  l'équation  F=  ix+  a)Q,  et  on  la  trou- 
vera toujours  en  divisant  V  par  x+a  :  le  Calcul  di£Pé- 
rentiel  y  conduit  aussi  d'une  manière  fort  simple  >  car 
en  diiférentiant  l'équation  ci-dessus  »  on  a 

si  on  fait  dans  ce  résultat  x  +  a==Oy  et  qu'on  repré- 

dV 
sente  par  v  ce  que  devient  alors  -^ — ,  on  aura  i^=qi 

d'où  ii  =  -- 

L'expression  il  =-  aura  toujours  une  valeur  Enie; 

car  le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  sauroient  de- 
venir nuls,  puisque  la  fraction  proposée  est  réduite  à 
sa  plus  simple  expression  et  que  par  conséquent  la  fonc- 
tion U  ne  peut  contenir  le  facteur  x+a  qui  fait  partie 
du  dénominateur ,  et  qui  ne  8*y  trouvant  qu'une  fois  » 
n'entre  point  non  plus  dans  Q.  En  appliquant  d'une  ma- 
nière convenable  ce  raisonnement  aux  difFérens  cas  que 
nous  allons  parcourir,  on  se  convsùncra  que  la  dé- 
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composition  d*nne  fraction  rationnelle  quelconque ,  dans 
les  formes  que  nous  ayons  indiquées  ^  est  toujours 
possible. 

l56.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  trouver 
les  numérateurs  des  fractions  partielles  qui  répondent 
aux  facteurs  égaux,  du  premier  degré..  Dans  ce  cas  on 
a  f^=Q(x-t-o)*,  et  oA  doit  supposer 

U        A  À,  A,  i<,_,      P 


•  ■  •  • 


y~{x'hay    (x-^a)"-»    (x-^-û)*"*  x-^  a      Q' 

en  réduisant  au  même  dénominateur ,  il  Tiendra 
K=Q[i4-^il,(x-»-a)-+-i^^(:c-hû)'. .  .-f.<^,(x-^a)»-*]-^P(«+ay, 

(x-*-fl)*  ' 

et  comme  P  doit  être  une  fonction  entière ,  il  faudra  que 
le  numérateur  de  son  expression  soit  divisible  n  fois  de 
suite  par  x-f-a/  ce  numérateur  s'évanouira  donc  lors- 
qu'on y  mettra  —a  au  lieu  de  x.  On  voit  d*abord  qu'il 
se  réduit  dans  ce  cas  à  U —  (^A^  mais  pour  que  U — QA 
soit  divisible  par  x-^a,  il  faut,  en  conservant  les  mêmes 
dénominations  que  dans   le  n®.  précédent ,  qu'on  ait 

Cette  valeur  changera  la  quantité  U-^QA  en  17-—  -Q 

qui  se  divisera  par  x-^a ,  et  on  aura  en  effaçant  en  même 
temps  ce  facteur  dans  le  dénominateur  ^  et  faisant  pour 

abréger  U Q==r/,(x-*-c), 

Maintenant  pour  obtenir  ^c  >  on  fera  x-^a=o,  et  en 
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désignant  par  u,  i  ce  que  devient  17^»  par  la  sulMttttt^ 
tion  de  —a  à  la  place  de  a:,  om  aura  U|-h}J|=o^ 


on  i4,=  — . 
9 


Mettant  ensuite  aa  lieu  de  À^  sa  valeur  dans  t/^^^Qj^^ 


Vi 


il  en  résultera  la  quantité  rT,— >—  Q  qni^  s'évànooissant 

lorsque  x  -f-  a=o  >  sera  divisible  par  x-^-a  ;  le  noméra- 
teur  deviendra  donc  encore  divisible  par  x'^a^  et  par 
conséquent  P  se  réduira  à 

^__tr^—Q\  A^-^ÀsÇx^ a). ..  .^ À,^,(x^ay-^] 

t/s  représentant  le  quotient  de  la  division  de  Cf,— «— Q 

par  x+a.  En  continuant  le  même  procédé  et  la  même 

notation  y  on  trouvera  encore  u^-^A^^^ ,  d'oA  A^'±s-^ 
et  amsl  des  autres. 

Le  Calcul  différentiel  facilite  beaucoup  les  opérations 
précédentes.  En  effet ,  le  numérateur  de  la  valeur  de  P 
devant  être  divisible  par  (x-^a)",  sera  nécessairement 
de  la  forme  X(x-^ay,  X  étant  une  fonction  entière 
de  X ,  mais  qui  ne  contient  pas  le  facteur  jc^-^a;  et  d'après 
la  remarque  du  n''.  '5a  »  toutes  les  différentielles  de  ce 
numérateur 9  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n — i  inclusive- 
ment »  s'évanouiront  lorsqu'on  supposera  jr-|-A=o.  En 
lui  donnant  la  forme  suivante 

Q\-7T  — A—Aiix-hà) — Aaix-hoY^Asix-hay  ...A 

et  en  observant  que  la  fonction  Q  ne  contient  point  le 
facteur  x-^a,  il  est  évident  que  c^est  seulement  la  partie 
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lie  cette  expression ,  renfermée  dans  la  parenthèse*,  qui 
doit  devenir  divisible  par  (x-f-  a)".  Les  différentielles  de 
cette  partie  sont 

.     U 

à.~'^A^dx'^aA^{x+a)àx — 5À^x+aydx.  ..s'. 

*.— — Hil^da?*— 2.3i43(x+  a)  dx». .... 

etc. 

Ces  résultats  devant  s'évanoair  lorsqu'on  j  fera  x+tt=o, 

conduiront  aux  équations  suivantes 

^-A=o  )         (a=-^ 

à^.^^aA.àx^=o    /  d'où  {^  __i..^^ 


Q  *  ^    l  p~i.a.dx*       Q 

tf .  ^  ^!t.3A,dx'=o\         Ia^ W^'-S 

Q  I         f         i.a.3dx^       Q 

etc.  '  ^  \  etc. 

pourvu  qu'après  les  difiTérentiations ,  on  substitue  -^a 
au  lieu  de  x. 

Le  moyen  le  plus  simple  pour  obtenir  la  valeur  de  Q 
dans  ce  cas,  est  de  diviser  F  par  (x-f-a)"»  cependant 
on  peut  7  parvenir  par  la  differentiation  ^  comme  dans 
le  n**.  précédent  ;  car  puisqu'on  a  F==Q(x+û)%  en 
differentiant  un  nombre  n  de  fois  chacun  des  membres  de 
cette  équation,  et  faisant  ensuite  x4*a=o,  on  trou- 
Tera  d'*r=i.a. .  ..iiQda:"  C^^)»  ®t  par   consécpent 

d^r 

^       i.a.. .  .iid«** 
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On  parviendra  à  Texpression  des  difFérentielIea  de  Q 
dans  l'hypothèse  de  X'\-a=Of  en  prenant  successive- 
ment celles  de  Tordre  n+i ,  n-^^i,  etc.  de  Tégoation 
F^rÇCar+a)*;  caril  est  aisé  deyolr^d  après  la  remarque 
du  n^  53,  que  dans  ce  cas  d"^*F=d*"***,Q(x  +  a)"i 
par  exemple ,  se  réduit  à  d""*"*  F=i  .2.3..  .(n+ 1  )dQdx*. 
Il  suit  de  là  quon  pourra  exprimer  les  indéterminées 
Ji,  A^f  A3,  etc.  à  Taide  des  différentielles  dn  nnmé*- 
rateur  U  et  de  celles  du  dénominateur  F»  de  la  fraction 
proposée  ;  dans  ce  procédé  il  seroit  peut-être  plus  com- 
mode de  différentier  le  numérateur  de  l'expression  de  P 
$ou8  la  forme  où  il  se  présente  d'abord ,  ce  qui  don- 

neroit,  en  supprimant  les  termes  affectés  de  a? 4*<^«  1^' 
équations 

dU—AàQ—A,Qâx:=o     \ 
d*U^Aà*Q—2A,d  Qdx-^nA^Qàjç^sxo       ^ 

d^U—Ad^q^5A4^Qdx—eA^d^qàx*'^A^Qdx^=o 

etc. 

La  première  inconnue  A  sera  déterminée  d'ailleurs  par 
Téquation  U — AQ==o,  dans  laquelle ,  ainsi  que  dans 
les  précédentes  ,  après  la  différentiation ,  il  ne  faut  pas 
oublier  d'écrire  ~-a  au  lieu  de  x. 

iSy.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  le  nu- 
mérateur d'une  fraction  partielle  de  la  forme 

Ax  +  B 


Soit 


X*+2AX+A*+  fi^' 

U  Ax+B  p 

S  +  7T'' 


F     x^'+aax+M^+fi*  •    Q 
en  réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur 
que  le  premier ,  on   trouve 

U=Q(^Ax+B)+P(^x^+actx  +  A*+fi*), 

d'oib 
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d*où  on  tire  ensuite 

iÉôinmé  P  doit  toujours  être  ûné  fonction  e&Hère  par 
rapport  à  x  »  il  faut  que  la  quantité  £/'•—  Qi^jç+B), 
•oit  divisible  par  x^-^amx^»*-^  fi^ -,  elle  doit  donc 
renfermer  an  nombre  de  ses  facteurs,  ceux  de  cette 
dernière ,  et  s'évanouir  par  conséquent  dans  les  mêmes 
circonstances.  Mais  les  facteurs  de  j:»-f.a«a:-f-«*-4-i8% 

sont  x-^m-^-liV^ — 1 ,  x-»-fifc— .fit/ — I  ;  si  on  les  égale  à 

zéro,  on  aura  j:=>— (a-f-iôV^ — 1),  *= — (i» — ^^)V^— i): 
ces  valeurs  étant  substituées  successivement  dans 
£/— Ç(ilr"*-B) ,  doivent  faire  évanouir  cette  quantité. 

Désignant  donc  par  udiiiV^—i ,  et  par  ^±:ç'ï/-^i, 
ce  que  deviennent  £^et  Q»  après  cette  transformation 
dn  Aura 

Cette  équation  est  double  à  cause  dn  signe  ^  dont  sont 
affectés  plusieurs  de  ses  termes ,  et  elle  est  équivalente 
à  celles  qu^on  formeroit,  en  égalant  séparément  à  zéro 
la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire^  d'après  cette 
considération  on  aura 

vf^qfiA^q'AA'^ifB:sAo, 
équations  qui  donneront  les  valeurs  de  ^4  et  de  B, 

On  peut  trouver  Q  comme  dans  le  n^  i55.  En  effets 
si  on  diiférentie  l'éqnation 

et  qu*on  fasse  ensuite 

Cale.  dijf.  O  . 
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il  viendra 

AV 
0(axdx-*'a«dj^)=dJ^,  on  0= ; ^^-r-- 

sobatituant  au  lieu  de  a;  ses  deux  valeurs  -*(«(:b^  l/^i^i)^ 
représentant  par  v±:v'V^—  i ,  ce  que  devient  alotï-^  , 


et  écrivant  17  ±^'V^—i  pour  Q,  il  vi 

multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  du  second 

membre  par  l^—  1 ,    et   égalant   ensuite   les   parties 
réelles  et  les  parties  imaginaires  de  chaque  membre  »  on 

aura       0= r- ,        a  :?=  —  --* 

l58.  Si  le  facteur  x***"  2«x-f-«*^/S*,  se  troovoit 
plusieurs  fois  dans  le  dénominateur  V,  et  qu'on  eût 

on  prendroit  dans,  ce  cas  (  i53  )» 

U_  Àx^B A,x^B^ 

réduisant  au  môme  dénominateur .  et  tirant  la  valeur 
de  P,  on  trouvera 

(xM^â^ixT7*-^^»)« 

En  raisonnant  dans  le  cas  actuel  comme  dans  les  pré- 
cédens ,  on  conclura  que  le  numérateur  de  cette  ex- 


PB  GAIiCUL  IKTKGRAL.  311 

pression  doit  s*évanouîr  par  la  substitution  — («itj8K — i  ); 
et  gardant  les  mêmes  dénominations  que  ci-des6us ,  on 
aura  après  cette  opération 

ce  qui  donnera  pour  déterminer  A  et  B ,  les  mêmes 
équations  que  dans  le  d*.  précédent.  Ayant  trouvé  les 
valeurs  de  ces  quantités ,  on  les  substituera  dans  le  nu- 
mérateur de.P,  et  les  termes  U — QÇ^Ax^B)  devenant 
divisibles  par  x*-*"a«  jrH-«*-»-/E%  l'expression  entière 
le  deviendra  aussi.  Nommant  donc  27,  ^  le  quotient 
de  £/"— Ç(i4x-*-j5)  par  x*H-a«r-*-«»-»-iS%  on  aura 

p_Ut—QZA,x-^B,'^iA^x^-B^Xx'''^fictx'^-^^-^fi'% .]  ^ 

en*  remettant  dans  ce  nouveau  numérateur  pour  x ,  les 
valeurs  que  donne  Téquation  ar*-4-2rta:-H«*-+-|S*?=o, 
et  égalant  le  résultat  à  zéro  ,  on  déterminera  il,  et  B, , 
comme  on  a  déterminé  pk»  faamt  il  «t  6 ,  et  on  con- 
tinuera d*opérer  de  la  même  manière ,  pour  parvepi;:  ai^x 
valeurs  des  lettrés  A^,  B^,  As^  B3. , . . 

Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à  celui  qu'on  a  traité 
dans  le  n^.  i56;  et  le  Calcul  différentiel  s'applique  de  la 
même  manière ,  à  Tun  et  à  Tautre.  En  effet ,  puisque  Q 
ne  contient  poiat  le  facteur  ;c*4.'si«:r^it%/8^i  st  e^ 
divise  le  numérateur  de  P  par  la  fonction,  Q^^l^  r^ 
sultat  que  je  représenterai  par  «- ,  devra  être  de  la 
ferme  ^=X(x*-*-2  4X^flt*^/8*)'*,  et  s*évanouir  par 
conséquent  ainsi  que  ses  diCTérentieHes  f  depiri^le  pre- 
mier ordre  jusqu'à  Tordre  n — i  inclusivement ,  lorsqu'on 
fera  x'-»-afltx-f-«V  iS'=o;  dans  cette  hypothèse  »  on 
aura  les  équations 

O  a 
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chacune  desquelles  deviendra  double ,  lorBqn*on  HMttra 
pour  X  les  valeurs  dont  il  est  susceptible  en  vertu  de 
l'équation  x^-^  a  «  x  -f-  é^-n  /8*=  o  :  en  égalant  séparé- 
ment à  zéto ,  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire ,  on 
obtiendra  un  nombre  suffisant  d  équations  t  pont  dé« 
terminer  A^  B ,  A^  B|  »  etc. 
Il  faut  encore  remarquer  que  de 

on  tirera 

^  dT 


d*.(x'-^a«a:-^tf'-*-/8')*  • 

lorsqu'on  supposera 

«*•♦"  2  «e  X  •«- A*^  iS*=o* 

On  trouvera  d  Q,  d*Q,  etc.  dans  la  même  hjrpotliése^ 
en  prenant  les  différentielles  des  ordres  a-^i,  nr^sk,  etc. 
de  Féquation 

et  supprimant  ensuite  les  termes  qtie  cettd  bypothese 
rend  nnl^* 

iSg.  Je  vais  donner  maintenant  quelques  applica- 

dx 
tions  de  ce  qui  prêche.  Soit  la  firaction  ■  j  -  ■'  |; 

tes  Cpcteurs  de  son  dénominateur  sont  faciles  à  décon- 
Vrir;  car  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

.^(x*-^  X*— X— 1  )  =x^(x  •*- 1  )  (x^^-*- 1  ). 


Xe  facteur  x^— i ,  se  décompose  en  x*—- 1  et  ir^^  ip 
OUX-— i,x-«-i  et  x^4. 1  :  on  a  donc 


l.LLi 
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tt  par  ooiiiéqntiit  k  fraction  proposée  atf  décompo^ 
«tf>Io  comme  U  mit  (  i5i ,  iSa,  iSB  ) 
Aàx         Bàx         Cdx 

^Pdx    Edx^Fdx^(Gx^ir)dy 

3^         X*  jç  i-»-x* 

En  rédoisant  au  même  dénominateur  j  et  CQiQparant  le 

dx 
résultat  avec  --j ■      4  ,  on  détermineroit  les 


numérateurs  inconnus;  mais  je  vais  faire  usage  des  pro« 

cédés  indiqués  précédemment. 

Considérant  d*abQrd  1^  fi^tei^r  x^— 1 ,  qui  étant  ég^é 

i  zéro ,  donne  «=:  1 ,  les  quantités  1/'=  1 ,  et 

àV       rf.(x»^xy— X*— X»)     ^    . 
-= — = —     .     .  ,  .     '  ■  .     f  ,  deriennent  1  et  S;  on 
dx  dx 

a  donc  (  i55  )  ^3=-.  Donc  la  ^^^ère  fraction  par* 
tielle  est  -. 


8  X— i 

Pour  avoir  ceHes  qui  ont  pour  dénominalenr  (x^iV 
et  X'4-i.  Je  me.  sers  de  la  règle  du  n^  i56;  etay^t 
trouvé  immédialement  que 

X^^  X^*"^X^''"^x' 
fts:      I  I    '     I  ■•  r=2X^—  X*-**  X^—  X*- • 

^^^       (x+i)' 

Ytig  en  faisan(x^i=ao ,  x=— >  ,  d'où,  9=4  »  et  -=-  , 

q    % 

ainsi  la  seconde  fraction  partielle  est  ^«(x^i)* 

Mettant  dans  Pexpression  l^i»  du  n^.  cité,  au  lien 

c(e  y4  sa  valeur  7»  Y  ai 

_  U^A  Q  _  4— >x»;^x^TX<f"X^ 
'"■    x-^-i     ~  4C^-^0 

=— ^^ 5 — r. 

O  3 


\ 
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doù  il  vient  — =:-;^=*^:  on  a  donc  pottt  la  troi:iièffle 

^      16      8*       •  ^ 

fraction  partielle  ^  — r-. 

On  auroit  pa  déduire  ce  résultat  de  la  formule 
if,=  -r- 0.-77»  car  on  a 

QX        Ç 

*       '  U  1 


Q      X*— x*-^jt 


3 


•i 

expretaioQ  qui  m  réduit -i  "^^'l  >    lorsqu'on    y   fait 

x  =  —  1. 

On  trouvera  tout  dé  suite  les  fractions  partielles  qui 
ont  respectivement  pour  dénominateuts  x',  «*,  x,  par 
les  formules 

f 

en  obsçrvant  que  dans  ce  cas  Q=a;*-*-a?^— x^— 1,  et 
que  les  seconds  membres  des  équations  ci^dessus  se 
réduisent  à  —  i,  -«-i  et— 1,  lorsqu*6ftf  faitx=o; 

on  a  donc rH — r*— -• 

X^        X*  X 

Il  ne  reste  plus  à  trouver  que  la  fraction  partielle 

qui  a  pour  dénominateur  — ^ ;  on  poiirroît  la  cou- 

dure  en  retranchant  de  la  proposée  toutes  les  précé- 
dentes ;  mais  nous  allons  y  parvenir  directement  par  les 
formules  du  n''.  iSj.  On  a  d'abord  Q=rx^-*-x*—x^ — ^x"; 


■^  « 
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pois  le  facteur  x'-h  i ,  étant  égalé  à  zéro ,  dohoe 
x=±:l^— i ,  «=o,  /8=  1  ,  d'où  on  tire 

ç±:ç'r--i=  —  2ifc2V^— 1,  u=i,  et  u'=o;, 

les  équations  qui  détermident  A  et  B  ^  deviennent 

i-*-2i<-t-2B=o,        a>< — aB=o, 
«t  on  trouve  par  conséquent  ^=^=:—  -. 

Voilà  donc  Itt  fractioii  ihrdtk)sée    .    ■  . r" — 5  ^** 

Composée  dans  les  suivantes 

j    dx  j  1       djc  ji   dr 

8  X— 1"*'4  (x^i)»  '^Hx'*-! 

dx      àx      d4f      1  (x-*-i)dx 

L*intégration  de  chacune  de  celles-ci  ne  présente  aucune 
diièculté ,  et  on  obtiendra  pour  le  résultat 

-1(X~1)— ; 


8  4^"*"* 

8  '^       ««*       j» 

—  Q  '  (  ^*"*'  *  ) — 7  arc(tang=x)  ^  con^^ 

La  réunion  de  tous  les  termes  algébriques  produira  la 

af>— ax— 5x* 
fraction        ^^ r-,  et  celle  des  termes  logarhh* 

^  X  (  I  *^  ^  J 

iniques  donnera 
iI(a;-i)-^if(x-»-l)*I(x*i)-{l(x*-M)-l« 

04 
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On  nuru  donc 

^I  ( 1 —  ^  arç  (  ta0g=rx)-^cofif^ 

De  t intégration  des  fonction^  irrationnelles. 

l6o»  Les  fonctions  irrationnellas  doivent  être  reger^ 
d#e5  comme  intégrées  »  tontes  Ie9  fois  que  par  qaelqno 
transformation  on  les  a  rendues  rationnelles  »  on  di| 
moins  lorsqu'on  les  a  ramenées  i  une  suite  dé  monômes 
irrationnels;  car  alors  on  peut  y  appliquer  immédiate-r 
ment  les  règles  précédentes. 

Froposons-nons  par  exemple'  '      ^^        f      •  m  est 

x^yx 

évident  qu*en  faisant  xz=z^^  toutes  les  extractions  inrr 

..,,«.                          Gt^dsCi-^»'— «O      j.  • 
diquees  s  effectuent ,  et  on  a  ■.     ■  ^ ;    divi- 

lant  par  i-^a^,  il  vient 

— 6  j  *^  d  »--««d  3>--«*d  «-^«<d  «—«M  «-i-d  «— j--^  L 
dont  Tintégrale  est 
1, _4._--._4-»_arc(tang=«)J  ^  consi. 

et  remettant  pour  z  la  valeur  ^jî;,  on  aura 

-4^1^-4^V^«"*"^V^*^'*"^^^~^^  a:+e  arc  (lang 

z^yx^-^const. 


I 
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l6l.  La  première  espèce  de  fonctions  irratii 
4ont  nousaHons  nous  occuper  »  est  celle  qui  ne  rcnfermo 

que  le  radical  \/A-^Sx-^Cx*,  etcpine  saoroit avoir 

que  Tune  ou  l'autre  des  formes  X^xV A  -4-  fix  ^  Cx*  et 

Xd.r 

,  X  étant  nne  fonction  rationnelle  de  »• 


Va^Bx^Cx^ 
Nous  ferons  d*abord  remarquer  que  Tnne  de  ce&  formes 
rentre  dans  Tautre  ;  car  on  peut  écrire  la  preiqière 
ainsi  qu*il  snit  : 

«.   V A^Bx-^Cx^^V A-^Bx-^Cx"^ 

Xûx i     ..-  ,       ,,  ■;= *• 

V  A^Bx-^Cx^ 

fX  le  naniérateur  dn  résultat  est  alors  une  fonction 
rationnelle. 

Ayant  d^indiquer  les  moyens  de  rendre  rationnelle» 

par  rapporta  x,  l'expression  V A-^Bx-^Cx^ ^    nous 
mettrons  la  quantité   A-^  Bx'^-Cx^ ,  sous  la  forme 

ft  faisant,  ponr  abréger 

c=y',      -^=«,      ■g-=^. 

il  en  résultera  V  A-^-Bx-^Cx^zszy  Vm-^fix-^x^. 

Cela  posé ,  nous  ferons  V m-^fix^x^zzix^i  ;  en  éle^ 
vaut  au  quarré,  il  yiendra  «-^/8x=ax*-^i%  ce  qui 
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a6nQera'a:=r .  d*où 

2(«  — /S«-^«*)ds 


dx= — 


(a*— jâ.)* 


Par  le  moyen  de  ces  valeors  »  on  changera  la  diff&r 

Xd*  ' 

rentielle  — -  en  une  autre  de  la  fonne  JZà^ 

Z  étant  une  fonction  rationnelle  de  s ,  et  réelle  tant 
que  C  sera,  pôdtif ;  mais  si  C  étoit  négatif,  y  devien- 
droit  imaginaire  et  la  transformée  pourrait  le  devenir 
anssi. 

Dans  ce  ca^,  on  auroit  V À'^Bx-^Cx*'^  et  faisant 

il  viendroit  yr^-^-fix — a?*.  La  quantité  x* — fix^tt , 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  pre- 
mier degré  ;  représentons-les  par  x  -*-  a  et  jt  •—  a':  il 
est  étidén^  que 

«-♦-/Sa;— j:*=— (x* — /8x— «)=(t— û)(a'— x). 

Posons ensuiteK(x — a) (a' — x)  =  (x — û)»;  en  éle- 
vant au  quarré  les  deux  membres  de  cette  équation  ,  elle 
deviendra  divisible  par  x — a,  et  nous  aurons 
af — x=(x — a)©*,  d*où  nous  tirerons 


valeurs  qui  rendront  encore  rationnelle  la  dîEFerentielte 
proposée* 


BS  CALCVIi  INTÉGRAL.  n\Q 

162»  Prenons  d'abord  ponr  exemple  la  différentielle 

dx 

'j  la  première  des  Iransformations  pré- 


cédantes  donnera     ,      ■    ' ,  dont  1  intégrale  est 

i 

— -I(2s — /8)  +  con5^  Reranettant  pour  s  sa  valeur 

•  y 

—  X  -♦-  K  «-f.'ix-^jp*  et  pour  *,  fietyles  quantité:}  qu'ik 
représentent  y  il  viendra 

^Z  I  r-4:=(—  -T=  — 2-PI/C-H2  l/ii-^-i  X->-  C X*)!  ^  C0n5f. 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

i- 1  r -^ — xV^-*-  Và-*-Ax-*-Cx*1  -h]-^  ■*■  const. 

En  réunissant  les  termes  constans^et  en  observant  que  le 
radical  |/C  est  susceptible  du  signe  ±:,  on  aura 

r  ^  .=-1-1  r  ^  •^^:r1^/C^VA^Bx^Cx^^ 

^  y/A-^Bx-^Cx^    Vc  ^     ^Vc  -* 

^const, 

l63.  Soit  pour  second  exemple  — ^ —  ;  en 

faisant  usage  de  la  dernière  transformation  du  n*.  161  ; 
on  aura  — ^I- dont  Hntégrale  est 

arc  (  tang  =  s  )  ^.  const. 

y 

Substituant  au  lieu  de  z  sa  valeur      ■  ,    tirée   de 

V  X  —  a 

Féquation  a'—  x=:(x  —  a)z*, 
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«t  mettant  rÇ  pont  >  *  ea  obtinid(!9 

a  et  a'  étant  les  racines  de  réqnaticm. 


Supposons  qu'on  ait  A — C'^i ,  et  B=o  ;  la  difféit 

rentielte  proposée  devient  dans  ob  cas  particnlîer 

dx 
1        1     .,  et  la  formule  précédente  donne  pour  son 

V  1— pjp* 

intégrale  — ^n.arcl  tang=        >    ]  -^  co»t.  car  a  et  oT 

étant  alors  les  racines  de  x*— 1=0^  il  faut  prendre 

ics^'i  et  a'=si  j  pour  ne  pas  tomber  dans  rîmagwaîre» 

Je   vais  montrer  que  ce   résultat   revient   i  l'arc 

dx 
dont  le  sinus=x,  et  dont  on  sait  que  • .     >  ex« 

prime  la  différentielle  ^  35  )  ;  pour  cela  je  ri^pellerai 
qu*  (  Trig.  aS  ) 

°  i — tangil* 

d'où  U  suit  que  Tare  double  de  celui  qui  est  iadîqné 

dans  la  formule  précédente  ^  a  pour  tangente   i  > 

X        » 

et  que  par  conséquent  »  il  est  \e  complément  de  Fare^ 

X 

dont  -^zmzz;:  seroit  la  tangente  et  *  le  sinus(  Trig.  a6  ). 
ri  —  X* 

Nommant  donc  s  ce  dernier,  on  aura 
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et  comprenant  Tare  ' — -  dans  la  constante  arbitraire  »  il 
Tiendra  /  --=j'»-conj<. 

J'observerai  qa  on  peut  ramener  immédiatement  la 
différentielle  ■  = — >  ■  ^  i 

celle  d*nn  arc  de  cercle  ;  car  en  Ëusant  d*abord  x— -=^ 

d«  .^  1^-       -. 

On  aura  — ^  -  """^r  posant  ensmte  «-»-ii8*=g* 


V^-H.iy8*-. 


CIII  -  i 

W  »=gû,  on  trouvera  —  >  dont  l'intég^àla  est 

-  .arc  (sin=u)  ^.  cpii5^ 

d  jp 
i64.  L'intégration  de  la  formula  —==±:  peut  aussi 

l/i-^x» 

s'effectuer  parle  moyen  des  logarithmes»  et  conduit  alors 
à  des  expressions  imaginaires  du  sinus  et  du  cosinus» 
qui  sont  très-remarquables. 

En  comparant  cette  formule  avec  —  ■■■  

^A  +  Bx+Cx\ 

on  trouve  il=  t ,  JJ=d,  0=±— i ,  et  Tintégrale  générale 

devient(  i6a  ) , 

— L— .l(-|j^/Zrî  -f.  j/i— ap*)+c0iu^ 

si  l'on  représente  par  %  l'arc  dont  — :;irr~  ait  la  dlfféreiN 
tielle»  on  aura  donc  I 

Mais  si  Ion  veut  que  cet  arc  soit  nul  en  mâme  tems  que 
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«,  il  faut  supprimer  la  constante  arbitraife^  cari ea fai- 
sant x=:  Oy  !e  second  membre  se  réduit  à  cette  constante, 
à  cause  que  1 1=0. 

Ce]a  pofté ,  en  observant  quex  étant  le  ^nos  de  l'arc  £, 

|/  1  —  **  '  en  est  le  cosinus  »  et  que  U  radical  ^  —  1 
emporte  avec  lui  le  double  signe  ±1  on  écrira  cette 
équation  : 

±z\/ —  i=l(cosfi±n/ —  isin«)(*). 

Prenant  dans  cbaque  membre ,  au  lieu  des  logarith- 
mes» les  nombres  auxquels  ils  appartiennent  j  il  Tiendra 

e^v^  —  '  =  cos  z  ±1 V/^^  sîn  «3, 
éqvatio»  qui  fournit  les  deux  suivantes, 

^— «|/--i  :r=C08*— V^—  I  sin  X. 

Si  l'on  ajoute  celles-ci,  on  en  tirera 

cos*  =  — • t 


d  « 
(^)  L'ejipressfon  d^=sr ; —  se  change  immédiatemeat  en  dif- 


férentielîe  logarithmique,  lorsqu'on  multiplie  son  numérateur  et  son 

dénominateur  par  le  factear  xY^^m-y  t — x*.  il  vient  par  cette 
opération 


*d*  V^—  i  ^  >       .        xdx 


dr 


|/i-j«*  » 


=a:< 


et  l'on  voit  bien  alors  que  le  numérateur  de  la  seconde  fraction  est 
1.1  difFérentielle  de  son  dénominateur,  en  sorte  qu'on  en  conclut 
comme  vi- dessus 


V.  ■-.-..-■ 


*     V 
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et  en  retranchant  la  «econde  de  la  première,  il  en  résul- 
tera,   

sin2= — 


Ces  expressions  ne  sont  au  fond  que  de  purs  sym^ 
boles  algébriques,  qui  représentent ,  sous  une  forme  abré- 
gée ,  les  sérjesdes  n^K  oSt  36,  ainsi  qu*on  peut  s'en  assu- 
rer, en  mettant  pour  les  exponentielles,  eF^  ""',  c""**^*^ 
leurs  développemens  formés  d'après  la  série  du  n**.  23; 
mais  ces  symboles ,  quoiqu*on  ne  puisse  leur  assigner  de 
valeur  sous  aucune  forme  finie ,  ne  s'en  prêtent  pas  moins 
au  calcul  avec  la  plus  grande  facilité ,  et  manifestent 
toutes  les  propriétés  dont  jouissent  les  lignes  trigono- 
métriques  qu*ils  représentent. 

En  mettant  n  z  au  lieu  de  z  dans  Téquation 


e=*=*K""*=cos2dii/— 1  sin  «, 

elle  devient 

è=*="**^"*"*  z=:cos  nz  ih  v/—  *  ^n  nz. 
Mais  on  a  aussi 

Donc 

(coszrtV^^isin»)'»  =cosnjKifc|/ —  î  sinnz. 

Cette  dernière  équation  conduit  à  des  conséquences  très- 
importantes,  que  nous  développerons  successivement,  à 
mesure  que  nous  en  aurons  besoin.  Ici  nous  nous  arré^ 
terons  sur  Tusage  qu'on  en  peut  faire  pour  découvrir  les 
facteurs  des  binômes  de  la  forme  x"  ih  a*^,  parce  que 
cette  recherche  est  nécessaire  dans  l'intégration  des  frac- 

x^àx 
tions  rationnelles  de  la  forme  •  ^  .    ,. 


l65.  La  fonction  x"±a*  se  traosfonne  en  tf{f^é:ij^ 
lorsqu'on  fait  jp=  e  y  »  et  pour  en  connoître  les  factenrs , 

il  suffit  de  résoudre  l'équation 
,  y*  de  I  =  o. 

L'expression  y  =  cos  z  +  ^—  i  sin  z  satitfait  i  cette 
équation  par  une  détermination  très-simple  de  Tare  k  :  on 

ay=(cosz-|-^— ^l8in£)*s=:cosn«4~V^*~*i  sin  «x; 
et  comme ,  en  désignant  par  w  la  demi  -  circonférence  » 
par  m  un  nombre  entier  quelconque,  il  Tiendra 

selon  que  m  sera  un  nombre  pair  ou  impair  |  on  n'aura 
qu'à  supposer  fis  =  m'rf  pour  obtenir  y"  =  d:  i. 

ABn  de  distinguer  plus  particulièrement  le  cas  oà  m  est 
pair ,  et  celui  où  il  est  impair  »  nous  écrirons  pour  le  pre«. 
mier  2m  au  lieu  de  m,  et  pour  le  second  sm-|-iî  nous 
ferons  docO 

nx  ==  fl  niT ,  et  n*=(2m  +  i)t* 
Dans  la  première  hypothèse  il  Tiendra  ^ 

f  =  +i»    y=cos — -^ — 4.  |/— 1  8ui —jj- , 
et  dans  la  seconde» 

if"=*— 1,     y  =  cos — +1/— ism^ — -i--i-. 

166.  Au  moyen  du  nombre  indétetminé  m  »  chacune 
des  expressions  de  j^  nous  fournit  toutes  les  Talents  dont 
cette  quantité  est  susceptible  \  car  On  peut  prendre  suc* 
cedMyement 

7nî=Oi    m=l|    mssa,    m=:3|    etc. 

La 
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La  première  formule  donnera 

y  =co8o.ir=  1 

y  =  co8 Y  l/'— 1  8m 


I»  n 


8in 


y=co8 h  l/— ism 

etc. 

et  il  est  visible  qu*on  trouvera  toujours  des  résultats 
diiFérens,  jusqu'à  ce  quon  soit  parvenu  à  m =n  —  i; 
car  y  en  supposant  n  ==171,  on  a  ^=008  2^=1,  et  on 
retombe  sur  la  première  des  valeurs  déjà  obtenues , 
puis,  en  prenant  m  =  n  -|-  i  >  il  vient 

(2n+2)^  /  .  2t\  2T,     . 

cos-^ —  =  cos  (  QT-j —  j=:cos— (trigaa  ) 

n  \  **  /  ** 

,     (2n  +  2)T         .      /  2t\         .    2^ 

m  -^ ^—  =  sm  I  2T-I |r=  sm  —  : 

n  \  n  /  n 

ce  qui  ramène  à  la  seconde  valeur ,  et  ainsi  des  autres. 
Non  seulement  on  trouvera ,  par  ce  procédé ,  précisé- 
ment les  n  racines  de  l'équation /"  =  i ,  ou  j^» —  i  =o , 
mais  on  reconnoitra  ,  avec  un  peu  d'attention ,  que  ces 
racines  peuvent  s'arranger  par  couples ,  en  réunissant 
celles  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  radical  ^  —  i  ; 
car  puisque 

cos(air — p)=cosp    et  sin(2T— p)  =  — sinp, 
il  en  résulte  que  l'on  a 

(an  — am)^  ,      , .    (an — 2m)cr 

y  =  cos  ^ ^—  +  v/—  1  sm^ — 

71  71 

2  771  ^  ^ .     2  771  ^ 

==cos Y —  I  sm . 

n  n  • 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  renfermer  toutes  les  racines  de 
Cale,  diff%  P 
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l'éqaation  y*  —  i =o,  dana  la  seule  expression 

a  m  -T        . .    a  m  «r 

en  se  bornant  i  donner  à  m  les  valeurs 

n 

a 

si  n  est  paire  ;  et  les  valeurs 

o#     1»    a,  .   •   -       ^~~ > 

si  I»  est  impaire  ;  et  il  faut  observer  que,  dans  le  premier 
cas,  ta  dernière  valeur  de  y  est 

Jf  =  cos  T  =  —  1 , 

parce  qu'alors  Téquation  y  — - 1  =  o  a  deux  racines 

réelles. 
Les  deux  valeurs  comprises  dans  la  formule 

y  =  cos it  1/—  1  sm 

^  n  ^  n 

donnent  pour  facteurs  du  premier  degré  de  la  quantité 
j^"  —  1 ,  les  deux  expressions  imaginaires 

(am*-        _ .    2mir\ 
cos •♦- 1/  —  1  sm I 
n        y                  n  ) 

(am«- .    amirX 
cos-^j \r—  1  «n-— ï  ; 

et  en  les  multipliant,  on  obtient  l'expression 

am«-  , 
y*  —  jycos 1-  1, 

qui  comprend  tous  les  facteurs  réels  du  second  degré. 
Voici  pour  servir  d'exemple  de  la  formule 

amir^^     ^ .    2mir 

y=cos -dz  i/—  I  sm , 

'^  n         ^-  n 
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le  tableau  des  facteurs  du  premier  degré  contenus  dans 
la  fonction  y ^  —  1 


cos-=h»/:r7  sut -j 


La  formule 

y*  —  a  y  cos +  1 

^  ^  yj 

donne  les  facteurs  du  second  degré 

0 
j'*  — 2ycos-^+  i 

Le  premier  et  le  dernier  des  facteurs  du  second  degré 
sont  les  quarrés  des  facteurs  du  premier  degré  ^-«i 
eXy  ^  i,  qui  n'entrent  qu'une  fois  dans  la  proposée  :  il 
faudra  donc ,  lorsqu'on  employera  les  facteurs  du  se« 
cond  degré ,  remplacer  le  premier  et  le  dernier  par 

On  a  pour  la  fonction  y  ^—- 1  les  facteurs  du  premier 

degré 

y— 1 

(2ir  ,     2«p\ 

cos^±V/-xsm-j 


y  — ^^cos—  ±  i/—  1  sm  —  j.. 


P  2 
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Cwx  du  second  degré  sont 

y»  — ajrcos  —  -♦•  i 

jf»-— ayco8-^-4«  i; 

mais  il  faut  observer  que  le  premier  facteur  du  second 
degré  est  le  quarré  du  facteur^  *—  i ,  qui  n*entre  qu'une 
fois  dans  la  fonction  proposée. 

167.  Lorsque  la  fonction  i  décomposer  en  facteurs 
est  y"  H-  1 ,  la  formule 

y  =  COS  -i i-  ^l/_  1  8,n  1 i-  ^ 

n  n 

qui  répond  à  ce  cas  (i65)|  est  aussi  susceptible  du  dou*-^ 
ble  signe  ih,  pourvu  qu'on  s*arrête  à  la  valeur  de  m , 
qui  donne 

2m-+-i  =  /i        ou5im-f-i=n  —  i, 
selon  que  n  est  impaire  ou  paire.  Il  résulte  de  là 

n— i                     n— • 
iu= m;;^ 

les  facteurs  du  premier  degré  sont 

cos jj— ^  ±  »/- 1  sini jj-^^  J, 

et  ceux  du  second 

y*  —  a  y  cos ^—  -*-  1. 

Lorsque  parmi  ces  derniers,  il-s'em  trouvera  qui  seront 
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ies  <|oarrés  ,  il  ne  faudra  prendre  qu'un  seul  de  leurs 
facteurs  simples.  C'est  ce  qu  on  yerra  par  les  exemples 
ci-dessous. 
Lorsqu'on  a^  4- 1  ,.les  facteurs  du  premier  degré  sont 

et  ceux  du  second 

j^*  —  -yf  COS  —  4-  I 
^^•— 2Jf  COS—  •♦•  l 

La  fonction  jf^-^i  a  pour  facteurs  du  premier  degré 
iU 

y—  f  cos  -^  ±.\/^^i  sin  ^ j 

cos-g.±v/— ï  «û  g-jouyqrv^— » 

et  pour  facteurs  du  second  » 

jf»_a^co8  g-  -^  1 

3ir 
y*— ajrcos-    -^  i  ou^-*-i 

jf*  —  a j^  cos  ^   ^  1 . 

P  5 
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168.  Les  fonctions  de  la  forme  x"»  •♦•  a  p  «"  ^  9 
peuvent  être  traitées  comme  celles  qui  ne  renferment 
que  deux  termes.  En  les  résolvant  à  la  manière  des  équa- 
tions du  second  degré,  on  en  tirera  les  facteurs 


tant  que  p*  surpassera  q ,  le  second  terme  de  ces  facteurs 
•era  réel ,  et  en  faisant 

on  aura  des  fonctions  de  la  forme 

à  décomposa  en  facteurs. 

Lorsqu'on  aura  p  *<?>  on  fera  p = a" ,  ç  =3 6*»,  x=:  hy^ 
et  il  viendra 

^nj^tn  ^  aa«  ^«yi  ^.  J»«  =  J»»  (y*  ^  "l^y'  "^  *  )  > 

mais  la  condition  p*<  7  ou  «»»<>»  donnant  a  <ô^ ,  la 

quantité  —  sera  une  fraction,  etp  pourra  être  représentée 

par  le  cosinus  d*un  arc  donné  <r  :  la  fonction  proposée 
reviendra  donc  à 

et  il  ne  s*agîra  plus  que  de  résoudre  Téquation 

y^^  ^  a^*  Gos  «f  -♦- 1  =0. 

On  en  tire  d'abord 

y»  =  —  ces  <f  -b  \/ —  1  ^\n  f  ; 
puis  prenant 

y  =  cos  z  d:;  ^/ —  1  sin  z  , 

il  i?ient  (i64)  

y  =  cos  nz  ài  v/—  i  sin  n  a  : 
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•t  en  cKuaparant  ayec  Tantse  yaleur dey,  on  obtient 

coBnz  =  C08J' ,  .      8inR£  =  sin/. 

On  satisfait  en  général  à  ces  relations^  en  8iq)po8ant 
nz=:2m'^i'im  étant  un  nombre  entier  quelconque  ^ 
puisque 

cos(a  mT-f-  jr)=cos^>        sî&(2mT-{=.<r)  =  8ÎnJ^; 

on  aura  donc 


r=  cos azi/—  i  sm 

Il  "^  n  "^  n 

les  facteurs  du  premier  degré  de  la  ibnction 

y^n^  aj»C0S<f-#-  1 

seront  par  conséquent  compris  dans  la  formule     • 

cos dt  y —  1  sm— > . 

Rien  nei  changeroit  dans  tout  ce  qui  précède ,  si  le 
coeflicient  de  la  fonction  proposée  étoit  négatif.  U  fau* 
droit  seulement  faire  pzzz^^a^^  et  prendre  Tare  J^  plut 
grand  que  i^  (*)^ 

De  tintéffatîon  des  différentielles  binômes. 

169,.  Ces  diiFérentielles  sont  comprises  dans  la  for* 

mule 

p 


(*)  Les  formnlfs  des  n9*.  iSS^,  167,  168,  oontiennent  implici- 
tfmcDt  les  thôorémes  de  Côtes  et  de  Moi^rcy  et  remplacent  avea 
avantage  ces  théorèmes ,  qa\  ne  sont  plos  maintenant  qu'on  objet  de 
pure  curiosité  ;  Je  n'ai  pas  cru  par  cette  raison  devoir  les  insérer  ici  > 
on  Ut  tronTe  dans  te.  Traité  du  Calcul  iiffir,  et  du  Calcul  iatigraU 

E  3 
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170.  Puisqu'il  xi*€8t  pas  possible  d'intégrer  en  génfeal 

la  formule  fx^"^^  dx(a-i-6a?*)f,  Tidée  qui  se  présente 
d*abord ,  est  de  chercher  à  la  réduire  aux  cas  les  plus 
simples  qu'elle  peut  renfermer ,  comme  nous  l'avons  fait 

ll^  i54,  à  l'égard  de  /  r rr.  9««  no««  ayons  rame- 

née  à/ j — —.   On  y  parviendra  par  la  remarque 

du  n^.  148  »  en  vertu  de  laquelle  on  a 

/udv  =  ui/-— /vdu;  car ,  si  on  décompose  la  quantité 

ar"~~*  da:(  a  ^  6  x")?  en  deux  facteurs ,  dont  l'on  pou- 
vant s'intégrer,  soit  représenté  par  dv,  et  l'autre  par 
,u ,  on  fera  dépendre  l'intégration  de  la  formule  propo- 
sée de  celle  de/v  du  qui  >  dans  certains  casj  sera  plus 
simple  que  la  proposée  »  ainsi  qn*on  va  le  voir* 
Pour  abréger  un  peu  les  résultats  ,  nous  écrirons  p 

au  lieu  de  —,  et  il  fauAra  supposer  que  p  est  un  nom- 
bre fractionnaire  quelconque  ;  nous  aurons  alors  la 
formule 

Parmi  les  diverses^  manières  de  décomposer  cette 
dilTérentielle  en  facteurs ,  je  choisis  celle  qui  tend  à  dimi- 
nuer l'exposant  de  x  hors  de  la  parenthèse  »  et  qui  s'opère 
en  écrivant  ainsi  » 

la  formule  proposée  ;  par  ce  moyen  y  le  facteur 

x"»-^  àx(ja  ^hjc^y  est  intégrable,  quel  que  soitp  (i4.S)' 

en  le  représentant  par  d  v ,  on  a 

V  = -^ — ,  etu=x'»-»; 

Cp-^i)n6 
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d*où  il  résulte 

or  /x  '»-'»—«  d  .r  (  a  ^  A  a:")'^*  = 

a/x»»— '^^  dx  (a  ^  6x'»y  -♦•  A/x«-»  d  x  (a  ^ix»)/»  i 

mettant  cette  dernière  valeur  dans  Téquation  précédente» 
et  rassemblant  les  termes  affectés  de  l'intégrale 
fx^^^dx{a^bx^)P ,  il  vient 

(1  -f. r —  1  /x'»— *dxf  a-*- Ax^Vzr: 

(  p  -k-  i)nb 

d'où  on  tire  (i4) /x^-»  dx(a^èx'»y  = 

x"*-^  (g-H  6  X  ^)H"«  —  g  (m  —  n)  fx^^"^^  d  x(g  -4-  &  .v»)^ 

Il  est  aisé  de  voir  que  puisqu'on  peut  ramener  ,  par 
cette  formule ,  l'intégration  àe/x^—^  d  x  (  a  -«-  &  x**)^  à 
celle  de /x'»^'»~»dx(aH-&x'*)^  ,  on  ramènera  aussi 
cette  dernière  à  celle  de  [x'^-^n-x  d  x  (  a  ^  ô  x^p  ,  en 
écrivant  m—nk  la  place  de  m  dans  l'équation  {^A)\  puis, 
changeant  encore  m  en  m  —  a  n  dans  cette  même  équa- 
tion, elle  fera  connoître/af»— «»"*  Ax{a-^bx^y  au 
moyen  de/x'"^''»— »  àx{a^b  x^y ,  et  ainsi  de  suîtt. 

En  général,  si  r  désigne  le  nombre  de  réductions  effec- 
tuées ,  on  parviendra  à/*""—"»-»  àxÇ^a^b x^y  ,  et  la 

dernière  formule  sera 

/x'»^'^»)'»-»  d  r  C  a  -*•  bx^y  = 

a:m--m|(  a+bx'*  y—  a  (m— r  fi)/'x^-^»"-'  dx  (a-hAx'»y 

^(p  «6  -f.  m — (r — i)/i) 
Il  est  évident,  par  cette  dernière  formule >  que  si  m 
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est  un  multiple  de  n ,  Tintégratian  de  la  formule 
yx«*-i  ixÇa  -f-  b  x'^y  s'effectuera  algébriquement»,  puis- 
que l'anéantissement  du  coefficient  m —  m  qui  aura  né- 
cessairement lieu ,  fera  disparoitre  la  dernière  intégrale 
fx''*^'^dx(^a^bx^y.  Ce  résultât  s'accorde  ayec  celui 
du  n*'.  1 69. 

171*  On  peut  obtenir  aussi  une  réduction  par  la- 
quelle Fexposant  de  la  parenthèse  soit  diminué  de  l'unité; 
pour  cela  il  suffit  d'observer  que 

et  que  la  formule  {A) ,  en  y  changeant  m  en  m  -♦•  1» ,  et  p 
en  p  —  1 ,  donne 

xi^{  a  -^bx^y  —  tf  rfi/«~^*  d  x (a -»-&*'») i^» 

bÇ^pn^m) 

Substituant  cette  valeur  dans  Téquation  précédente ,  on 
aura  (JB) fx'^^àx{a  -i-Ax"y  = 

*»"  (  a  -h  hx'^y  -^pna /****-*  d  x  (  a  -♦-  ôx»)/»-» 

{pn  +  m) 

Avec  la  forn^ule  (F  )  ,  on  ôtera  successivement  du 
nq^phre  p  toutes  les  unités  qu*il  p^ut  contenir  \  et  par  le 
moyen  de  cette  formule  et  de  la  formule  (il  )$  on  fera 
dépendre  Tintégrale 

/x»»-»  d  X  (a  +  6  x»y  de /*•»-'«-»  dx  ( a  +  i x*  )p^ , 

rn  étant  le  plus  grand  multiple  de  r  contenu  dans  m  —  1» 
et  s  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p. 

L'intégrale/  xdx^X<*  +  *^')  *>  par  exemple^  sera  ra- 
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menée  raccesai? ement  par  la  formule  {A) 

1  i 

à/ar*d»(a+6a:y,/ardx(a  +  Aa?3)*; 

1 
et  la  formule  (B)fera  dépendre  fx d x{a -^bx^y 

i  1 

de/xdx(a+  & x^)*       et  de/a:dx(a+6a:^)^. 

17^*  II  est  évident  que  si  m  et  n  étoient  négatives,  les 
formules  ÇA)  et  ÇB)  ne  rempliroient  pas  le  but  pour  le- 
quel elles  ont  été  construites  :  elles  augraenteroient  alors 
les  exposans  de  x  hors  de  la  parenthèse,  et  celui  de  la 
parenthèse  ;  mais  en  les  renversant ,  on  en  trouve  qui 
s'appliquent  au%  cas  dont  il  s*agit. 

On  tire  de  ÇA) 

j'j.m^n^i  dxÇa  +  b  x'^y  = 

x>>»~/»(a 4- b jc»)M-t  —  & (yn  +  hp)  ^x'^^àx{a+bx^)P 

aÇm  — n) 
et  mettant  m  4"  n  au  lieu  de  m,  il  vient  (C) 

fx^-^  àxÇa-^b  x^y  = 
x^(a -^  bx^y^^ — b {m-^n -^npÇ  /^x'^'^^dx^a-^ bx^y 

a  m  ' 

formule  qui  diminue  les  exposans  hors  la  parenthèse , 
puisque  m  -^  n —  i  devient  —  m  h-  n  —  i ,  quand  on  a 
mis  —  m  à  la  place  de  nu 

Four  renverser  la  formule  CE) ,  on  prend 

yjrm— i  dxÇa-^  b x")/»"*  = 
«"(a-*-  bx^y  —  (m  -^np)  '  of»»-»  d  *  (  a -f- i  x»y  ^ 

pna 

Puis  on  écrit  p  4- 1  au  lieu  de  p  ^  et  il  vient  CD) 

/jB~-»  d  *  (  a  -♦-  6x»y  = 
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Cette  formule  atteint  le  but  proposé ,  puisque  /^  +  i 
ee  change  en  — *  p  4*  i  >  lorsque  p  est  négatif. 

Les  formules  {A),  {B) ,  (C) ,  {D),  deviennent  illusoi- 
res, lorsque  leur  dénominateur  s*évanouit.  Cela  arrive 
pour  la  formule  {A),  par  exemple»  quand  m=:—iyi:  mais 
dans  tous  les  cas  de  cette  espèce ,  la  fonction  proposée 
est  intégrable  soit  algébriquement  |  soit  par  logarithmes. 

17^'  Soit  la  formule  / = — ,   m  étant   un 

J    Vx-x^ 

nombre  entier  positif;  on  trouve  par  la  formule  (i<),  en 
y  faisant  a=i ,  i== — \ ,  n=2,  ii=— 4, 


»/7=rP"  m^i        +m-iy  y/  ^"3^  ' 

écrivons  m  au  lieu  de  m —  1  et  nous  aurons 

Donnons  successivement  à  m  différentes  valeurs ,  en 
commençant  pour  les  nombres  impairs  ;  nous  aurons 


fi 


xàx 


y7=^^ 


=—\/^i—x^+ 


const. 


/If!^=— l.^t/^7i-— +A/'^^d^ 


etc. 
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On  tirera  de  là 


/^ 


:==— K  I — x^  +  const. 


Vi^x- 


i — jp»  -|-  const. 


i7T^ï?="V?"^3T''+33:^'  +1:33:7  j*^^  -*-+««rt. 


etc. 


la  loi  de  ces  valeurs  est  évidente. 

Passons  maîntenaitt  aux  valeurs  paires  de  m.   En 
supposant  m=a,  m=4,  m=6,  etc.  on  trouve 

y^x*da?               1      1/——.  1    /•    dx 
= xV  i  — x»-4 — / 

etc. 


dans  ce  cas  toutes  les  intégrales  proposées   dépen< 
dront  de 


/p 


^ :=arc(8m=x)+conj^(55) 


/v 
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et  en  représentant  par  A  l*arc  indiqué ,  on  aura 


»/r=x 


=i4+caiwt. 


>   ' 


JV{=P       \S    ^4.6    ^a.4.6  /  ^a.4.6 


etc. 


174-  Cherchons  maintenant  les  formtfles  qni  ré- 
pondent aux  cas  où  m  est  négative.  On  a  alors  par 
la  formule  (  C)  (  17a) 


/ar-"-'dx x-^y  1— x'    m— 1  /^ar-»+'djr 

en  écrivant  —m ,  au  lieu  de  — m— i ,  il  vient 

y^    dx        _        V'r^^       m-tt  /L_ifL-_. 

On  ne  peut  pas  supposer  m=i  ,  puisse  cette  valeur 
rend  le  dénominateur  nul;  il  faut  donc  chercher  â priori 

y^    dx 
—  On  la  trouvera  facilement 

xK  1— X» 

d*après  ce  qui  a  été  dit  n°.  161  ;  mais  on  peut  y  par- 
venir aussi  de  la  manière  suivante  :  on  fera  1— ^jp*==2'j 
d  où  il  résultera 


1 


x=V^i— a*.  dx= 


— rda 


.1. 


et 
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ût  par  conséquent 


équation  dont  le  second  membre  a  pour  intégrale 
remettant  au  lieu  de  s  sa  yaleur .  on  aur» 

multipliant  par  i+l/^i  —  x* ,  les  deux  termes  de  la 
fraction  comprise  sous  le  signe  1,  on  obtiendra 

_  j ,  [(i±iaES'J=_  i.[(i±S  Y] 


on  aura  donc  enfin 


=_.(iJ4EZ), 

En  posant  m =3)  m=:5,  etc.  il  viendra 

y"*  dx    _  >^i —»!  1  r_jf__ 

y-      dx V^i^— X      3  r      dx 


etc. 
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Faisant  ensuite  m=a,  m=:4>  m^6,  etc.  on  trooTeni 


/- 


.r»|/  1— x* 


•4-  comt. 


I^TIT 


etc. 

V. 

De  ces  deux  suites  d'équations  on  tff era ,  comme  dans 
le  n*^.  précédent ,  une  suite  de  formules  intégrées  par 
logarithmes*,  et  une  autre  suite  qui  sera  algébrique. 

De  t intégration  pat  les  séries. 

ijh.  L'intégrale  fXàx  s'obtient  facilement  lors- 
qu'on a  développé  la  fonction  X  en  série  ,  parce  qu'on 
n'a  plus  à  intégrer  que  des  monômes  auxquels  s'appli- 
que immédiatement  la  règle  du  n^.  46-  En  effet  ,  soit 
X=Ax^  +  Bif^-^  +  Cx"^''''  +  Dx"»"*"'*  +  etc.  si  on 
multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  d  x , 
et  qu'on  intègre  séparément  chaque  terme  du  second  , 
il  viendra 

/Xdx=2 — • 1 1 — —-  -| . j — -f.etc.+ const. 

Lorsqu'on  rencontrera  dans  le  développement  de  xun 

terme  de  la  forme  —,  il  en  résultera  dans  Tintégrale ,  le 
terme  A\x  {  147  )• 
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176.  La  fonction  la  pTus  simple  qu'on  paisse  réduira 
en  série ,  est ,  et  il  en  résnlte 

. f-  -T  -^  ~7  +  «c.  ; 

a      a^     a^      a^ 

d'où 

/dx       X         X*     ,     x^         ^*     I  ^      I 

/d  jp 
— j —  =1  (  a-f- x)  :  on  aura 

donc 

l(a+*)=— — -^+-^-5 — __+ etc.  +  cowt. 

Pour  trouver  ce  qu'exprime  la  constante ,  il  n*y  a  qu'à 
faire  jp  =  o  ;  on  aura  dans  cette  supposition  1  a  =  const. 
et  par  conséquent , 


résultat  conforme  â  celui  du  n^  219. 

€i  Ô  X 

177.  Soit  la  différentielle  ---- — ,  qui  peut  ie  mettre 
dx 


a 


sous  la  forme ^ ,  et  qui  appartient  par  conséquent 

X  £L 

à  l'arc  dont  la  tangentes  — :  en  réduisant :^-—   en 

a  a*  +  *• 

série  9  il  viendra 

a      1        x'       X*       ^*  _i 

Qn 
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intégrant  cha  que  terme  en  particulier  y  on  aura 

/aàx  l  x\   . 

— =  arc  (  taog  =  —  |  +  consU  = 
a*  +  «*  \  ^/ 

ce  y*  oc  3p 

T  -  "3^  + -ôSS— -^ +  '**=•  + *^*"'**- 

Si  on  veut  tirer  de  cette  équation  la  valeur  du  plui 
petit  des  arcs  dont  la  tangente  est — >  il  faudra  suppri- 
mer la  constante  arbitraire  >  puisque  l'arc  cherché  est 
nul  j  lorsque  x  ;=  o ,  et  on  aura 

(a:  \      X  x'  X*  ccP 

tang  = -j=- -.^^ +^^— p.+ etc. 

résultat  conforme  à  celui  du  n°  Z^ ,  mais  ici  la  loi  est 

évidente. 

»"*d* 
En  opérant  de  même  sur   ^     — ,  on  trouve 


/ 


jpm  _j_  I  j^  I  iff-i 


(•nt  H  •<•  «•H*  _L  »  ««un  I  it'l  1 


a«-j-jc«       (m+i)a'       (  m -j- n -|- i  ) a** 

(  m  -f  a/i  +  1  )  a^" 

On  pourroit  aussi  développer    ^     —   ,   suivant  les 

A    "^  x^ 

puissances  négatives  de  x ,  on  auroit  dans  ce  cas 
1  *  a*       a*"       a^* 


jr^  +  a"       x"       x^  "*  x^       ^  +  *  ^" 
et  il  Viendroit  après  avoir  multiplié  par   x'^dx,  et 
intégré 


/: 


r'^dx 


x^+a*  (» —  m  —  i)  jp«"-"»— 

+ 


(a  n— m  —  i  )x*''-""-  "       (3/1—  m— 2>^«— "'— ' 

+  etc.  +  const. 
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Cette  dernière  série  sera  convergente  lorsque  x  surpas- 
sera la  quantité  a  >  et  qu'on  aura  en  même  tems  m<C,n 
et  n  ^  1  ;  mais  il  faudra  de  plus,  pour  qu'elle  ne  ren- 
ferme que  des  termes  algébriques»  qu'aucun  des  divi- 
seurs ,  compris  tous  dans  la  forme  in  —  m  —  i ,  ne  de- 
vienne nul.  Cette  circonstance  auroit  lieu  nécessairement 
si  m  4-  1  étoit  un  multiple  de  n,  et  dans  ce  cas,  la  dif- 
férentielle développée  contiendroit  un  terme  de  la  forme 

dx  '     . 

a  (  »  —  *  )  »  . —  dont  l'intégrale  seroit  a  (»— 0"  1  x. 

Si  on  fait  dans  le  résultat  ci-dessus  m=o,  n=2  et 
a=i ,  il  devient 


/ 


1.1  1 


dr 
— ; — —  =  — f.  —— -.—  ■       ■  +  etc.  +  const. 

dx 
mais  quoique  l'expression  — ; ,  soit  la  différentielle 

de  l'arc  dôiit  la  tangente  est  x,  il  n'en,  faut  pas  conclure 
que  la  série  que  nous  veàpns  d'obtenir,  soit  le  dévelop- 
pement de  cet  arc,*  puisqu'elle  devient  infinie  lorsque 
X  =  o.  La  considération  de  I9  constante  arbitraire  lè- 
vera cette  difllculté,  si  Ton  fait  attention  que  pour 
connoître  la  vraie  valeur  d'une  série,  il  faut  toujours 
partir  du  cas  où  elle  est  convergente.  Or  la  série 

1,1  1       . 

X       3x^        ôx^ 

lest  d'autant  plus,  que  ;r  est  plus  grand,  et  elle  s'évanouit 
lorsque  x  est  infini;  Téquation    ' 

arc  (  tang =a:)=  —  —  +-3^  —  -^  +  etc.  +  const, 

se  changera  dans  cette  limite  en  arc  de  i^.=  '=can5r. 

Q3 
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•iibstituaot  cette  valeur  de  la  constante,  on  anra 

are  (  t«g=x)=^- i  +-^  —^  *  etc. 

On  poon^oit  intégrer  aussi  la  fraction  rationnelle 

ITdx 

— ^r-  (  i5i  )  ,   en    développant  en  série  l'expression 

^  ;  mais  ce  moyen  ne  conduiroit  qn*à  des  résultats  fort 

compliqués  et  rarêJfeent  convergens  :  d^aillenrs  ces  cal- 
culs sont  à  peu  près  inutiles ,  puisqu'on  aait  ramener 
cette  différentielle  aux  logarithmes  et  aux  arcs  de  cer- 
cles y  faciles  à  évaluer  par  les  tables  qu'on  en  a. 

178.  La  formule /*"•"■'  d x  (a  -4-  hx^yi  est  facile  à 

r 
intégrer  par  le  développement  de  la  quantité  (<s  -4-  &x"  ^ 

en  série  y  et  il  vieht  pour  résultat 

/*•"-«  dx(a-4.ijc-)?=a7[-^-h^.^- 

■*-  con^^ 

Si  onj^ouloit  avoir  une  série  descendante  pa^  rap-* 

port  à  jr,  il  faudroit  donner  à  la  différentielle  proposée 

la  forme  jc"*^  ■j''^  àx  (b -t-ax  """)f ,  et  on  trouveroit , 

p 
après  avoir  développé  (  i  -*-  a  j;—'")y ,  multiplié  le  résultat 

Jar  x»n+-5'  -"^d  x  et  intégré, 

q b  m(f  ^(p-^q)n      i.2.q*6*  mç+Cp— 2ç)n  '' 
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Tant  qae  lea  qnantités  a  et  &  seront  positives  toutes  deux, 
ou  que  q  sera  un  nombre  impair,  on  pourra  se  servir  in- 
différemment de  cette  série  on  de  la  précédente  ;  mais 
lorsque  q  sera  pair  »  la  première  formule  deviendra  ima- 

ginaire  par  le  facteur  a*  si  o^"  est  négatif  j  et  la  même 
chose  arrivera  i  la  seconde,  si  hP  est  négatif. 

179-  Soit  -^     j  expression  qui  est  la  différent 

*\ . 
tielle  de  f  arc  dont  le  sinus  ;=  x  ;  on  aura 

c    • 

i            1.3     ,      1.3.5     .      1.3.5.7    . 
;=  I -♦- — x*-4- •x^.f. — —7;  x^-i ^   ^  '  j*-4-etc« 


t/i_x»  a  0.4  ^'4'^  a. 4. 6. 8 

et  de  là , 

/dx                  1  x*      i.3x*        1.3.5  x^ 
■  =  J?  -4- h h    ■  ,  -4-  etc.  -h  COTISA. 

VI —a?»  2  3      a.4  5-       a. 4. 6   7 

En  supprimant  la  constante  ,  la  série  s'anéantira ,  lors- 
que x'=o*,  elle  donnera  par  conséquent  la  Valeur  du  f 
plus  petit  des  arcs  dont  le  sinus  =  x ,  comme  dans 
le  n^  37. 

Voici  encore  quelques  r^ultats  fiiciles  à  obtenir  d'après 
ce  qui  précède»  mail  qu*il  e^t.lioa  de  conqoitre. 

1^.  =-r=:^ =;:=;faisantr  *=;u,  ona 

Vx — XX     V  xM  I  — jp 

adu 

,  mais  par  la  série  précédente  il  vient 


l/i  — u' 

/adi*  ,      .1  w^     1.3  u*     3.4.61*' 

^=-=.a(u-4.-  -4.  ~— +__  —^  etc.  )^  con./. 

Q4 
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donc 

/►    d«                     1  *    1.3  X»     1-3.5  X* 
..  =a(i-»- h ^ -♦■  ctc.).l/^-+-  court, 

l/x— XX  a  3    2.4  5*2.4.6  7 

•  ■  ,     .  . .      • 

Il        /         x\l 

a*.  dx|/jcix — x^  =  (  2ay  X*  dx  l  i— —  )»; 


or 


(1  — — V==i  — i  — -- -A^i- J^ -- J-lLll -fL_ 
4a/  s  sa        a. 4    4a»         is.4.fi  8a^       ^^' 


donc 


rA    .yZ 1      /^'    f      I  2x*         1.1     2x' 

Jéxy^ax — x*z=rf -x*— — ■■       . 

\3  3  5.âa        2.4    7.4ii 

r.  1.3     1  x*^  x      —     *-• 

.   \3       a  &.aa        a. 4    7.4a* 

,      /•    d* 

o®.   f    .  =.  donne  après  la  réduction  de 

Jvi+x^ 


V^  1  +  X*  en  série  et  Tintégration , 


/p 


dr                 Tx^.    i.3x^    iii3*5x'   ,.    ^ 
:=*— -| ;. 1-  etc. 


1^1  + et*  a  3      2.4    5       2.4.6    7 

+  consU 


***•  r  ^    —I  ^  _L iiL.    v^"^ 

J^'^^rz^i~   **^i.2Jf*      2.4.4x4'~'a.4.6. 


1.3.5 

6x» 

—  etc.  +  const. 


Cette  série  qui  renferme  la  transcendante  1  x  est  d*aa- 
tant  plus  convergente  que  x  est  grande  on  peut  en 
obtenir  une  autre  entièrement  algébrique ,  et  d'autant 
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plu«  convergente  que  a:  diffère  moins  de  l'anîté.  Pour 
cela  il  faut  faire  a:=:  i  + 1*  »  ce  qui  donne 


développant  [  i  -| ]    ^  %   multipliant  chaque  terme 

par  u    *du  et  intégrant,  on  trouve 


/p 


1    ,    :f       1    2  li*        1.3    3  m'  1.3.5     2U*    ,      ^       ,    _.„,# 

— rau^-«- -I — —  4-  etc.  +  consu 

|/a^  2   3.a^a.4.,  5,4^^       2.4.6  7.8^     . 

et  puisque  u=±Xi— 1  »  lés  termes  de  cette  série  ^soat 
d'autant  plus  pçtjts  que  x— - 1  est  peu  consid.ér.able* 

Il  est  important  d'avoir  ainsi  plusieurs  sériés  pour 
exprimer  la  même  intégrale,  afin  de  choisir  celle  qui 
se  trouve  convergente  pour  la  valeur  particulière  qu'on 
se  propose  de -donner  à  x. 

180.  Le  but  de  la  réduction  des  différentielles  en 
série  est  de  Tes  transformer  dans  une  suite  de  termes 
dont  chaéun  soit  intégrable  en  particulier,  et  il  n'est 
pas  nécessaire  pour  cela  que  les  termes  soient  .des  mo* 
nomes.  <  '' 

Si  on  a  par  exemple 

et  que  e  soit  une  quantité  fort  petite,  on  peut  dévelop* 


4 


per  r  1— e'jc*  dans  une  série  très-conTerglmtè ,  parce 
que  dana  la  diffei^ntielle  proposée  x*  eirt  toujôura  ^  i 

i  càoM  du  radical  K  i— »*;  on  trouve 

•/  —  1   a  *      i-i    1  /     i.ï.S  ,  - 

V  1  —  e»j::*  =  i  .-^-^e  X  '^ — r-c***— — -xe^ar— etc. 

a  a.4       .    ^-4.6 

et  il  vient  à  intégrer  la  suite 


7P7*^'    »""       a.4  "        a.4.6 
dont  chaque  tenue  rentre  dans  la  formule  /■ 

traitée  n**.  173 ,  174.  En  substituant  au  Keu  de 

JvT^^'  Jyjr^'  Jy^-^**'^ 

te  é^ifèssionâ  donnée^  daits  le  li"^.  1^  »  tt  en  résultera 

+etc ,•.....+  consU 

On  traiteroit  d*une.manière  analogue  la  différentielle 
dr  Ax  I 


» 
« 
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on  rédoiroit  en  Une  la  quantité 

II  est  bon  de  remarquer  que  la  formule 

dii 


qui  se  rencontre  dans  quelques  applications  à  la  méca- 
nique 9  se  ramème  à 

—  \     r^         àx 

V^:JrVii—x^)  (a+x)  ' 

en  faisant  v     \j 

n — m 
m^u^rmx  et  — — — ==a. 

ni 

■   I  a 

De  tintégration  des  quantités  logarithmiques  et . 

exponentielles, 

18 1.  Soit  d*abord  la  formule  /Pdor  (  U)" ,  P  étant 
une  fonction  algébrique  de  x;  en  y  appliquant  taréduo« 
rion  que  donne  la  formule /udi^  ==  ui^ -—/v du,  et 
faisant  pour  abréger/Pdx=iV,  il  vient 

si  on  désigne /- iVpar  M,  on  aura  de  la  même  ma- 


J        X  J       X 


niere 

*dx 

X 

Par  une  suite  de  réductions  semblables  on  obtiendra... 
/Pda:(U)'»=JV(l;c)'«— /iM(U)«-»+ji(ji-i)L(lx)'»">i 

— n(ii— i)(n— fl)  iSr(lx)»-3+etc.  j 
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et  par  conséquent  l'intégrale  proposée  sera  algébriqae 
dans  le  cas  où  n  sera  un  nombre  entier ,  et  où  les  quan- 
tités NfM^L,K,  etc.  seront  toutes  des  fonctions  algé- 
briques; c*est  ce  que  les  exemples  suivans  vont  éclaircir. 

l8s.  La  diffërentielle  x"^  dx  (Ix)  donne 

/Pd«±=/a:"d*=-^-  =N 

(ia;)»-»iV=/ — ^ (1]ry=r:;  : 

X    ^       ^  J  m+I  X    ^  (m+i)»' 

d'où 


/x«  d  a: (Ix)  =x"H-«  (  -— — -^^ )+ 

Pour  la  diflFérehtiel|[ç  x^ d X  (Ix)*,  on  a 
fFûx=N=z — --,      fN —  =  ilf  = 


const. 


m+f  '  .      .      X  .    (m+  i)*  * 

d'où 

(flx)*  2  1  X  1    2       \ 

m+l       (m  +  iy^{m+ifj^ 
En  suivant  ainsi  cetfe  marche  ,  on  construira  la  for* 

mule  générale  suivante. 

/x"  dx(lx)«'=acx*H"» 

r(lx)'»         n(lx)"--^     .    >'(n-^î)(^^)'^0 

(m+  1)* 
Il  est  visible  que  cette  série  se  terminera  toutes  les 
fois  que  n  sera  un  nombre  entier  positif. 
Lorsque  m  =  —  1 ,  00  a 

fl  (  I  X  )^  =  -— —  (  1  X  )«+»  +  COTUSt. 

X  n+i  ^ 
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■  4 

En  général  >  la  différentielle U^  dans  laquelle  U 

X 

désîgneroit  une  fonction  algébrique  de  Xx,  deviendroit 
intégrable  en  faisant  1  jr  =  u. 

Lorsque  n  est  négatif  ou  fractionnaire  >  la  série  se  pro* 

longe  à  Tinfini  ;  en  faisant  n  == —  —,  par  exemple  »  il 

vient 

x^àx 


f  vi^~ 


f  I  ,  1  ,  1.5 

x«-*-'  \ î  T î  4 — r 

Hm+i)(U)*      fi(m+iy(\xY     i{m+i)\\xy 

8(m+ o^Cixy  J 

i83.  Au  lieu  de  se  servir  de  la  formule  du  n**.  préc. 
dans  laquelle  Texposant  de  1  x  augmente  sans  cesse  , 
lorsque  n  est  négatif»  on  peut,  en  opérant  comme  on  ya 
le  voir ,  ramener  Tintégration  de  la  formule 
fP  dfl:(lx)-'»àune  autre  de  la  forme /Kdx (la:)-* , 
si  n  est  un  nombre  entier ,  ou  au  moins  de  la  forme 
/FdxCljf )-»+»,  m  étant  le  plus  grand  nombre  en- 
tier contenu  dans  n. 

La  différentielle  P  d  x  (  1  x)— "  peut  être  mise  sous  la 

d  X                                          d  X 
forme  Px. (  Ix)-»  :  mais  le  facteur (  1  «  )  — » 

X  X 

ayant  pour  intégrale  7 .;,    . —  ,  il  viendra 

J  «(Ix)»  (n— i)(lx)— » 


^Vàx     . 
terme  +  -z r^ r /  -; —  »  si  n  est  un 
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Si  on  &it  enccessivement 

éiPx)=Qdx,    â(Qx)=:Hâx,    d(Itx)==Sd4P|etc. 

on  aorn  »  en  ponrmrant  la  rédaction  d-desnu , 

/'Pdx_  Px Qx 

Rx 

•"  („_l)(„_a){n  — 3)(Ia:)'^«~**^ 

cette  suite  étant  poussée  jusqu'à  ce  qu*on  rencontre  na 

+ î -  rll 

nombre  entier ,  ou  un  terme 

_Jj /^     Vax 

+  („_i)(n_a)....(»— m  +  l)-/  (l*)*^-«  ' 

m  étant  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  n. 

g,        1     /•  ^d  «17 
La  formule  /  -j —  paroit  deroir    constituer  une 

transcendante  différente  de  celles  que  nous  avons  fait 
connoître  jusqu'à  présent;  car  on  ne  peut  la  ramener  à 
aucune  de  ces  dernières. 

.,    ^    ;  il  en  résultera 
(Ixj* 

=:*«,   Ç=(m+i)*%  R=(m+i)*x",  S=(m+lJ^*",  etc. 
d'où 

(U)»""       (  u  —  1  )  (  U  )»-i  ""  (^iXn^XÎ^ 

(m-4-l)»afH-* 


(n— l)(ii— 2)(»— 3)(l*)' 

(«— o(»— a).,..iy  1*  •••.••-•• 

en  supposant  que  n  soit  un  nombre  entier* 
La  fotmuleprécédente  ne  donne  rien  lorsque  m'szm^v 
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dx 
mais  dans  ce  cas ,  la  différentielle  se  réduit  à  jrj^«  » 

«t  8*iDtègre  immédiatement  ;  il  en  résulte . 


in-^x 


-Arconst. 


(n-i)Ox)' 
Si  on  avoit  en  même  temps  n  =  i  la  différentielle 

— 7—  qui  viendroit  alors ,  anroit  pour  intégrale 
ac  l  * 

I  (  l  X  )  +  const. ,  puisqu'en  faisant  1  «  =  u ,  elle  se  trana- 

formeroit  en  ■• — . 

u 

,  de  laquelle  dépend 

/jt**  d  jc 
-j — r-,  quand n  est  un  nombre  eiltier ,  peut  être  ra- 
menée à  une  forme  plus  ûmple ,  en  faisant  4f»^*  =  a; 

d  s         ,  Is 

on  a  alor8*'"dx= --^,    Ix=: ; — «etparcon- 

m  +  1  m  +  1 

-nr=J  iz- 

On  trouvera  plus  bas  le  développement  de  Tintégrale 

/-^ — ,  en  série.  Elle  se  rapporte  aux  fonctions  expo- 
nentielles  ;  car  en  posant  1  s  =  u  »  il  vient  z  =  ^  , 

d  s  =:  c**dtt     *^V/ n —  ^^  /  '  formule  dont  l'in- 
tégration exacte  est  encore  à  désirer. 

1 85.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  de  l'intégra- 
tion des  fonctions  exponentielles  ;  nous  ferons  d'abord  re- 
marquer que  la  différentielle  Vax  ^  dans  laquelle  F'se- 
roit  une  fonction  algébrique  de  a',  ne  présenteroit  au- 
cune difficulté  ,  puisqu*en  suppo«ant  seulement  â'=  u^ 


SS6        TBAITi      ÉLÉMENTAIRE 

d'où  résulteroit  a;  =  7— ,    ûx  =:  — ; — 1  eUe  deyiendroit 

la  uia 

algébricpe  par  rapport  à  la  nouvelle  variable  u.  On 

trouve  UB  exemple  de  ce  cas  dans  la  différentielle 

afdx  .  udix 

qui  se  cnange  en 


l/i  +  û'"  ula»^i+M* 

186.  Soit  la  différentielle  P  a*  da^;  on  la  décompo- 
eera  dans  les  deux  facteurs  a*  àx,P;  le  premier  étant 

intégré  donne  î—  a*  (  37  )  ;  et  il  en  résulte  par  coa« 
eéquent/Pa'dxzzrpPa*— p/o'dP.  Faisant 

dP=Qdx,     dQ=Hdx,    dR=:5dr»etc. 

et  continuant  la  rédaction  présentée  ci-dessus  «  on  trou- 
vera cette  série  : 

*    fFa'ix. 


(lu) 


le  signe  -|-  répondant  au  cas  oùn  est  impaire  j  et  le 
sîgne  —  à  celui  où  n  est  paire. 

En  intégrant  d*abord  le  facteur  P  d  x  de  la  différen- 
tielle proposée /P  a* do:,  et faisant/P dx  =  iV,  on  au- 
roit  eu  cette  réduction 

fPa'àx=:a'N—{la)fNa'dx; 

et  en  la  continuant  >  après  avoir  supposé  flfdx:=zM^ 
/  M  d  X  =  L ,  etc.  il  viendroi t 

JPa'àx==a'N—(\a)a'Jif+(ïayu'L....±i(}ay/Cafàx. 

187. 
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187.  L'application  delà  première  formule  de  l'article 
préeédent  conduira  à  l'intégrale  exacte ,  toutes  les  fois 
que  P  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière,  parce 

qu'alors  le  nombre  de»  quantités  Q  =  — — ,    R  =  -^ , 

dx  dx 

5  =  —; — .  etc.  sera  limité  ;  la  dernière  sera  constante 
dx 

(  18  )>   et  par  conséquent  fVa*àx  se  changera  en 

a* 
f^/  a'  d  x=  r  r-  +  const. 

Soit  pour  exemple  P  =  x"^  n  désignant  un  nombre  en- 
tier positif:  on  aura  dans  ce  cas 

dP  =  /ïx*""'dx, 
l'équation 

donnera 

/a*x'«  dx  =  — î r—  Ça*  x»~"  dx; 

'  la        la 

et  en  continuant  on  trouvera 

Q=7ix"-*,  R=:n(ii— i)x«-»,  5=;n(n— i)(»— a)x«-^.. 

d'où  /a*x"dx  = 

n  (  n  —  1  )  x»-"'      n(ii— 0(n — 2)x"  "' 


a* 


{X"       nx»-»         «(n— 1  Jx»-"'      n[ii— l)(n — 2 

^  n(ii— 1)...  1  1 
~         (la)»-t-*        i-"^ 


const. 


188.  La  seconde  formule  du  n^.  186  ne  convient 
qu'au  cas  où  les  quantités  Nz=zfP  d  x ,  Jtf=/iVd  x, 
L  z=z/Md  X  ,  etc.  peuvent  s'obtenir  algébriquement  ; 
mais  elle  s'applique  avec  succès  à  l'exemple  ci  -  dessus, 

Cale.  diff.  R 
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quand  n  est  un  nombre  entier  négatif.  On  a  alora 
2^        -.  1 M— 4- - 


1 

d*où 


y 


a*dx  o*  a^la 


x^  •  (n— i)x'»-*       (il — i)(n — 2)j;«-* 

""  (n— i)(fi  — 2)(/i  —  3  )a;"-5*  *  *  '     (^n^  i  X»— 2)...ix 

+  7 ^7-^ ^ /  +  const. 

On  ne  sauroit  pousser  la  réduction  au-delà  de 
r  fL-f.  ;  car  réquation fPa^dx = a*  iV- 1  a/Na'dx, 

de  laquelle  se  tirent  toutes  les  réductions,  devient 

/a'dx  a* la     r  a'dx 

x^  (n — \)x**-^       n — 1*^     x»-»    ' 

et  ne  donne  rien, lorsque  n=  i. 
Nous  retombons  encore  dans  cet  exemple  sur  la  trans- 

/a'àx 
,  dont  nous  avons  déjà  parlé  n**.  1 84- 

Si  on  pouvoit  obtenir  son  expression  ,  on  auroit  en 
même  temps  l'intégrale /a' x'*  âx  >  pour  tous  les  cas  où 
n  est  un  nombre  entier. 

189.  Lorsque  n  est  un  nombre  fractionnaire  ,  le^ 
deux  séries  dont  on  vient  de  faire  usage ,  ne  se  termi- 
nent point.  Si  on  avoit ,  par  exemple  /i  =  —  i ,  on  trou- 
veroit  par  la  première 

/a*dx  fl*    /  1  I  1.3 

|/x     '^  y/^x\\a'^  axÇ^iay'^  4x*(Ifl)2    "^ 
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et  par  la  deuxième , 

/a*dx  _     a*  /  flj?        4j*la        8x^(lg)* 
l/x    "^  y  x\~'^     1.3  1.3.5 


0 


-         +  etc.  J  +  const. 
1 .5.0.7 

Nona  ferons  observer  que  dans  le  cas  où  la  fonnnle 

proposée  seroit  fafx     sdx,  n  étant  un  nombre  entier , 

p 
on  pourroit  la  ramener  à/a'  xidx ,  par  le  moyen  de  la 

première  série  ,  si  n  étoit  positif,  et  par  le  moyen  de  la 

seconde ,  si  n  étoit  négatif. 

190*  En  remplaçant  a*  par  son  développement  (a4) 
dans  la  fonction/ P  a'  d  a:»  on  aura 

fPa'Ax  =  fPàx  +  —fPxdx+  ^  fPx^dx  + 

il^fPx^dx+    ^^"^^^rPx^dx+etc. 
i.a.3''  i.a.3.4^  ^ 

ce  qui  fournira  un  nouveau  développement  defPa^d  x, 
toutes  les  fois  quon  pourra  obtenir  les  fonctions 

fP  dx^fP  xdx,  ..  ./Pjf'»dx,etc, 

Si  P  ==  *» ,  il  viendra 

,  -         x'^^    ,     «»+*Ia     .    a:»+3(la)» 

Ja'x'»dx=—- h—; — ; — rH 7-^ — 

n+i  ^  i(n  +  2)^  i.a(7i+3) 

et  dans  cette  série  il  faudra  mettre  \xau  lieu  de . 

lorsque  n  sera  un  entier  négatif,  égal  à  —  1. 

En  appliquant  ce  moyen  à  la  iQTtax\tJ ,    on 

X 
R  8 


1. 


â6o       TRAITÉ      ÉLÉMENTAIRE 
trouve 


r-. 


— = ix  +  —  +  Jllilf)!  4.  i^lil^ 

»  1.1  ^     1.2.2   "•"    i.a.3.3 

.    a;<(lo)4    . 

+  7X3X4 +**'^' +  «"«*• 
On  transforme  cette  série  en  faisant  a'  ±i=  z ,    on 

«=-j-j  (i84)»  et  il  vient 

•^    1«  ^   1.1  ^a    1.2   ^3  i.a.3 

.   '     (•')*     . 
4    i.a.0.4 

igi.*^!!  y  a  encore  un  autre  moyen  d'intégrer  une 

fonction  exponentielle  ^  telle  par  exemple  que 

e*  jp  G  T 

- — — ^  ;  c'est  de  chercher  à  la  rapporter  à  la  difFéren- 

(!+*)• 

tielle  de  la  fonction  e*P,  qui  est  c'CdP  +  Pdx) ,  et 

dans  laquelle  P  représente  une  fonction  algébrique  de  x. 

C'est  principalement  la  sagacité  et  Thabitude  du  calcul 

qui  peuvent  guider  dans  ce  procédé.  L'exemple  proposé 

étant  fort  simple  ,  il  suffira  de  faire  1  4-^  =  2;  on 

aura  alors 

e'jrd»      «•"*(* — i)dz        1  r       /i  ,        dzX  1 

J^^^^ T^ ^'-A''\l^'-T^)V 

àz 
et  avec   un  peu  d'attention  on  voit  bien  que 

» 

étant  la  différentielle  de  -,  on  doit  avoir  P  ==- ,  d'où 

z  z 

e* 

résulte  l'intégrale 1-  const.  Remettant  au  lieu  dezsa 

•  ez 

/e*  X  d  wP        c* 
.- — -— —= — ; —  +  comt. 
(*  +  *)       i  +  a; 


\ 
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De  [intégration  des  fonctions  circulaires* 

192.  Soit  la  formule  fXdxàrc  (8m  =  x);  si  on 

intègre  d*abord  le  facteur  X  d  jp  ^  en  observant  que 

d^ 
d.  arc(8in==*)=-T=r  j  et  faisant /Xd^r  =  V, 

1/1  — *• 

on  aura 

/*  rd* 

/Xd*.arc(8În=*)=r.arc(8in=4r) — / —  .  : 

rintégration  de  la  formule  proposée  sera  donc  ramenée 

à  celle  d*une  focction  algébrique ,  si  V  est  algébrique. 

Prenons  pour  exemple/*»  d  or.  arc  (  sin  =*  )  ;  nous 

aurons  alors  y=  — • —  ,  et  /jc»  d  x  arc  (  sin  =  *  )  = 

71  -|- 1  ^  ^ 

07»-*-»                                    1         i^x»-*-'  d  X 
--7- .arc(8in=jc) /    -7: :  ; 

/*  x'*^"'  d  X 
la  formule  /  ■■    a  été  traitée  dans  les  n«».  173 

J    l/^i  — X» 

et  174. 

dx 


19^*  Comme  d. arc  (  cos  =x)  =  — 

dx 


l/^i X* 


d .  arc  (  tang  =  x)  = 


i  +  X»  ' 
on  aura ,  en  opérant  de  la  même  n^anière  que  ci-dessus, 

/*  Fdx 

/Xd x.arc ( cos=x)  =  V.  arc (cos=x)+  I  -r 

/Fd 
— 

et  l'intégration  de  ces  formules  ne  dépendra  que  de  celU 

R3 


X 

1? 
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d'une  fonction  algébrique  »  toutes  les  fois  que  V  sera 
algébrique. 

194.  Si  «représente  an  arc  dont  le  sinus,  ou  le  cosi- 
nus ,  on  la  tangente  ,  etc.  soient  exprimés  en  fonction 
de  X 9  c'est-à-dire  I  qu'on  aitdx=Xidx,  Xl  étant  une 
fonction  donnée  de  x,  on  obtiendra  /Xx'^darpar  un 
procédé  semblable  à  celui  des  articles  précédeos.  Soit 
fXà  x=  F;  on  aura /Jfz»  d  a:=  Fz""—  nfrM""  d z; 
mettaut  pour  dxsa  valeur ,  et  faisant/^Xi  dx  =1/*^ 
on  trouvera 

/rz»-' d*=  rs»-»  —  ( /»— I  ) /i;'*»-*  d«. 

En  suivant  cette  marche  »  on  abaissera  de  plus  en  plus 
Fexposant  de  s  ,  et  on  parviendra  enfin  i  faire  dispa- 
roitre  cet  arc  »  si  n  est  un  nombre  entier  positif. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  X"  =  l ,  et  oà  z  est 
Tare  dont  le  sinus  =  xy  il  vient  alors 

T=>— X,  5  =  1  ■^^^^=:L=    V/i-x%/t=x,etc. 
et  ces  valeurs  donnent  /&"dx= 


«"x^-  n«*""  '  K  1  —  X* —  Il  (/i —  1  )a*— *x 
— n(^n — 1  )(/»'— a)»»-^l/i — x*+  etc. 

série  qui  s'arrête  lorsque  n  est  un  nombre  entier  positif. 
Si  on  avoit  X d  x  =  d  is ,  ou  X=z  Xi,  l'intégrale 

fXz"  d  X  se  changeroit  en  /»*  d  z=z — ; (-  consL  et  si 

n+i 

on  substituoit  à  z"  une  fonction  algébrique  quelconque 

deZf  rintégrale  considérée  par  rapport  à  z  rentreroit 
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dans  quelqu'une  des  formules  traitées   précédemmenc 

195.  Avant  de  passer  à  des  fonctions  un  peu  géné- 
rales des  quantités  ZtSmz,  cos  g,  etc.  il  faut  se  rappeler 
que  par  les  n^'*.  3a  »  33  9   on  a 

d.8inn2=      ndscosnsi  d*où/dscosi»2=     -Bmnz+  consL 

n    .  ' 

d.cos/»s=:— -ndssin  nz^        /da8inn»  =  — -cosiia  4.  const, 

.  nàz  p      à,z  1  ,  ^ 

d.tang/i«=     .7 r-,  /  ;; r-  =     -tang  nz  +  const. 

(cosi»a)*   J    (coa/»«)*  n      ° 

-  nâz  /»      dz  1 

d.cot/iz  =  —  ---: — -,    /  --: t;  = cot  I» 2 -4- con5f. 

(sinns)*     J    (^sitinzy  n 

.  ndzsïnnz       /^âzsinnz  i 

d.sec»z=     ■- — -,    /  ; -=     -  sec  nz^  const. 

(cos ni)*      J  {cosnzy  n  * 


ncos  nz 
ndscosTis        /^èzcosnz 


4*  const» 


.  nazcosnz       /^azcosnz  1  , 

d.cosecns= — 7-- TT^t   I  t—- ^= co8ecna+ cofw^ 

(  sm  /»  a  )•      J    (  fiin  nzy  n 

1 

=«— — : +  const. 

nsinnz 

1  g6.  De  ces  intégrations  résulte  celle  des  expres- 
sions 

Az  {^A  -^r  B  hmz'^  C s\n  HZ  -{•  D  sin  Z  z  '\'  etc. ) 

d  «  (i4  +  Bcos*+  Cco8  2a  +  Dcos32+  etc.) 
qui  donnent 

i^z  — Bcosi  —  yCcosss  — jDcosSz  +  ^Xc.^  const, 
i4z  +  ^*înz  +  7Csinaa  +  jI7sin3»  +  etc.  +  const, 

197.  Il  est  très-important  d'observer  que  l'on  peut 
ramener  à  des  termes  de  la  forme 

^sinm^»    ou^cosms 

R4 
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tODte  fonction  rationnelle  de  sinx  et  de  coss.  Cette 
opération  qui  réduit  Tintégration  d'une  différentielle  de 
même  forme  à  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n^K  précédens , 
facilite  encore  le  calcul  numérique  des  formules  résul- 
tantes f  parce  qu'il  y  a  beaucoup  de  cas  où  lusage  fles 
sinus  et  des  cosinus  des  multiples  d'un  arc ,  est  plus  com- 
mode que  celui  des  puissances  de  ces  lignes. 
Les  formules  (  trig,  36  ) 

sin  a  cos  fc  =  ^  sin  (  a  +  A)  +  ^  sin  (a  —  &) 
cosa6\nb=  ^sîn(a+A) — ^  sin  (a— 6) 
sin  asin  A  =  — 4008(0  + A)  +  YC08(a  — é) 
cosacosA=      \  cos(a  +  A)  +f  cos(a —  B) 

sont  les  éléroens  de  la  transformation  que  nous  yenons 
d'indiquer  ;  car  si  Ton  prend  b=za  dans  les  deux  der- 
nières f  elles  donneront 

sin  a*  =  —  f  cos  2  a  -f-  •• 
cos  a*  =     7  cos  a  a  +  7 , 

en  faisant  attention  que  cos  (a  —  b)  =  cos  0  =  1. 
Fuis  comme 

sin  a^  =  sin  a^ .  sin  a  ^     cos  a^  =  cos  a' .  cos  a, 

il  viendra 

sin  a^  =( —  i  cos  2  a  -♦- 1)  sîn  o 

=  —  7  cos  2  a  sin  a  -4-  7  sin  a.    • 
cosa^  =  (  T  ^^^  î*  <*"♦"  r  )  cos  a 

=     X  cos  2  a  cos  a  -♦-  ~  cos  a. 

Ces  deux  résultats  renferment  les  produits 

cos  2  a  sin  a         et  cos  2  a  cos  a 

qu'on  exprimera  en  sinus  des  multiples  de  a ,  au  moyen 
de  la  première  et  de  la  dernière  des  formules  rapportées 
plus  haut ,  et  en  y  faisant  &  =:  2  a. 
Ce  calcul  est  trop  facile  pour  que  je  m'y  arrête^  et  il 
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est  évident  qu'en  procédant  de  proche  en  proche ,  comme 
oxf  YÎent  de  le  voir ,  on  s'élèvera 

de  sin  a^  à  sîn  a^»  à  sin  a^,  etc. 
de  co5a^  à  cos  à*,  à  cos  a^,  etc. 

ig8.  Au  lieu  de  construire  ces  formules  particulières^ 
j*en  vais  tirer  de  générales  des  équations  (i64) 


(  cos  op  +  r  —  1  sin  Jpy^rcos/wc-l-v  —  1  sin  nx* 


(  cos  X  —  K  —  I  sin  a:)"=cos7ir— V^— 1  sinnx. 


En  ajoutant  ces  deux  équations,  et  dégageant  cos  no?; 
on  trouve 

(coBx-^X/ —  1  sin*V-4-fcos»« — |/ — isin.v'"' 

COi 


(co8a:-4-l/ —  1  sin*y-4-fcos»« — l/ — isin.*)'. 
)s  nx-=z  i 1. — -i 1-> 


puis  en  retranchant  la  seconde  de  la  première ,  et  déga^ 
géant  sin  n  a: ,  oc  obtient 

(co8x-*-v/— isînx)"— (coso?— i/— I  sîn  nxy  ; 
sin  nx  =  ■ 

ai/"  —  I 

Ces  expressions  quoiqu'afFectées d'imaginaires,  n*en  sont 
pas  moins  réelles,  parce  que  ces  signes  disparoissent  tous 
par  le  développement  des  puissances  indiquées.  En  effet 
on  a 

(C08X-+.V/— I  sinAf)''=cosa7"^- 7»^— I  cos  a:'"'*  sin  x 

n(/»— i) 
L.  cos  x"*"*  sm  X*  -♦-  etc. 

2 

(cosx— ^/— 1  sinxyr^cos.x"  — /iV/— .1  cosx»-»  sinx 

n(n— i) 
—  ■cosy''^^  «a  x^  -+•  etc. 
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et  sabstitnant  ces  séries  dans  les  valeurs  ci-desëus ,  oa 
arrive  i 

»(/»-.!)  ...» 

coé  »  JP=r  cos  X  —  — ^ ^  cos  **"•  8m  X* 

-f-  ■  — I  COS3r*^SID3B  -4-etC. 

2.3.4 

^    I  •           !<»— 1)(»— a)         .   .  .      , 
8in/»x=ncosx*-*  sinx— -^ ~ ^cosx''— 'sin** 

2.5 


^  a. 3. 4. 5 

1 99*  P^^  I^.s  formules  ci-dessos  on  développe  les  sinus 

et  les  cosinus  d*arcs  multiples ,  suivant  les  puissances  du 

sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  simple  ;  voici  comment  on 

peut  résoudre  la  question  inverse  ^  c'est-à-dire ,  celle 

où  il  s'agit  d'exprimer  les  puissances  du  sinus  et  du 

cosinus  de  Tare  simple ,  par  les  sinus  et  cosinus  de  ses 

multiples  : 

Soit 

co8X  +  V^— isinx=u 

cosx—  y/ —  1 8inx=i' , 
on  aura 

cosa?=i(u  +  v),  8inx= (w— v); 

a^^  —  i 

et  de  là  on  tirera  d'abord  ' 

cos  j:''=  —  (  u  +  V  )". 

En  développant  la  puissance  indiquée  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  ,  il  viendra 

C05  07"=  —Xu^'-Vn  u'*""V  -J —  u"""*v* 

i"  i  2 

,  n{n — i)(n — a)    ^_,  »,     *     1 

+  --i '^    ,^      u*    V+  etc.  >  j 

2.3  i 


»■■•■.« 
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mais  dans  Téxpression  {u-^vy  on  peut  changer  i^  en  u , 
et  réciproquement ,  ce  qui  donnera 

C08X*= — I   V*+III/«""*U-| -: l-v«~"*tt* 

+-^^ ^^   ■     ^  v»-«u3+  etc.  [  ; 

en  ajoutant  ces  deux  résultats  ,  on  aura 

a*  i 
On  peut  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante , 

3  9        .       O  J 

mais  on  a 

cosn*=7(cosjc+|/ — isinx)"+f  (cosx—^/— isinx)* 

et  cela  quelle  que  soit  n  :  on  en  pourra  conclure 

tt*+ v'"=  2  cos  n  X , 
et  en  général 


u"— «+v""""=:2C0s(n  — m)a:  ; 

de  plus  il  est  aisé  de  voir  que  u\r=.\  ,  par  conséquent 
on  aura  a""*"*  cos  x"= 

{acos«a:-*-2iico8(n— a)xH ^ i«08(/i-4)x 

+  — i \ — '  cos(/i— 6  )r-^•etc. } , 
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OU  bien^  en  divisant  tout  par  a» 

a'^COax'z::  (  Cps/Mf-H  -C0S(/1— 2)*H — ^ ^  C08 (  11—4  )r 

*  1  i   .  fl 

71(71— i)Cii — a)        ^      /•x     I        -I 
^  -^ — — ^  cos  (  11-6  )  x+etc.}  ; 

En  continuant  cette  formule  comme  celle  du  binôme 
de  Newton ,  on  arrivera  >  lorsque  n  sera  un  nombre  en- 
tier ,  à  des  cosinus  d*arcs  négatifs  fpi  sont  précisément 
les  mêmes  que  ceux  des  arcs  positifs  correspondans  ;  on 
écrira  donc  cos(7n— n)x  au  lieii  de  cos(n  —  m).r, 
et  dans  ce  cas  la  formule  s*abrège  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Dans  le  développement  de  (u-}-v)%  lorsque  n  est  un 
nombre  entier ,  les  termes  placés  à  égale  distance  des 
extrêmes  ont  le  même  coefiicient  ;  pareille  chose  aura 
lieu  dans  lexpression 

-cos(n— ajxH ^ cosrn—4  ix 

i  ^1.2  ' 

,   n(7i — i)(n — 3)        ,         .*v       . 

+  -^: ^^— ^C08(7i— 6)ar  +  etc. 

1  .  a  .  5 

et  de  plus  les  cosinus  placés  à  égale  distance  des  extrêmes 
de  cette  formule  sont  égaux.  En  effet ,  le  premier  terme 
étant  cosrao:,  le  dernier  est  affecté  de  cos(n— >nn)a: 
ou  de  cos — Tij:,  qui  est  égal  à  cos 71a:;  au  terme  affecté 
de  cos(7i — am)x,  qui  en  a  7n  avant  lui,  correspond  au 
terme  affecté  de  cos( — 7i+27n  )x,  qui  en  a  m  après  lui; 
et  comme 

co5(— n-f2m)x=cos — (n — ^2711)  *  =cos(n — 2m  )a:, 

on  peut  omettre  les  termes  affectés  de  cosinus  d*arcs 
négatifs ,  en  prenant  le  double  de  chacun  de  ceux  qui 
en  contiennent  <de  positifs. 
On  pourra  donc ,  en  s'arrêtant  au  terme  où  les  arcs 


-^.^.  i  r--^     -^ 


DE   CALCUL  INTÉGRAL.  269 

deviennent  négatifs»  écrire 2"cos  x"  = 

/                •  2/»      ,         .       2n(n— a)       ,       ,.  1 

j  acos/ixH cos (n— a)x'-+. — ^ co8(7i — 4)jt-4-etc.    l 

II  faut  néanmoins  observer  que  dans  le  cas  où  n  est  un 
nombre  pair»  la  formule  a  un  terme  moyen  également 
éloigné  de  Tun  et  de  Tautre  extrême  »  et  représenté  par 

■; —  C08  (  /j  —  n)  X  :  à  cause  de 


1.2 - 


C08  o  =  1  »  il  se  réduit  a  — ^ ^ ;  etparce 


i-a l 


qu*il  est  unique»  il  ne  doit  pas  être  multiplié  para  comme 
les  autres. 

On  aura  donc  pour  dernier  résultat ....  a"—»  cos  x"  = 


{ 


^         ,  \      .  »(»— 1)       ,        ,^ 

cosnx-f- —  cos  (/»  — ajx  A ^cosfi» — tit)x 

1  '  1.  .2 

«l ^^~   ^z^  cos ( /i— 6)jp+etc.' 

i.a.3 


en  observant  de  s'arrêter  dans  cette  formule ,  lorsqu'on 
rencontrera  un  arc  négatif,  et  de  ne  prendre  que  la 
moitié  du  coefficient  du  cosinus  de  Tare  nul  qu*on  trou- 
vera» si  n  est  pair.  Avec  cette  attention  »  il  sera  facile  de 
former  les  valeurs  de  la  table  ci- jointe  : 

cosx  =cosx 
2  cos  x*=  cos  2  X  -|-  I 
4  cos  x'  =  cos  3  X  +  3  cos  x 
8  cos  X*  =  cos  4  X  -f-  4  cos  2  x  -|-  3 
i6cosx^  =  cos5x-|-  5  cos  3x-f-  \qco%x 
3acosx^  =  cos6x+  6co5  4x-|-  i5  cos 2x4*  ^o 
6'*  cosx^  =  C0S7X  +  7  cos  Sx-}-  21  cos 3 X -f*  35 cos  X 
etc. 
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SOO.  Pour  déterminer  sin  x",  on  fera  usage  de  Téqua- 
tien 


sinx^^ ; (u  — v), 


et  on  trouvera 


si  n  a:"  =  7—17 — ^  (  11  —  v)* 

1         f          n    »  »(/>— i) 

ou  ein  X"  =3f  r — : :-  <  u* «"""*  v  ^     ■         u""»  v* 

(2|/ — l)«l  I  1.2 

5: il— 1  tt»-'  v'+  etc-  > 

1.  .  a.     5.  i 

1®.  Soit  n  un  nombre  pair;  dans  ce  cas  » 
(u  —  v)''  =  (v— u)'*et  par  conséquent  on  aura  encore 

I 

En  développant  le  second  membre  de  cette  équation 
qu'on  ajoutera  à  la  première ,  il  viendra 


sina:"=  - — -^ — -  (y  — a)«. 


a  sin  X"  =  - — r-  J  u»  +  v" (  u """^  i'  +  v""'  u) 

-4-  !L2 Zl-i  (u«— «  v*  +  v«-au*) 

1 .     a 

i: L^ — -^  (tt"-'v3+  v«-^u')+etc. 

1.     a.     d      ^  - 

ou  bien 


a  sm 


1         f  /î 

in  X"  =  7 T-  i  w**  +  V* u  V  (u'*^*+ *'"'"*) 


1.     s 


^ ^-^—w-^  V  ^  (u'»-6+i;"-«)+etc. 

1 .     a.     o 

résultat  qui  est  le  même,  aux  signes  près,  que  celui  du 
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n^.  précédent  ;  Aous  pouvons  donc  écrire  tout  de  suite 

(a|/"— i)"8ina:"  = 

cot  n  j:  i—  -C08  (n — a)a:H — ^ •  cos  (  /»  —  4  )  x 

a       ^        '         I.  a.      •   ^  ^ 

^ ^-^-r — ^co<n— 8)x+ctc. 

L'imaginaire  diaparoit ,  parce  que  n  est  un  nombre  pair  ; 
«t  on  a  (  a  {/  —  i  )■  =  di  a»  ,  le  signe  supérieur  ayant 
lieu  9  si  /»  est  doublement  pair  »  c'est-à-dire  multiple  de  4, 
et  le  signe  inférieur,  s'il  est  simplement  divisible  par  a. 
On  fera  sur  le  second  membre  de  cette  équation  les 
mêmes  raisonnemens  que  dans  Particle  précédent  ;  et 
parce  que  n  est  un  nombre  entier»  on  en  conclura  qu'on 
peut  se  borner  aux  termes  qui  ne  renferment  que  des 
arcs  positifs,  pourvu  qu'on  prenne  le  double  de  chacun 
d'eux.  De  plus ,  comme  n  est  pair ,  il  y  aura  un  terme 
dégagé  de  cosinus ,  qu'il  ne  faudra  pas  doubler  ;  et  en 
divisant  tout  par  a  >  on  aura  ±  a*~^  sin  x*  = 


{ 


n  .      ^    n{n  —  i)         . 

—  cos(n  —  â)xH co8(ii — 4)x 

n{n — i)(rt  —  a)  c^     i    . 

—  --i ^     ^ cos  (n  —  6jx+etc. 

1.     a. '3. 


en  observant  de  s^arrêter ,  lorsqu'on  trouvera  un  arc  nul, 
et  de  ne  prendre  que  la  moitié  du  coeiHcient  de  ce  terme, 
a®.  Si  n  est  un  nombre  impair,  il  vient  alors 


(v  — u)*  =  — (u— V.) 


9 


par  conséquent 

sin  x«  = i-_  (tt-.v)«=—       /         (  V  -  u)»  i 
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et  le  développement  de  la  seconde  expression  est    • 

1        C  .  'i       .        n(rt— 0  _     ^ 

.  n(n  —  i)(n — a)       _    . 

En  rajoutant  à  celui  de  la  première,  et  faisant  les  ré- 
ductions nécessaires ,  on  trouvera 

asinx»=7— ; ^1«""— *^ uv(k»-* — *'^*)  1 

n(/i— i)(n — fl)  -    ,,        c  -V  .        i 

i il-- — lu^  v^  (  u«-5— i/'»-«)+ctc 

1.     a.     3  ' 

Mais  parlent  198 ^ 

8innx= -r 1  (cosx+i/'— 1  sinx)* 

— (cosx — v/ — 1  sinx)"  >  =  - — (tt"  — v«), 

quelle  que  soit  n;  quant  au  produit  uv,  il  est  toujours 
égal  à  Tunité  :  ainsi ,  on  aura  en  général 

^ii-m _  ^n-m --- 2^^ — j  sin(7i— m)a:, 

par  conséquent 
smx«=-7 r-<sinna: sin  (|i  — a)a; 

,    n(/i— 1)    .  *  ,. 

-^ sin  (71  —  4  j  X 

1.   a. 

n{n  —  1  )n  — a)  , 
5 sm  (  n — G  )x+etc. 

L'imaginaire    n*affecte  pas  plus  cette  formule  que  les 
précédentes  ^  car  n  étant  un  nombre  impair» 

(  a  V^^^)'»=di  aV^^, 

If 
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le  signe  supérieur  ayant  lien  sin  est  de  la  forme  4  A:  -^  1, 
c'eàt-à-dire ,  url  multiple  de  4  augmenté  deTuoité,  et  le 
signe  inférieur,  si  on  a  simplement 

n=z2k  +  1. 

On  peut  encore  ici  se  borner  aux  termes  affectés  de 
sinus  d'arcs  positifs  en  prenant  le  double  de  chacun  d*eux. 
Car  il  est  d'abord  évident  par  les  mêmes  raisons  que  pré- 
cédemment ,  que  les  termes  placés  à  égale  distance  dès 
extrêmes  >  ont  le  même  coefficient,  et  que  Tun  est  affecté 
d'un  arc  positif,  et  l'autre  d'un  arc  négatif:  à  la  vérité  , 
comme  le  nombre  des  termes  de  la  formule  est  pair ,  et 
qu'ils  sont  alternativement  positifs  et  négatifs ,  les  termes 
correspondans  seront  de  signe  contraire  ;  mais  aussi  le 
sinus  de  l'arc  négatif  est  lui-même  négatif  :  cette  diffé- 
rence de  signe  se  trouve  donc  corrigée  ,  et  les  termes 
dont  il  s'agit  se  réunissent  dans  un  seul. 

D'après  ces  considérations,  et  en  divisant  par  a  ,  il 
viendra  . 

«n  a:"  r=  <  sin  n  37 sin  (  n  —2)  x 

-f ^^ isin(/i  —  4)  «^ ^ ~T — sin(n— bjjp-hetc. 

On    déduira  des  deux  formules  que  nous  venons  . 
de  tr(uiver,  les  valeurs  contenues  dans  la  table  suivante: 

sin  X  =     sin  X 
2  sin  x*= — cos2j:+  * 
4  sîn  x^  = —  sin  3  X  +  5  sin  x 
8sinjr*=     co8  4.T^-^4cosax+  3 
1 6  sin  Jf'  =     sin  5  X  —  5  sin  3^  +  10  sin  x 
3a  sin  x^  = — cos6x+  6ctfs4x — i5cos2X+  10 
64  siijx^= — sinyx-f  7  sinôx— 21  8in3x  +  35sinx 
etc. 
Cale.  dijf.  S 


»«— » 
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Voilà  pour  les  cas  où  n  neroit  un  nombre  entier;  8*il 
étoit  fractionnaire  ,  il  faudroit  avoir  tecours  à  la  pre- 
mière formule  du  n*.  précédent.  On  y  feroit  an=n^— *, 
ce  qui  donneroit  cos  x  =:  sin  x  ;  et  par  conséquent  l'ex- 
pression de  cos  x^  par  les  cobinus  des  multiples  de  x , 
seroit  celle  de  sin  z"  par  les  cosinus  des  multiples  de 
1*^ —  z  y  pu  du  complément  de  Tare  z. 

20 1.  Soit  à  intégrer  la  difTérentielle/dx  cos  «^;  on 
tirera  d'abord  des  formules  du  n^  19g 

cosa:*  =  -cos4a;  +  -cos2X  +  ô> 
o  a  o 

et  on  aura 

1  1  3 

/dxcosa:^=-/dJccos  4-^  + -"/d^co52x+  zf^^ 

o  a  o 

=  —  sm  4  o:  +  -    sm  2*+  -^  +  const. 

Cet  exemple  montre  assez  comment  il  faudroit  opérer 
sur  toua  ceux  qui  pourroient  s'offrir. 

202.  Les  formules 

^x\,r=T —  g— xv^  rr 


sino: 


cosj:=: 


2  V^ —  j 


changeant  les  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  en  expo- 
nentielles ,  ramènent  l'intégration  des  unes  à  celle  des 
autres. 

On  peut  aussi  changer  la  diff'érantielle  dx  sin  x"  cosx", 
en  une  autre  qui  soit  coippribe  dans  les  différentielles  bi- 
nômes: il  suffit  de  faire  8inx  =  »,  d*où  if  résulte 

i\z 


cos  X 


:  =  {/i—z*,    dx=      (3b); 


1/1- 


*• 
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€t  on  obtient  ensuite 


I 


/dx5Înx"*cosx'*=/a'"dz(  I — s»)-?     âT 
En  appliquant  à  la  dernière  expression  les  réductions 
desn^»  170-172,  on  l'intégrera  si  m  est  un  norabre  im- 
pair, on  la  fera  dépendre  de 

/dz(i-zO'"'"i 
si  m  est  paire^et  on  ramènera  cette  dernière  à  /  —  . 

ou  à  un  arc  de  cercle ,  si  n  est  un  nombre  entier.  Dans 
tous  les  autres  cas  ,  on  réduira  Tintégrale  de  la  formule 
proposée  à  celle  de  la  difTérentielle  analogue  la  plus 
simple. 

Il  est  visible  qu'on  peut  transformer  de  la  même  ma- 
nière les  diiFérentielle.s  contenant  les  autres  lignes  trigo- 
nométriques. 

i2o3.  Voici  quelques  formules  pour  intégrer  immédia- 
tement les  différentielles  affectées  de  sinus  ou  de  cosinus. 
Soit  d  z  âin  z"  ;  en  mettant  cette  différeptielle  sous  la 
forme  da^inz.sinz"""',  et  en  intégrant  le  premier  facteur , 
on  trouvera 

/d  z  sin  z"  = — cosasin  «""'  +  (71 — 1  )/dacos«*  sina**""* 
mais  puisque  co»  z*  =r  1  —  sin  «*,  on  aura 
/dz8ins''=—coszsin  «"""*+  (/i  —  1  )/dz8in«'»~* 

—  (n  —  i)/dzsin«''; 
et  réunisfant  les  termes  affectés  de/dz  sin",  on  trouvera 

ydz  sma;''^:: coszsm  z""^*  H jdz  sin  «""*: 

l'intégration  de  la  formule  proposée  est  donc  ramenée  à 
celle  de  /dzain  z**"*.  En  opérant  sur  cette  dernière  ex- 
pression ,  comme  sur  la  première,  on  la  fera  dépendre  de 
/d  zs'mz""^;  et  en  continuant  ainsi  de  proche  en  proche, 
on  tombera  sur/d  e  tin  z° ,  sin  est  uornombre  pair ^  ou 

S  a 
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sur /ds  sîn  z,  aï  n  est  un  nombre  împâîr.  La  première  de 
ces  formules  a  pour  intégrale  z  +  const.  et  la  seconde 
—  cos  s  -f  const, 

La  réduction  précédente -conduiroit  à  cette  formule 
générale 

^       MU  A  —  cos  z  sm  «       —  — r-coszsinz"^' 


(n-i)  («-3)  .  , 


qui  seroit  terminée  par 


(n^,)(;^3)(n-5).,.i       . 
■^n(/»-.:i)(,i-4)(;ï«6)...2  "^ "*■  ''''''^^• 

ai  ^  étoit  paire 

7î(»— 2)  (/i— 4) (/i — 6) . .  .3 

si  7»  étoit  impaire. 

Lorsque  n  sera  un  nombre  fractionnaire,  on  ramènera 
/dz  sin  a**  àfdz  sin  z"""^,  m  étant  le  plus  grand  nombre 
entier  contenu  dans  n, 

2o4*  En  traitant  de  la  même  manière  fà  9  cos  2*,  on 

obtiendra  d'abord  fdzcosz*==: 

ydzcoszcosa'*""  *  =:sinzcosz''"'  '  +(7i — i  )/àMiiïa*cos**"~*  j 

mettant  i-*-cos  z^  au  lieu  de  sin  z^,  il  en  résultera 
/dz  cos  z''=sîn  z  cosz**""* +(7i— 1  )/'d  «  cos*"'""*— (n— i)/dzrcos  z* 

d'où 

fàz  cos«'*=-sin  s  cosz«~*+ /dz  cos  a'""*. 

n  n 


Cette  dernière  équation  conduit  à/dx  cos  z'^zzzM+const 
lorsque  n  est  paire*  et  à  fAscoêz:=:i^^aiiiz-{'Corut,  quand 
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n  est  impaire.  On  ea  tire  la  formule  suivante 

y  azcosz''=  -  sm  z  cosz'^'^^4 — ; sinz  cos  z»"""' 

n  n\n — 2) 


-    (/2— 1)  (;j-3)    . 

+  -7 r-7 77  «az  cos  «'*"'^+  etc. 

n(/i — a)  (n— 4)  ' 


terminée  par 

(71—0(72 — 2)  (n — 3) . . .  i 


7»(7»— -a)  (/J--4)  (n— 6) ...  a 
lorsque  n  est  paire ,  et  par 


z  +  con^^. 


-;^ r-7 rr ^r =— Sm  J&+  C0I15(. 

/i(7i— 2)  (71  --4)  (n — 6) ...  3  ^ 

quand  n  est  impaire. 

205.  En  appliquant  le  procédé  ci- dessus  à  la  for- 
mule /d  z  sin  s"*  cosz",  on  trouve 

/d  z  sin  «"*  €08  z"  =/d  «  sin  «  cos  a",  sin  *"*"■*= 
— -cos  z"-*-'  8inz'"'"*H fà  z  cos  «"+*  sin  z"**^*: 

I 

maisàcan8edeco8z"-»-*=cosz".cos«*=cofla"(i — 8ini*)j 
on  obtient 

/dzcosz''-+-*sin  a'"'"*=y"dzcosz''sin  z™"*— ^dacos^^sin  z"*. 

Substituant  dans  la  première  équation,   et  prenant  la 
valeur  de/d  z  sin  s*"  cos  z",  il  en  résultera 

„     .     ^                   sin  z»"""*  cos  z"-*-»   ,    m — 1^    .     ^_.       .. 
/d»  smz'"cosz'*= 1 ydzsinz"*    •  cosz". 

On  a  aussi  /dz  sin  ^  cos  z^zcLfàz  cos  z  sin  z"*.  cos  «"*"*= 

— ; — sin  z"*"^*  cosz'*""*+  — r-  /disin  «"^*co9  *«""■  ; 
m-f-i  zn+i' 

S  5 
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dep!u8, 

sin  s"H-»r=:  gin  %m .  sio  «•=  «i  n  z"*  (  i  —  coa  £*  ) , 
et  par  conséquent 

/dssin  »'*^"*cosz'*"~*=/'clzsin«""co8a''"^— /dasînz^coMS». 
Cette  valeur  mise ,  dans  celle  de/cTssin  2"*cos£'',  conduit 
à  une  équation  de  laquelle  on  tire 

>,,    .                    sîn«''»^'*co8A'»^*  ,     n — I  -j     . 
y  uzaiJD*'»C06s'*= f-  — ; —  y  d  a  sm  z'^cos  «*~* . 

•  

Appliquons  ces  formules  ày  d  s  sin  s*  cos  £'•  La  pre- 
mière donnera 

y3zsinz'cosz'=— ~8În47cosa'+^/d«sin»*cos«% 
et  par  la  seconde  on  aura 

/d z sin z^cosz^r='^ sin  s^cos z*+ ^/d a sin «^cos z*. 
En  employant  ainsi  alternativement  lune  et  Tautre ,  on 
trouvera 

/dz8ins^cod«^= — ï^sînz^çosz^+rr/dzsîna^cosa* 
/d  zsin  z4co8z^=       \  sin  z^C08z^+  |  /d  zsîn  z^cosz^ 
fAzs\nz^co%7?z=z — I  sinz^cosz^+  f /dzsin«*C08z' 
/dz8inz*co8z^=      |  sin  a^cos  z*-}-  ^/d  s  sin  z*  cos  a 
/dzsinz'cosz  = — ^  sinzcosz*+ i/dzcosz; 
maid  j/d  z  cosz=|  sin  Z'\'CQnst.  et  remontant  de  chacune 
de  ces  valeurs  à  celle  qui  la  précède ,  on  trouvera 

/d  z  sin  z'cos  z'==—  —=  sin  zf  cos  z* 

i5 

H — -•  sm  z^cos  z^ -; — sm  z^  cos  z^ 

i5.i3  ib.i3.ii 

,  1.7.6.5  -         .  1.7. S. 5. 4  • 

i — sm  a-^cosa^ — -^ —  sm  z'cos  z^ 

.10.13.11.3  10.10.11.9.7 

,      1.7.6.5.4.3     ,     ,        ^      1.7.6.5.4-3-3    . 

+  -= = rSmZ^COSZ* — 7-;r-8m«    COS  S* 

15.15.11.9.7.5  15.13.11.9.7.5.3 

1.7.6.5.4.3.3    . 

H — ? — -^ r-5"  8in  *  +  consU 

i5.i3.ii.9-7.5.3 
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So6«   Nous  allons  nous  occuper  dans  cet  article  de 
rintégration  des  quatre  différentielles  suivantes  , 

àz  dz  âzcosz  àzsmz 

sin  z'         cos  z*  sin  2    '  cos  z 

La  première  devient  successivement 

d^:        dzsin^        dzsinz  «— dx 

éins         sin«*         1 — cos«*        1 — x* 

en  fais*ant   cosf2v=x',  son  intégrale  est  donc 


•^sinz  *   1 — X  *    1  —  C05Z       K  i-j-cosa 

Four  la  seconde  on  a 

dz      dscosz        dzco82  àx 

cobz       cosz*       i — bina*         1 — x*  * 

en  faisant  sin  z  =  X'j  et  par  conséquent 

/••dz        .  ,  /i+x\      ,,i4-sinz     .^^i+sinz 
cosz  \i— x/  1 — sina      i^i — siDZ 

La  troisième  et  la  quatrième  sont  évidemment  des 
différentielles  logarithmiques^   en  sorte  qu'on  a 

/âzcosz            ,  .       ,          ^       /»  dz  -_ 

— : =     lsmz  +  co7Wt.=/ =  fdz  cot  « 
sinz                                           J  tangz 

/àz  sinz             ,           ,           ^        ,j                  ^  d  z        . 
=  —  1  coszH-  const.  =  /aztang«=:  / 
cos  z                                          ^          ^      y    cot  z 

En  ajoutant  ensemble  ces  deux  dernières  formules  »  on 
trouvera 


/; 


=  J +  const.  =  1  taogz+  const. 


sut  z  cos  z         cos  z 

S4 
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On  peut  donner  aux  intégrales 

>dz         ,Vl C08Z    , 

/ ^=1  —  ■    +  consU 

^sinz        l/i+cosa 

/■•dz       ,K  i+sin2    . 
cosz       |/i_3ina 

une  forme  plus  simple.  On  sait  que 

tangK^-5)-sin^-8inB  '^  ^  "*•  ^''^^ 

Cela  posé ,  en  prenant     cos  fi = i ,  cos  A = cos  r 

on  aura  £=0 ,  ^=z;  la  première  formule  deviendra 

,    ^        1  —  cosa 

et  donnera  par  conséquent 

/■*dz  • 

-: —  =  1.  tang  T  2  +  consU 
sm  z 

Si  on  fait  ensuite  dans  la  seconde  formule  sin  il  =i 

etsinfi=:sinz,  il  viendra  ^4=:!*^  etJB=z, 

,        i+sinz      tang{o^,5+7z) 
dou  : — =  ^ — V-x'i^^lS 

1 — sinz      tang(oi,5 — {z) 


tang(oi,5— {z)=cot(oi,5+ 1  z)= 


1 


tang(oq,5+is) 

i-^-sinz 
donc ^  =  [tang(o^,5+72i)jS  donc 


1 — smz 
.dz 


yC^=l.tang(o,,5+^z)  +  co^.^ 

J  cos  Z  ON      »      I   *    y 

207.  Les  réductions  du  n*.  2o5  peuvent  s'employer 

1     j        A'ft^'      -.-Il      dasina"»        dzcosz'' 

pour  les  deux  diiterentielles .     - — : — -—;  mais 

00s  z*  «na* 
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sons  observerons  qu'il  suflit  de  s'occuper  de  Tune 
d'elles  y  car  si  on  fait  z=  iq — ^j',  on  aura  dz^^^^dy, 
sîn  2= cos  y,  cos  z=sin  y)  et  la  substitution  de  ces 
valeurs  dans  la  première  lui  fera  prendre  la  même  forma 
que  la  seconde  et  réciproquement. 

En  changeant  +  ^  en —  71,  dans  la  première  formule 
du  n^  cité ,  il  viendra 

/d  z  sîn  z" 1     «in  z"""'      m — 1     r*â  z  sin  z"*~" 

cosz*  m— ncosz*""*      m — nJ       coj 


cosz" 


d  **  sm  z 

On  voit  que  cette  réduction  conduira  à*  /^ — ,  si  7» 

J     cosz" 

est  impaire  y  et  à  /- >  si  m  est  paire.  La  première  de 

•^  cosz 

ces  deux  intégrales  est : r —  +  consU 

(n — ijcosz""". 

et  quand  11=  1 ,  elle  se  change  en  I.  cos  z-^-consU 

Si  on  fait  71  négative  dans  la  seconde  formule  du 

n®.  ao5 ,  on  trouvera 

/*à  %  sin  «" 1      sin  z"^*       (71  +  1)  /^  x  sîn  z"* 

J         cosz*  771 — 71   cos  Z'*^"*  TH — 71  ^  ,COS  Z'*^"*     ' 

d*où  on  tirera 

/dzsinz"  I      sîh  z"*"*"'       7n — 71     /^zsîïiz"* 
•cos  Z*^*  71  +  I  cos  Z"^"'         71+  1  J       cos  Z" 

changeant n  +*aenn,7i  +  i  en 71  —  i>etnenn— â>îl 
en  résultera 
•dzsîn.z'"  1      sinz"^'       th— 7i+2*Vdzsinz'" 


cos  z*"""* 


/dzsin.z'" 1      sinz"*^'       th— 7l+2•- 
cos  z"         71 — 1  cosz"""*  n — 1   J 
Par  le  moyen  de  cette  formule ,  on  passera  aussi  de 

/»d  z  sin  z**  .    i^d  z  sin»"* 
J   cosz*""*      J  cos  z*""** 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à 


/ 


dz  sîn 


*nt 


Z" 

coiz 
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quand  n  sera  impaire    ou  jusqu'à /</  z  sîd  &"*,  quand  n 

sera  paire. 

Si  on  avoit  m= n,  on  ne  pourroit  se  servir  que  de  cette 

réduction ,  qui  devient  inutile  à  ^on  tour ,  dans  le  cas  où 

n  =  1  ',  mais  alors  la  difTérentlelIe  proposée  se  réduit 

,  dznnz        .  ,  _ 

a ,  traitée  n®.  aob- 

cos  z 

Lorsque  m-=zn  —  a  la  différentielle  proposée  s*intègre  ; 
car  la  seconde  réduction  ci-dessus  donne  dans  ce  cas , 


f^- 


asinz"""*    .        1      sinz'*^*  i 

= = tang  a*""* , 

cos  a"  n— icosz"""'      n — i 

expression  à  laquelle  il  ne  faut  plus  qu'ajouter  une  cons- 
tante. 

Pour  acl^ever  la  solution  de  la  question  que  nous  nous 
sommes  proposée ,  il  nous  reste  à  traiter  les  intégrales 

dz  r'dzsinz'^ 


J  cos  2;"        ^ 


cos  a"       ^      cos  z 


En  employant  pour  la  seconde ,  la  première  desréduc- 
ductions  obtenues  précédemment ,  il  viendra 

/d  z  sin  z"*  1.       .  .     pà  z  sin  z"*""* 

cos  z  m — 1  */  cos  z 

l'application  réitérée  de  cette  formule -ramènera  Tinté- 
craie  cherchée  à  / ^^ = — I.  cosz  +  const,  quand 

*/      cos  z  , 

m  sera  impaire  ,  et  à  / ■=  1.  tang  (  oi,5  +  î  2;)  -4- 

•^     C082 


cos  2 

dz 

C08Z 

const.  (  20G)  quand  m  sera  paire.  Nous  lais^ns  au  lec- 
teur le  soin  de  construire,  pour  s'exercer,  une  table  des 
•d  zsin  z"* 
cos;& 
771  =  3 1  etc. 


râleurs  de  / pour  les  cas  ou  m  =  1 ,  m  =  fl* 

J  cos  L 
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'fi 


donne 


y^Az         1         8Înz      ,  n — H  /^  dz 

et  conduira  par  conséquent  i 

/•dz 
^03^  — l-tang(oq,5+rO  +co/wf. 

si  n  est  impaire ,  et  à/d  z=z  +  consU  si  n  est  paire.' 

P      àz 

ao8.  Soit  /-: — = r;  en  changeant  à  la  fois  +m 

J  sin  z^cos  z"  '  ° 

en  —m  et  +n  en  — n,  dans  les  réductions  du  n**,  3o5, 

on  trouvera 

dz  11.  m+i      /  <3* 


1 .  m+i      /^ 

'cosz*""*     m+n  ^«i 


inz'^cosz'»  m+rt  sinz'^'cosz*""*     m+n  j  sin  z"»^'*  cos  z 

dz  11.  n+i     f  ^^2 


/ 


•  _  I   _     I    -:«  ^m«ftc^n-1-»  ' 


i>inz"'cosz'*  m+iisinz**""'co8Z*^"'^mH-ii^  sînz"*co6Z' 

doù  il  résultera 

'      dz  1  1 

inz''"^*co««*         m+i  isinz"^*c08z 

*       dz  1  1 


inz^cohz*^"*         n+i  8inz"»*"'co8z*"''*       n+ 

Changeant  m+a  en  m  dans  la  première  de  cet  équations 
etn-{-a  en  n  dans  la  seconde  »  on  aura 

<^g      ^_^  _i I i  yw+n — a»  n      ^^ 

inz'cosz"  m— 1  ginz"*~'co8«*"*         n% i    /  sinz"*"~*cobz 

dz  1  1  m-4-ii — 3  #         ^^ 


J  su 


\i\z"'co^z'*  n— •!,  8inz"'-"'cosz''— *  '      n — i^/sinz^cos*""» 

Ces  deux  formules  peuvent  être  employées  alterna- 
tivement   comme    Tout  été  celles  du  n^  aoS^   dans 


* 
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rexemple/d*sinz'cos2i%  et  diminaeront  ainsi  saccessî- 
vement  lexposant  de  sinz,  puia  celui  de  coa  s  ;  et  bn  con- 
tinuant les  réductions  autant  qu'il  sera  possible ,  on  par-  * 
viendra  à  Tune  des  trois  intégrales  ci-dessoua  ; 

/»d« 
^^=l.tan&\z  +  const. 

f  8JnZC08  2 

On  peut  aussi  s'élever  do  celles-ci  à  des  cas  plus  com- 
pliqués ,  tels  que 


àz 
cosa  ='-<*°S(o*'i5+i2)+cowt 

dz 

=l.tang2;+  const.  (  n®.  206  ). 


^^  **  y  C0&6»  '  J  sinscosz*  '  J  ainz'cos»  '  J  m 


etc. 


En  remarquant  avec  soin  la  liaison  des  diverses  for- 
mules auxquelles  nous  sommes  parvenus  dans  ce  qui  pré- 
cède ,  {^ar  «n  petit  nombre  de  moyens  très-simples^  il  sera 
facile  de  voir  que  Tintégrale  de  àzsinz^cosz^  s'ob- 
tiendra toutes  les  fois  que  m  et  n  seront  des  nombres 
entiers 9  soit  positifs,  soit  négatifs;  il  nen  est  pas  de 
même  quand  ces  exposans  sont  fractionnaires  :  il  faut 
avoir  recours  aux  séries,  excepté  dans  un  ^etit  nombre 
de  cas  où  l'intégration  se  présente  d'elle-même. 

Méthode  générale  pour  obtenir  les  valeurs  approchées 

des  intégrales. 

209.  Le  développement  des  intégrales  en  série,  ne 
conduit  à  une  approximation  que  dans  le  cas  où  les  séries 
qu'on  obtient  sont  convergentes,  ce  quiVarrive  pas  tou- 
jours J  c'est  pourquoi  les  Analystes  ont  cherché  lesmoyens 
de  parvenir  à  des  valeurs  approchées  des  intégrales , 
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quelles  que  soient  les  fonctions  diiFérentielles  proposées.'  ~ 
Nous  allons  exposer  ici  celui  qu*£uler  a  donné  dans  son 
traité  àe  Calcul  Intégral. 

Soit  XdxlsL  diiTérentielle  à  intégrer  ]  fX  àxest  une 
quantité  indéterminée  dans  un  certain  sens,  puisqu'elle 
doit  renfermer  une  constante  arbitraire  (  146)^  c'est 
encore  ce  que  les  considérations  suivantes  vont  confir- 
mer. Si  on  fait  fX  d  x  =:y ,  on  aura 

dy_  ày  _àX  ^        â^y  _  d'X 

dr  *        dx*         ôx  dx^        àx* 

mais  la  connoissance  de  ces  coefliciens  différentiels  ne 
bufiit  pas  pour  déterminer  le  développement  de  y  ; 
il  faut  encore  y  joindre  celle  de  la  valeur  parti- 
culière de  y  ,  lorsque  x  =  o  (  19  ).  .Tout*  ce 
qu'on  peut  donc  faire  au  moyen  des  expressions  données 

dy     d^y 
de-~  •     -  '  >  etc.  c*est  de  passer  de  la  valeur  de/Xd  x. 
Qx    dx* 

prise  pour  une  certaine  valeur  particulière  de  x,  à  celle 

qui  répond  à  une  autre  valenr  de  x. 

Soit  par  exemple  Y  la  valeur  àefX  à  x ,  correspondante 

â  X  =a  et  y,  celle  qui  est  relative  à  x==  a,  ;  on  fera  dans 

la  formule  du  n*.  ai ,  x==a,  fc  =  a,  —  a,  et  désignant 

par  r,  y^  y",  etc.  les  valeurs  de  X,  4—  >  4-^ ,  etc. 

dx       dx* 

prises  dans  l'hypothèse  de  x  =  a,  il  en.résultera 

On  voit  par  cette  formule  que  si  aucun  des  coelfîciens 
y,  y,  y,  y ,  etc.  ne  devient  infini ,  que  a,  soit  très-peu 
différent  de  a,  on  pourra  déterminer  assez  exactement  la 
valeur  de  y,. 
Nomipant  y^  la  valeur  de  /  X  d  x  ^  relative  à  une  troi- 
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sième  valeur  de  x/  désignée  par  a^ ,  et  représentant  par 

d  X    d*Jf      ' 

Y' ,  f  y\ ,  y"i  »  etc.  jce  que  deviennent X, -3 — ,    ,  ^  ,etc. 

cl  X      QX* 

lorsque  x=:  a  ^ ,  on  aura 


On  peut  continuer  de  la  même  manière  pour  une  suite  de 
valeurs  de  x,  représentées  par  a,,  a^,  etc.  auxquelles 
•on  suppose  répondre  des  valeurs  àef  X  d  x,  désignées 
par  73,74,  etc. 

Concevons  pour  un  moment  qu*on  ait  pris  chacune  des 
quantités  Ci ,  a. ,  a, ,  a^ ,  etc.  assez  peu  différente  de  celle 
qui  la  précède,  pour  que  le  quarré  et  les  puissances  su- 
périeures de  a,  — a,  a^  —  ^i  •  (^3 — a»,  etc.  puissent  être 
négligées  sans  erreur  sensible,  il  en  résultera  ces  approxi- 
matons  : 

y,=y+r(a,-.a) 

F.=y,  +  r,(a.— a.) 

y<,-=y.+r.(a3-o.) 
y,=r3+r,(a,-a,) 

etc. 

En  mettant  «uccessivement  la  valeur  de  Y, ,  dans  celle 
de  y. ,  celle  de  y,  dans  celle  de  Y, ,  et  aiiui  de  suite , 
on  trouvera 

y,=ny-i-y'(a,— a) 

y,=y+r  (a,-a)+r,(a.-a,) 

y,=^yj-y'(a,-c)+r.(a.~«,)+n(«,— aj 

y,  =  V+y'(a,-a)-|-y',(a-a.)  +  r,(a,-«.)+y3Ca4-a3) 

etc. 

On  peut  s'élever  de  cette  manière  à  une  expression  ap- 
prochée de  JXdx,  relative  *à  telle  valeur  de  or  qu'on 
voudra. 
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_  I 

Posons  que  a^  représente  le  dernier  terme  de  la 
«érie  a,  a, ,  o»...  et  que  y„  5oit  la  valeur  de  /Xdx, 


,  •. 


correspondante  à  a:  =  a»  ;  il  est  évident ,  d'après^s  va-  , 

leurs  précédentes  »  que  l'expression  approchée  d^i^«  se 
fomrera  en  poussant  jusqu'au  terme  y'«_,  (aii— ««— i)  > 
dans  lequel  y'a.,  désigne  ce  que  devient  X  lorsqu'on  y 
met  Oa^,  pour  x  :  on  aura  donc 

y.=7+  r(a.-a)+r.(a.-a.)  +  r.(a3_a0...+  r.^(a.-fl._.). 

Si  les  différences  a, — a^a^ — ^xfOs — «»>  etc.  sont 
toutes  égales  à  «  »  la  valeur  précédente  de  Yn  deviendra 

y„=yH-<r+r.+n ...+  n-.). 

Ces  valeurs  seront  d'autant  plus  exactes  que  les  quan- 
tités a,  a,  y. .  .seront  plus  voisines  les  unes  des  autres. 
En  regardant  les  différences  a^-^a,  a^-^a^  »  03 — a« , 
comme  infiniment  petites ,  les  quantités  Y'{a^ — a) ,  etc. 
Y\  (a»  —  a,  ) ,  y,  (ûs — Oa)  >  etc.  seront  ce  que  devient 
la  différentielle  X  d  X ,  lorsqu'on  fait  sucpessivement 
X — a,  x=a,,  x=a^ ,  etc.  C'est  sous  ce  point  de  vue  que 
l'on  conçoit  l'intégrale  comme  la  somme  d'un  nombre 
Inini  déUmens,  égaux  aux  valeurs  consécutives  que  prend 
la  différentielle  par  les  divers  changemens  qu'éprouve  la 
variable  x  (voyez  la  note ,  page  188  de  ce  vol.). 

210.  Les  considérations  précédentes  font  voir  bien 
clairement  en  quoi  l'intégrale /X  do:  diffère  d'une  fonc- 
tion primitive  donnée  »  renfermant  x  et  des  constantes 
déterminées.  La  valeur  dé  cette  dernière  sera  déterminée 
lorsqu'on  auia  assigné  celle  qu'on  veut  attribuer  à  Xy 
mais  la  même  opération  ne  fera  que  Exer  où  doit  s^arrêter 
la  série  Y,  F(a, — a),  y,(oa — ^i)>  VJja^ — a»),  etc.  et 
la  somme  de  cette  série  restera  encore  indéterminée  tant 
qu'on  n'aura  rien  statué  sur  la  valeur  de  x,  à  laquelle 
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doit  répondre  son  premier  tenue  et  sur  celle  de  ce  premier 
terme. 

'  II  smf  de  laque  Tintégrale  fX  d  x  est  une  fonctiondex« 
dont  la  valeur  se  trouve  renfermée  entre  deux  limites  qui 
sont  indéterminées.  Cette  conséquence  mérite  la  plus 
grande  attention,  et  elle  peut  se  tirer  immédiatement  de 
l'existence  de  la  constante  arbitraire. Faisons /Xdx=P, 
P  étant  la  fonction  de  x  que  donne  immédiatement  le 
procédé  de  Tintégration;  la  valeur  complète  de  fXds 
sera  P+const.  En  assignant  à  x  deux  valeurs  particu- 
lières a  et  &  et  nommant  AetB  celles  que  prend  P  dans 
ces  hypothèses,  on  aura  j4'\-const.  pour  la  première 
valeur  defX  d  x ,  et  B'\'Const.  pour  la  seconde  -,  prenant 
leur  différence ,  on  trouvera  A^B,  résultat  indépendant 
de  la  constante  arbitraire  et  qui  n*est  autre  chose  que 
la  somme  de  la  série  ci  -  dessus  prise  depuis  le  terme 
correspondant  k  x  =  a,  jusqu*au  terme  correspondant 
à  x^=b. 

Quand  on  détermine  la  constante  en  supposant  que 
rintégrale  reçoive  une  certaine  valeur  lorsqu'on  s'en 
donne  une  pour  x,  on  ne  fait  que  Gxerun  des  termes  de 
]a  série,  Y,  par  exemple,  duquel  on  part  ensuite  pour 
former  tous  les  autres  *,  et  l'intégrale  rentre  alors  dans  le 
cas  des  fonctions  primitives  qui  n'exigent  pour  leur  dé- 
termination que  celle  de  la  variable  qu*ellesreDferment. 
II  faut  remarquer  que  le  premier  terme  y  est  absolument 
indépendant  detous  les  autres  et  n'influe  sur  aucun  d'eux , 
mais  seulement  sur  leur  somme  totale. 


211.  Nous  avons  commencé  la  série  Y,  F' (a, — a),  etc, 
par  le  terme  relatif  à  x=a  ',  nous  aurions  pu  partir  du  der- 
nier terme  a„  pour  revenir  au  premier.  £n  effîêti  si  nous 

faisons 
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faisons  dans  la  série  du  n®.  21  h^=z — (  a„ — On^i)» 
noua  aurons 

y^  ,=y.-r.  (°"--°-o  +  r,^°'~^-'^'-  etc. 

On  trouvera ,  en  suivant  la  même  notation 

«— ft — 1« — i"""J'    a— I T*    «— -1  '  *^tC* 

I  i.a 

«—3 — i/i— « — J;   II— tt  '  'TJ'^  •— »  ■■     ^  '   — ÇtC. 

1  i.a 

et  en  continuant ,  on  formera  la  snite 

correspondante  aux  valeurs  de  x ,  représentées  par 

On  ,  «„_, ,  a«_, ,...  Og,  a, ,  a. 

Si  on  se  borne  aux  premières  puissances  des  diiFé- 
rences  a^^— ûr,_, ,  a„«.,— a«_a  »  «^c*  ®^  qu'on  substitue  la 
valeur  de  Y»  dans  celle  de  Y„^^ ,  celte-ci  dans  celle 
de  Yn^t, ,  et  ainsi  de  proche  en  proche ,  il  viendra 


y.=r„-r„(a,-a,-,)-Y'«-T(«-.-û«^a) -r3(«3-«o 

Y  =y„-r„(cr,-a^,)-y'^,(ai,^,-a.^) -F  ,(a.-«). 

En  tirant*  de  cette  dernière  éqnatîon  la  valeur  de  Y»» 
on  aura 

y«=y+r  .(a,-<i)+r.(a.— a.). . .  +r._.(a-^.-o.-.) 
Datu  ce  résolut,  let  différences 


CatctUff.  T 
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«ont  multipliées  par  des  coefiicieiA  éloignés  de  Torigine 
d  ua  rang  de  plus  que  dans  la  valeur  de  Yi^  du  n^.  209. 

SIS.  Les  valeurs  de  Yn  n*étant  qu'approchées,  dif- 
fèrent toutes  deux  de  la  vraie  valeur  de  fX  d  X;  pour 
savoir  dans  quel  sens ,  il  faut  examiner  d  abord  si  ia 
quantité  X  change  de  signe  entre  ses  deux  valeurs  ex- 
trêmes y  et  Y' ni  et  si  après  avoir  été  croissante,  elle 
devient  décroissante ,  ou  vice  versa. 

Tant  que  cette  quantité  conserve  le  même  signe  et 
varie  dans  le  même  sens  >  si  Tune  des  valeurs  y«  est 
moindre  que  la  vraie  valeur  de  /X  d  x,  lautre  sera  plus 
grande  et  v^pe,  versa. 

Pour  s*en  convaincre,  il  suffit  de  comparer  les  denx 
expressions  approchées  d'une  même  valeur  de  fX  dx, 
celles  de  Yi ,  par  exemple,  qui  sont 

Si  on  conçoit  un  très-grand  nombre  de  valeurs  de  x , 
intermédiaires  entre  a  et  a, ,  qu'on  les  désigne  par 

*i>  *»>  ^3 *ifi 

et  que  l'on  représente  par  y, ,  ^'a , . .  .y m  >  les  valeurs  coi^ 
respondantes  defXdx,  on  aura  d'abord 

et  les  valeurs  de  7, ,  rapportées  ci-dessus ,  pourront  être 
mises  sous  la  forme 

mais  si  on  pafsede  Y  à  y, ,  au  moyen  des  valeurs  inter- 
médiaires yif  y%f  y^f  •  etc.  on  trouver^ ,  d'après  ce 
qui  précède ,  deux  expressions  de  Y, ,  dont  la  première 
sera  (aog) 
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II  est  évident  que  si  les  quantités 

J^9  y  ti  y  %i y  n\%    *r» 

qui  sont  les  valeurs  consécutives  de  X  ,  forment  une 
progression  croissante  ,  tous  les  termes  qui  suivent  le 
deuxième  de  l'expression  (fî)  surpasseront  leurs  corres- 
pondans  de  l'expression  {A)  et.seront  moindres  que  leurs 
correspondans  dans  Texpression  (C)  ,  laquelle  aura  en 
outre  son  terme  Y ,  («i — a) plus  grand  que  Y'  (^, — a). 
On  voit  donc  que  dans  cette  hypothèse ,  la  série  (5)  est 
comprise  entre  les  séries  (i4)  et  (C);  et  comme  on  peut 
concevoir  que  la  première  soit  aussi  près  qu'on  voudra 
de  la  vraie  valeur  de  Y, ,  en  imaginant  un  nou^bre  suf- 
fisant de  termes  intermédiaires  entre  Y  et  Y, ,  on  en 
doit  conclure  que  cette  vraie  valeur  tombe  entre  le« 
séries  (A)  et  (B).  On  arriveroit  au  même  résultat  en 
supposant  que  la  progression  des  quantités 

Y,y\,y\ y\,Y, 

fût  décroissante. 

Les  autres  cas  se  ramènent  aux  deux  que  nous  venons 
d'examiner ,  en  considérant  à  part  les  portions  de  l'in- 
tégrale/X  d  op,  dans  lesquelles  les  valeurs  de  X  sont 
positives,  les  portions  dans  lesquelles  ces  valeurs  sont 
négatives ,  et  traitant  séparément  dans  chaque  portion 
les  valeurs  qui  forment  une  progression  croissante  ^  et 
celles  qui  forment  une  progression  décroissante* 

2  T  3.  Si  on  retranche  Y«  de  la  valeur  de  Y, ,  trouvée 
n"".  ao^ ,  il  viendra 

d*ou  on  voit  que  la  diCFérence  Y^^-^Y  sera  positive  si 
tous  les  coefficiens  Y ^  Y' , ,  etc.  sont  positifs  et  qu'on  ait 
a,^a  ^  car  on  pent  toujours  ;  quelles  que  soient  ces  deux 

T  2 
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dernières  quantités  ,  passer  de  Tune  à  Tautre  par  nne 
suite  d'intermédiaires  aussi  rapprochés  qa*on  le  voudra 
et  porter  ainsi  le  degré  d'exactitude  de  Téquation  ci  - 
dessus  ,  aussi  loin  qu'on  le  jugera  à  propos.  Il  suit  deli 
que  la  différence  entre  les  deux  valeurs  de  tintégrale 
fXàx  correspondantes  â  x=a„  et  àx=a,  seraposiUvê 
si  le  coefficient  différentiel  X  reste  toujours  positif  de^ 
puis  l'une  de  ces  valeurs  jusque  Vautre.  Cette  remarque 
Ta  nous  servir  à  obtenir  les  deux  limites  entre  lesquelles 
ae  trouve  comprise  une  intégrale  quelconque! 

21 4.  Nous  avons  fait  voir  n***  aïo»  qu'il  n*y  a  de  dé- 
terminé dans  une  intégrale^  que  la  différence  entre  deux 
de  ws  valeurs  prises  relativement  à  deux  valeurs  données 
de  X  ;  désignons  donc  par  Y  a  et  par  Y  h    les  valeurs 
defX dx,  lorsque  x=ia  et  que  x=b ,  et  cherchons  les 
limites  de  la  quantité  Ys — Ya>  Soient  ^  et  m  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  de  toutes  les  valeurs  que  prend 
le  coefficient  différentiel  X  par  la  substitution  des  va- 
leurs de  X  «  depuis  a  jusqu'à  b  inclusivement  \  les  quan- 
tités ilf— X  et  X— m  demeureront  nécessairement  posi- 
tives dans  tout  cet  intervalle,   et  par  conséquent  les 
différences  entre    les  valeurs  de  /(AT— X)da7   et  de 
/(X— m)dap,  relatives  à  xz^a,  et  celles  qui  corres- 
pondent à  x=&  seront  positives  (  n^.  précéd.  };  mais 
comme  M  et  m  sont  des  constantes ,  on  aura 

/(M— X)dx  =  Mx  — /Xdx 

/(X — m)dx  =/Xd»— mx. 
En  faisant  successivement  x=za  et  x=zb  dans  la  pre- 
mière de  ces  valeurs ,  il  vient 

Ma— y«,      M6— y*; 

la  seconde  donne  dans  les  mêmes  hypothèses 
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Jtfi— y*— (Ma— y«),  Yi—mh^(Ya'-'ma) 
devant  être  positive! ,  d*a{^s  ce  qui  précède  >  on  a 

Jtf6— y&>Afa— Fa.  y*— mi>Ya— ma, 
d*où  il  résulte 

Mb—Ma>  y^—  Ya,  mb^ma<:  Ys—  Ya : 

la  valeur  de  Y^ —  Ya  se  trouve  donc  entre  ceUes  de 
Jf(i  —  a)  et  de  m{b  —  a). 

11  faut  observer  que  la  quantité  M  doit  être  la  plus 
petite  des  valeurs  négatives  de  X,  lorsque  ce  coeflicient 
n'en  a  que  de  telles ,  depuis  a:=a  ,  jusqu*à  x=Jf  -,  car 
ce  n'est  qu'ainsi  que  la  quantité  M — X,  qui  se  change 
alors  en  X— ilf ,  reste  toujours  positive  dans  cet  in- 
tervalle. Par  la  même  raison  on  doit  toujours  prendre 
pour  m  la  plus  grande  valeur  négative  de  X,  lorsque 
ce  coefficient  en  a  de  cette  espèce ,  parmi  celles  qu'il 
reçoit,  depuis  0?= a,  jusqu'à  x=b^  afin  que  la  quan- 
tité X— m  »  qni  devient  m— -X  dans  ce  cas ,  soit  en- 
core positive. 

Si  la  différentielle  Xdx  étoit  de  la  forme  PQdx,' 
et  qu'on  pût  intégrer  le  facteur  Qdx,  on  prendrort 
pour  M  et  pour  tn  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  de  la  fonction  P:  en  représentant  /Qdjr 
par  Z  9  on  aaroit 

AMQ—PQ)àx=MZ'^JTQdx 
fiP  Q—mQ)dx=f?  Qdx^mZy 

et  caTcnlant  comme  ci*dessns  les  différences  des  valeur» 
que  reçoivent  ces  résultats  danè  les  hypothèses  de  ccr=:a 
et  de  a:=6,  on  trouveroit 

ifZ*— itfZ.>  Yt—YM .        mZi—  m  Z,<  F»-  F*. 

T  a 
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21 5.  Nous  ferons  connoître  dans  cet  article  com- 
ment  les  Analystes  indiquent  les  diverses  circonstances 
dans  lesquelles  on  considèp  les  intégrales.  Lorsqu'ils 
veulent  dérfgner  la  valeur  générale  de  fXAxy  ils  l'ap- 
pellent alort»  intégrale  indéfinie  \  et  son  expression ,  pour 
être  complète  y  doit  contenir  une  constante  arbitraire^ 
ajoutée  à  la  fonction  primitive  obtenue  par  rintégratioo. 
Cette  constante  se  détermine ,  comme  nous  Tavont  fait 
dans  plusieurs  occasions,  en  assujettissant  l'expression 
de  fXAx  à  prendre  une  valeur  donnée  lorsque  x  en 
reçoit  une  autre  aussi  donnée. 

Quand  dans  une  intégrale ,  dont  la  constante  arbi- 
traire a  été  déterminée ,  on  donne  à  la  variable  x  une 
valeur  déterminée  ,  cette  intégrale  se  trouve  aussi  dé- 
terminée par  la ,  et  se  nomme  alors  intéffale  définie  ; 
ainsi  s*il  s'a^^.it  de  la  valeur  que  prend  parla  supposi- 
tion de  x=.bf  Tintégrale  /Xdx  assujettie  déjà  â  de* 
'    venir  Y,  lorsque  x=a,  cette  intégrale  est  alors  définie. 

EnGn  lorsqu'on  évalue  la  difTérence  entre  les  valeurs 
àe  fXâx  y  relatives  à  a:=aetà  a7=i,  différence  qui 
est  entièrement  indépendante  de  la  constante  arbitraire 
(210),  cela  s'appelle  prendre  C intégrale  fXàx  ,  de^ 
puis  x=a ,  jusqu'à  x=b. 

2  1 6.  Tout  ce  qui  a  été  trouvé  dans  les  trois  nu- 
méros précédens  se  déduit  facilement  de  la  considéra- 
tion des  courbes ,  par  le  moyen  desquelles  on  peut  > 
pour  ainsi  dire,  peindre  les  résultats  que  nous  avons 
obtenus  de  l'Analyse. 
fïG.  77.  ^"'*  ^CZ  ffip;,  37,  une  courbe  telle  qu'à  l'abs- 
cisse AP^=zXf  réponde  l'ordonnée  Pilf=X;  il  suit 
de  ce  qui  a  été  démontré  dans  le  n®.  86 ,  que  la  diffe- 
renlielle  de  l'aire  B  MP  de  cette  courbe  est  exprimée 
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par  Xàx  et  que  par  conséquent  Tintégrale  de  fXAx 
efet  Paire  BMP  elle-même.  On  voit  par  là  que  cette  in- 
tégrale est  doublement  indéterminée  ;  car  les  aires  BMP , 
ACMP  ^  DEMPf  dont  la  seule  relation  est  d'avoir  pour 
dernière  limite  Tordonnée  MP»  ont  la  même  diiFéren- 
tielle  ,  quelle  que  soit  la  place  de  leur  première  limite  ; 
de  plus  ,  tant  qu'on  regarde  Tabscisse  AP  comme  indé* 
terminée ,  la  position  de  Fordonnée  MP  Test  aussi  : 
donc ,  dans  cet  état  de  choses ,  les  limites  qui  bornent 
des  deux  côtés  opposés  l'aire  curviligne  A  CMP ,  sont 
arbitraires  ;  mais  lorsqu'on  a  fixé  les  abscisses  extrê- 
mes JD  et  AP ,  l'espace  DEMP  renfermé  entre  les  or- 
données ED  et  P3f ,  élevées  sur  ces  abscisses,  est  dé- 
terminé. 

En  général  on  peut  considérer  Pintégrale/Ydr  comme 
représentant  une  portion  variable  de  Taire  de  la  courbe 
CMZ ,  combinée  par  addition  ou  par  soustraction  avec 
un  espace  constant  quelconque  ,  compris  ou  non  dans 
cette  courbe.  C'est  sous  ce  point  de  yne  qu'on  peut 
déterminer  la  constante  arbitraire ,  de  manière  que 
Fintégrale  proposée  prenne  à  un  point  donné  P  telle 
valeur  qu'on  voudra. 

217.  Considérons  maintenant  une  suite  d^absci^set 
APfAP',  AP'*,  A?"\  etc.  respectivement  égales  à  a , 
Af  I  ^»  >  03 ,  etc.  élevons  les  ordonnées  correspondantes  » 
et  formons  les  rectangles  MP\  M'P,  M'P'',WP\M"F\ 
M"'P'\  etc.  il  est  évident  queAfP,AfP',  M",  P",  M"P",e\c. 
représenteront  les  quantités  Y' y  Y\^  Y\,  F' s ,  etc. 
(  86  ) ,  et  qu'on  aura 

FPr=a,—a ,       P"P'=a^—a, ,       ^^"=«3—^7.,  etc. 

D'après  ces   dénominations^  la  :>omme  des  rectangles 
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MP\  M'P\  JfcTT",  etc.  ou  laire  du  polygone 
PMRM'F'M''B:'  etc.  iotérieur  à  la  courbe^  sera  équi- 
valente à  la  suite 

qui ,  comme  oa  le  voit ,  différera  d*autant  moins  de  la 
valeur  du  trapèze  curviligne  PMM']li"M*"  etc.  que  les 
points  P,P',P",  P"\  etc.  seront  plus  rapprochés.  £a 
ajoutant  à  cette  suite  un  premier  terme  Y  égal  à  Taire 
A  CMP  y  elle  donnera  Texpression  approchée  de  l'inté- 
grale/Xdx,  depuis  Torigine  des  abscisses. 

Si  on  calcule  les  rectangles  M'P ,  M"I  \  ilf'P",  etc. 
on  trouvera  que  Taire  du  polygone 
PSM'SM"S'M!*\  etc.  extérieur  à  la  courbe  ^  est  exprimée 
par  la  suite 

Y\{,a,~a)+  r,(a.— a,)+  rsCûa— «0+etc. 

et  on  en  conlura  que  cette  seconde  suite  donne  une  valeur 
qui  surpasse  le  trapèze  curviligne  PMM'M'M'*'  etc. 
taudis  que  celte  qui  résulte  de  la  première  est  moindre  , 
ce  qui  se  rapporte  à  ce  que  nous  avons  déjà  vu  n*.  212. 
Dans  le  cas  que  représente  la  &g.  Zj ,  les  ordonnées 
FIG.  j8»  vont  toujours  en  croissant  *,  si ,  comme  dans  la  fig.  3X 
elles  passoient  par  un  maximum ,  dans  la  partie  CJ^ 
antérieure  à  ce  maximum ,  la  portion 

de  la  première  suite  représenter  oit  le  polygone 
F  MRM'R'P"  intérieur  à  la  courbe ,  et  la  portioa 

Y\(a,-^a;)  +  Y\{a^^a,) 

représenteroit  le  polygone  P'M"S'M"S"P"'  extérieur 
à  la  courbe  -,  d^où  il  suit  que  la  première  portion  de 
cette  suite  seroit  plus  grande  que  Taire  curviligne  cor- 
respondante ^  et  que  la  seconde  seroit  plus  petite.  Ou 


DE  CALCUL  INTEGRAL.  297 

verra  sans  peine  que  l'inverse  a  lieu  pour  la  seconde 
suite  j  dont  la  partie  antérieure  au  maximum  représente 
le  polygone  extérieur  P5M'S'J\rP\  tandis  que  l'autre 
représente  le  polygone  intérieur  P'' R"  M"  R"' ]\r  P"'\ 
Chacune  de  ces  suites  peut  donc ,  dans  le  cas  actuel  > 
devenir  plus  petite  ou  plus  grande  que  Taire  curviligne; 
et  même  lui  être  égale ,  si' le  défaut  qui  se  trouve  d*ua 
côté  est  compensé  par  Fexcès  qui  a  lieu  de  Vautre. 

D'après  ces  principes  ,  le  lecteur  discutera  facilement 
le  cas  où  la  courbe  CMZ  y  passant  au-dessouç  de  son 
axe  9  donneroit  lieu  à  une  aire  négative. 

Il  est  évident,  par  la  figure  39,  que  Taire  curviligne  fiq.  j^. 
PMNQ  est  moindre  que  le  rectangle  E  Q ,  formé  sur 
la  plus  grande  ordonnée  comprise  dans  Tespace  PQ, 
et  plus  grande  que  le  rectangle  FP ,  formé  sur  la  plus 
petite  ordonnée;  en  faisant  donc  ilP=r=a,  AQ=b, 
ACMP=Ya,  ACNQ=Y^\  CH=M ,  gft=m,  on  aura, 
comme  dans  le  n"*.  ai^» 


21 8*  Entrons  maintenant  dans  quelques  détails  .<ur 
Tapplication  des  séries  des  n^*.  209,  211.  Pour  obtenir 
la  valeur  defX  à  x  ^  correspondante  à  x=6,  il  faudra 
connoitre  12  priori  »  ou  s*être  donné  la  valeur  que  doit 
avoir  cette  même  intégrale  lorsque  x  est  égal  à  une 
quantité  déterminée  a.  Posant  ensuite  b=ia^  ,  on  formera 
la  série  a,  a^  >  <ia>  a^  >.*.aj,>  dans  laquelle  les  quantités 
intermédiaires  a^,  0^,03,  etc.,  devront  être  d'autant 
plus  rapprochées,  que  le  coeIRcient  différentiel  X^  dont 
les  valeurs  particulières  sont  représentées  par  Y' ^  1^,, 
y\  fY^st  etc.  variera  plus  dans  Tlntervalle  de  x=:akx=b. 
C  est  pour  cela  que  nous  n'avons  point  prescrit  de  par- 
tager la  différence  6— a  ou  On-^a  en  parties  égales  j  dv 
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manière  que  la  suite  a,  a, ,  a^^ ,  etc.  soit  une  progressîot 
par  difFérences  ;  il  en  faudra  resserrer  les  intervalles  par< 
tout  où  lescoefficiens  Y\  Y^,  F',,  etc.  croîtront  on  dé- 
croîtront rapidement. 

1 

Soit  par  exemple  X  ==—-=:  *,  il  est  évident  qne 

y  k — X 

lorsque  x  approche  de  Tunîté  ^  un  très-petit  changement 
dans  la  valeur  de  cette  variable  en  produit  un  trè»>gniid 
dans   celle   de  X  ;  si  donc  on  deraandoit  Tintégnlt 

y**  d  jc 
—  ,  depuis  A=o,  jusquax=i— J^,  ^  étant  qm 

\/i—x 

petite  quantité ,  il  faudroit ,  vers  la  dernière  limite ,  mol- 
tipiier  beaucoup  les  valeurs  intermédiaires  données  â  x. 
La  même  intégrale  ne  peut  se  calculer  immé^ateroent 
jusqu'à  x=\f  par  la  méthode  que  nous  proposons  ici; 
car  alors  X  devient  in(ini ,  sans  que  pourtant  la  valeur 
de  y  X  d  X  le  soit ,  puisque 


Â 


d  X  1/ , 


const 


Cette   difficulté  tient  à   ce   que  dans  l'intégration  le 

facteur  (1 — x)»  passe  du  dénominateur  au  numéra- 
teur ;    et  elle   aura  lieu   en  général  lorsque    X  sera 

V 
de  la  forme  ^ et  qu'on  aura  p<C<J'  Pour  la  le^er> 

(a— x)7 

on  fera  a — x=29 ,  ce  qui  donnera 

x=a—zf  dx=— çs^^^da  etXdAr=— <^F5^— P-»dï, 
quantité  qui  ne  deviendra  plus  inCnie  quand  x=a  ou  2=0, 
si  la  fonction  F  reste  finie  dans  cette  circonstance  ;  on 
calculera  donc  alorsl'intégrale /Fa^""^""*dî;,  depuis s==o» 
jusqu'à  z=«r ,  cT  étant  une  quantité  assez  petite ,  et  ofl 


*    .x 
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aura  ainsl^'la  partie  de  la  valeur  de  / corres- 


r  V  ax 

J    (a  —  x) - 


pondante  à  rinterralle  compris  entre  a:=a  et  x=a — J^. 

r  VSlx 

On  peut  encore  obtenir  l'intégrale  / ^ —  depui* 

J  (a— iK)J 
x::^u  )usqu*à  a:=ra— cT,  en  faisant  seulement  ar=a— «; 
parce -que  la  petitesse  de  la  variable  z  renfermée  entre 
les  limites  très- étroites  o  et  «T ,  permet  de.  simplifier  beau- 
coup le  coefficient  difFérentiel.  Si  on  avoit,  par  exemple , 

,  la  différentielle  à  intégrer  après  la  trans- 

formation  indiquée,  seroit 

—  (rt  —  s)»ds  — fa*  — 2a2+2*)^2 


En  réduisant  la  fraction 

en  /îérîe  ordonnée  suivant  les  puissances  dez  ,  et  en  s'ar- 
rétar.t  au  quarré  de  cette  variable  y  on  auroit  enfin 

riSzVli    /         ^ 2^    \  yr-      zyz       7^Vr. 

Ce  résultat,  qui  s'évanouit  lorsque  j;  =  o  donnera,  par 
la  substitution  de  «T  à  z  ,  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée» 
depuis  x=a,  jusqu'à  x=a  — J^.  Le  reste  de  cette  inté- 
grale pourra  se  calculer  par  le  moyen  des  séries  des 
n".  209  et  211. 

En  général ,  des  transformations  que  Thabitude  de 
l'analyse  peut  seule  suggérer ,  rendent  ces  séries  appli- 
cables dans  un  très-grand  nombre  de  cas  qui  paroissent 
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d*abord  se  refuser  à  la  méthode  proposée.  Soit  par 

yXdx 

ici  le  coelGcient  différentiel  devient  infini,  quand  ar=ro^ 
quand  x=b  \  et  si  on  fait  a:=7  («+t) — \  (a — 6)  cos  z^ 
et  qu'on  désigne  par  j?  ce  que  devient  alors  la  fonc-t 

tion  Xr  on  aura  fZ  d  z,  formule  rationnelle.. 

« 

319.  Pour  donner  plus  d'exactitude  au  résultat ,  et 
n*étre  pas  obligé  de  multiplier  autant  les  quantités  inter- 
médiaires Ci  ,  a^,  03  y  etc. ,  on  ne  négligera  point , 
comme  nous  l'avons  fait  dans  les  n®*.  203  ,  21 1 ,  le  quarré 
ni  les  puissances  supérieures  des  différences  a^^^a , 
^% — Ai  >  etc.  et  on  aura  alors,  en  allant  de  x=za  à 


iff 


1  i.a  1.2.5 

y.=y.+y'.^fîZ^^+r.^-f:î=:fi*+r"/-^î=^+  etc. 

1  i.a  1.2.5 

y3=y.+r.fc--^Vn^^ï=^+r'.i^2=^+  etc. 

1  1.2  1.2.3 


« J«— i"f  *    n — 1   — ^— —   "t"  *    « — I  _ 

1  1.2 

1.2.0 

En  ajoutant  toutes  ces  équations  et  effaçant  les  quan- 
tités communes  aux  deux  membres  du  résultat ,  on  aura 
la  valeur  de  Yj,. 

Si  on  partoit  de  Yn  pour  arriver  à  Y,  par  le  moyen  de 


■d 
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la  formule  du  n^  an  i  on  formeroit  les  équations 


1  1.2 

\r        V  V  f^w — t*^^t — fl)  I    <!/»/  (^w— i" "^n — »J 

1  1 .21 

1  .a.o 


'        '       1  1.2  '     i.a.3 

doDt  Taddition  conduit  à  une  seconde  valeur  de  Y].. 

Ces  valeurs  deviendront  plus  simples  en  prenant  Ie5 
diiFérences  a|— a ,  <i,|— -a, ,  etc.  égales  entr'elles,  ce  qui 
pourra  toujours  se  faire  au  moins  entre  deux  valeurs 
de  X  assez  proches  Tune  de  l'autre.  Soit  donc 

fl,— 0=0»— fl,=etc.=«. 

Les  premières  équations  ci- dessus  donneront 

y„=y+(r  +r  .+r +r  ,_,)-^ 


•• 


+iY'+r',+Y' +:r'_.) 

1 .8 

+{Y"+Y\+r" +r"»_.)-4^ 

1 .  X .  9 

+ctc. 

Prenant  dans  la  somme  des  secondes  la  valeur  de  F^ , 
on  aura 
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« 


y„=y+(r  ,+r  .+r  3 +r  ,)y 


«» 


-(V",+r',+r'3 +r,) 

I  .3 


^1 


+(r^+r",+r'3 +r^>      ^ 

1  .a. 3 

—  etc. 

Lorsqu*aucuQ  des  coeflicicDS  X ,  —7 — ,  — etc. 

dj:         dx* 

ne  change  de  signe  dans  l'intervalle  de  oxzuz  à  x=b, 
la  vraie  valeur  de  Y„  tombe  entre  les  deux  précé- 
dentes; et  pour  plus  d'exactitude,  on  doit  prend^re  la 
moitié  de  la  somme  :  on  trouve  ainsi 

y,=y+— l-(y  +y'  .+r  ....+r  .)_i-î-(r  +r.  ) 
•    "'  .(  r'+ F". + r ',. . . + T'n)  —  -  ^SY"  +r" ,) 


211.2.3 
1      tt^ 


+  iIZ3.4(^"'-^"-) 


+  etc. 


1 


- — -: — -,  ne  pouvant  s'obtenir 


'^        -'  X 


1 


par  la  réduction  de  e    'en  série,  que  pour  le  cas  où  x 
seroit  très-grand  ,  nous  allons ,  par  la  formule  ci-dessus , 
en  calculer  la  valeur  depuis  a— 4>,  jusqu'à  x=zi. 
On  peut  d'abord  changer 


/ 


X  «  - 
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la  partie e    'x,  s'évanouît  lorsque  x=ro,  et  il  en  est  de 

même  de  la  seconde  partie/c^  *dx,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 
On  a  pour  cette  intégrale 

^       .1        AX         _ii  â'X        -71        a\ 

^="  ''    •d7"='^  '^*     di^=^  Ali-^V 


d 


Si  on  fait  x=o,  ces  expressions  s'évanouiront  (58); 
et  par  conséquent  les  quantités  Y' ,  Y\  Y'' ,  etc.  seront 
nulles;  il  en  sera  de  même  du  premier  terme  F, 
puisqu  on  prend  Tintégrale  à  partir  de  x  =  o. 
Mettant  ensuite  «,  a«,  3«»  à  la  place  de  x,  on  ob- 
tiendra les  valeurs  de  Y',,  Y",,  etc.  Y\^Y'\^  etc.  qui 
donneront  Y-  =s 


*      r  --_L  — —       j_  — — 1       '    *^    "• 
1   e    «-re      a«..."t-e~  /»«  |— 1^ 

1       L  J      a     * 


1  «*C  A«  1 


a   1 .  a  n"** 


i»^« 


1 

_.   \(     1  1    \-l       1     «^c~  ImT/Jj ^  \ 

1 

+  etc. 
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Si  on  fait  n»=  i  ,  on  aura  ■= — ety,= 


48n*< 


■  +  etc. 


En  se  bornant  aux  termes  qui  sont  écrit»,  et  faÎMntn^io, 
on  trouvera,  suivant  Euler,  la  valeur  dey.  à  on  millio- 
nième d'unité  près,  et  on  l'aura  avec  une  exactitude 
vingt  fois  plus  grande  encore  si  on  prend  n=90. 

Les  détails  renferméi  dans  cet  article  et  dans  le  pré- 
cédent, suffisent  pour  roo  ntrer  comment ,  arec  le  secon» 
des  transformations  et  en  calculant  ta  valeur  d'une  in- 
tégrale en  plusieurs  parties ,  on  parvient  à  en  appri>- 
cher ,  lorsque  les  séries  qui  l'expriment  ne  sont  convei' 
getites  que  pour  un  terme  limité. 

221.  La  série  du  théorème  de  Taylor,  donne  deux 
développemens  de  l'intégrale  y  Xdx.  DéMgnant  par  Y 
la  valeur  de  cette  intégrale  quand  x  =  o,  et  nom- 
mant  y,  y",  y",   etc.   ce    que   deviennent  alors  les 

.  .    ^     àX     à'X  ,   .    , 

quantités  X,  — j — >  -      —  etc.  on  aura  en  général 


dx» 


/Xdx=Y+Y-+r' i-Y'-- 


.3.3 


+  etc. 


i^rie  dans  laquelle  y  ttentVieu  de  la  constante  arbitraire. 

En  parlant  de  la  valeur  générale  de /Xdx,  que  nous 

^,  rtprésenteroni  par  y  ,  pour  revenir  à  celle  qui  répond 
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à  .r=o ,  il  est  évident  qu'il  faut  faire  h=s — x,  dans  la 
iormule  du  n^.  si  y  ce  qui  donnera 

dy  jr  .    d*y     jc*  dV       *^ 

Y=y—j^  -  +  -r^ -j^ —+  etc. 

'      dr  1       djc»    1.2       dx^     1.2.3 

dy    d*Y 
remettant  dans  cette  équation ,  au  lieu  de  y,-f^ ,  -~-,  etc. 

"^  QX    djc* 

leurs  valeurs I  et  prenant  celle  de  fXdx,  on  aura 


àX    x^     .   d*X      x3 


■etc. 


^   d'X     rd'^x  i    .d'X    1 .  . 


la  quantité  Y  est  encore  ici  la  constante  arbitraire. 

L'intégration  conduit  aussi  à  ce  développement.  En 
effet,  si  on  décompose  la  dilférentielle  Xdx  dans  les 
deux  facteurs  X  et  dx,  et  qu*on  intègre  le  second,  ou 
aura  fXdx^Xx'^fxdX;  mais 

'  J    àx  a       dx       2  •       dx  » 

d4r 

dx^  ' 

etc. 

d*X 

mettant  successivement  pour /xdX,/x» -y— etc.  leurs 

valeurs,  il  en  résultera 

X        dX     X»         d*X      x' 
^  .  1        dx      i.a        dx*    1.2.3 

et  pour  que  l'expression  de  l'intégrale  soit  complète  »  il 
faudra  ajouter  une  constante  à  son  développement  ^  qui 
par- là  deviendra  semblable  an  précédent.  Cette  série  a 
été  donnée  pour  la  première  fois  par  Jean  BernouUi, 
et  elle  porte  son  nom  comme  celle  du  n^.  21  porte  celui 

■ 

de  Taylor ;  Tnae  est  à  l'égard da Calcul  intégral,  ce  qu. 
•     Cale,  diff  Y 


I 
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l'autre  est  par  rapport  au  Calcul  différentiel.  Les  in* 
tégrations  que  nous  avons  effectuées  «nr/Xdx,  et  qui 
ne  sont  que  Tapplication  de  la  formule 

s^appellent  Intégrations  par  parties, 

222.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  le 
coeificient  différentiel  du  premier  ordre  ;  mais  si  on  ne 
connoissoit  que  le  co^cient  différentiel  du  second  ordre, 
il  faudroft  alors  deux  intégrations  successives  pour  re- 
monter à  la  fonction  primitive  dont  il  tire  son  origine. 
Soit  X  le  coefllcient  différentiel  du  second  ordre  de  la 

dSr 
fonction  y ,  on  aura  -r-^  =  X,  et  en  multipliant  les 

d*v  d*v 

deux  membres  par  d*,  il  viendra  -^-^  =Xdx;or-p 

dy 
est  la  différentielle  de  -^^ ,  prise  en  regardant  àx 

dy 
comme  constant  :  on  aura  donc  -p  ^=:fXdx,  Représen- 
tons par  P  la  fonction  primitive  dex,  égale  à/Xdx^ 
et   par  C  la   constante   arbitraire  ,    et  nous    auroiy 

dy 

•3^  =  P  +  ^  ;  multiplions  ensuite  les  deux  membres 

par  dx,  nous  trouverons  dy^zPdx  +  Cdx ,  et  en 
intégrant,  il  viendra  ^=/Pc?a;+ C  a:  +  C,  C  étant 
une  seconde  constante  arbitraire.  Si  on  remet  fXdx, 
au  lieu  de  P,  il  en  résultera  y  =z/ dxfXdx +C  x  +  C, 
expression  qui  renferme  deux  intégrations  successives. 

On  peut  ramener  cette  expression  à  deux  intégrales 
simples,  au  moyen  .de  Tintégration  par  parties;  car, 
•n  remettant  P  au  lieu  de  fXdxy  on  aura. 

fPdx=zPx—fxdP=xfXdx^/Xxdx, 
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ft  par  conséquent 

Passons  maintenant  aux  différentielles  du  troisième 

ordre.  Soit  X  le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 

dV 
tion  y,  relatif  à  cet  ordre  ;  on  aura  ■  ,  ^ —  =  Jlf  » 

dx 

d'y       -.,  .    d'y  dy 


d*où 


^=i=Xdx;maiB  -3-4-=d.  ~r'>  ^onc 
d*'  dx*  dx* 


d*y  d*y 

-r-^=/Xdjf+C,  ce  qui  donne  -~— =dr/Xdx+ Cdx : 

dv 
intégrant  de  nouveau,  il  viendra  -^==/djyXdv-|"  ^+  ^» 

ou ,  d'après  ce  qui  précède , 

^=:x/Xdx^fXxdx+Cx+C. 

On  tire  ensuite  de  là 

dy=*dx/Xda:— dx/X'xdx+  Cxd*  +  Cdx^ 

et  en  intégrant  on  a 

y=/x  d  x/Xdx— /d  xfXx  d  x+|Cx*+  Cx+  C , 
C"  étant  la  constante  introduite  par  cette  dernière  in« 
tégration.  II  est  facile  de  voir  que 

fxdxfXdx={x^fXdx—\pix^dx 
fdxfXxdx  =  xfXxdx —  fXx*dx; 

substituant  donc  ces  valeurs  et  réduisant  entr'eux  les 
termes  semblables ,  on  trouvera 

y={ix*fXxdx^axfXx^+fXx*dx)+{  (  Cx'+aCx+C). 

Voici  comment  on  indique  les  intégrales  successives. 
Lorsque  X  désigne  h  coeflBblent  différentiel  dn  second 

Va 
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ordre  ,    on    a  à^y=iXàx*  y    et  en  prenant  Tinté- 
grale  de  chaque  membre,    on  trouve  dyz=zfXdx*f 
puis  en   intégrant  encore  une  fois ,  il  vient 
y=ffXdx^=/^Xdx^  :  on  a  de  même,  quand  X  e«t 
le  coellicient  différentiel  du  troisième  ordre , 

dy=z/Xdx\dy=ffXàx\y=/ffXdx^=f^Xdx^, 

et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  supérieurs. 

On  vérifiera  aisément  par  la  différentiation  les  éqna-* 
tîons  suivantes  : 

fXdx^=&xfXdx,    ffXdx^z=fdx/Xdx 
fXda^=dx^fXdx,    ffXdx^=fàx^fXdx==djsfdxfXàx 
f/jrXdx^=fdxfàxfXdx ,  etc. 

Dans  ces  équations  chaque  signe  /  embrasse  tons  ceux 
qui  le  suivent ,  et  on  peut  ne  laisser  sous  le  dernier  que 
la  première  puissance  de  dx. 

Cela  posé ,  en  négligeant  les  constantes  arbitraires  » 
et  en  intégrant  par  parties,  comme  d-dessos,  on 
aura 

fXdx=fXdx 

/-Xdx*  =-i-[a: /Xda>^/Xrdx  ] 

pXàx^  =-^[x*/Xàx—axfXxàx+fXx*dxl 

/4Xdx4 = j^lx^fXàx-'^x'fXxdx+3xfXxib>^f^^^ 

Les  coefllciens  numériques  de  ces  expressions  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binoifie  a — &,  et 
tandis  que  rexpos.ant  de  a:  hors  du  signe/ diminue  â*une 
unité  à  chaque  terme ,  en  allant  vers  Ta  droite ,  son  ex* 
posant  sous  ce  signe  augmente  de  la  .même  quantité. 
On  restituera  les  constantes  adûtrjtires  .que  nons 


DE   CALCUL    INTÉGRAL.  Sofl 

avons  omises  dans  cette  formule  >  en  écrivant  /XAt+C 
^ouv  fXdx,  fXxdx-^C  cour  fXxdx,  fXx^àx-\-C 
pour  fXx^à  X ,  et  ainsi  des  autres  :  car  les  constantes 
Cf  C\  C^  etc.  étant  affectées  de  diverses  puissances 
de  X  sont  irréductibles  entr'elles. 

220.  Les    différentielles  que  nous  avons  traitées  fus»- 

qu^ici  sont  prises  en   regardant  dx  comme  constant , 

parce  que  ce  sont  les  seules  qui  ne  renferment  qu'un 

coeflicient  différentiel.  En  effet ,  lorsqu'on  fait  varier  en 

même  temps  dx,  on  a  (116)  d^yzzq  àx^-\- p à^x  \  si 

donc  on  se  proposoit  la  différentielle  UA  x*+  VA^x ,  il 

faudroity  pour  qu'elle  signifiât  quelque  chose,  qu'on 

àV 
eût   r=p  et  Uz=:q,  d'où  résulte  K=-t-;  et  cette  con- 

dx 

dition  étant  remplie  ,  on  n'auroit  qu'à  intégrer  fVâ  x. 

Il  est  facile  d'étendre  cette  remarque  aux  différentielles 

d'un  ordre  quelconque. 

[application  du  Calcul  intégral  à  la  quadra  tu  re 
des  Courbes  et  à  leur  rectification ,  à  la 
quadrature  des  Surfaces  courbes  et  à  Véua- 
luation  des  volumes  qu'elles  comprennent. 

De  la  quadrature  des  Courbes. 

3^4*  Le  problême  général,  de  la  quadrature  des 
eourbes  %e  réduit  à  l'intégration  de  la  différentielle  Xdx, 
en  nommait  X  la  fonction  âex>  qui  exprime  l'cM-donr 
née  y  de  la  courbe  proposée  (  86  ).  Ce  qui  précède 
contient  Texpo^é  des  principales  méthodes  anal3rtiques 
trouvé  es  jusqu  àp-ésent ,  pour  effectuer  cette  intégrationa 

V  3 
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6oit  rigoureusenient ,  soit  d'une  manière  approchée  ;  il 
ne  8*agit  ici  que  de  Tapplication  de  ces  métliodes  aux 
courbes  les  plus  connues. 

Celles  dont  Téquation  est  la  plus  simple  sont  les  pa- 
raboles des  divers  ordres ,  représentées  par  Téquation 


m 


y«=pa;*:  on  en  tire  yznp^st^y  et  par  conséquent 

fXàx=fp»x'^dx=:J^x   »   +const. 

Tontes  ces  courbes ,  comme  on  voit»  sont  quarrahtes  ; 
c*e6t-i-dire  »  qu'on  a  l'expression  finie  et  algébrique  de 
la  surface  du  segment  compris  entre  leur  arc,  Taxe  des 
abscisses  et  lordonnée.  Il  est  facile ,  avec  l'expression  de 
ce  segment ,  de  calculer  celle  de  tout  antre  espace  con- 
tenu entre  une  portion  de  la  courbe  et  des  lignes  droites 
formant ,  avec  les  abscisses  et  les  ordonnées ,  des 
polygones  dont  la  Géométrie  élémentaire  donne  la 
mesure. 

Ces  courbes  proposées  passent  par  l'origine  des  abs- 
cisses I  puisqu'on  a  en  même  temps  x=x>  et  y=o  ;  si  on 
veut  exprimer  leur  aire,  à  partir  de  ce  point,  il  faut 
supprimer  la  constante  arbitraire ,  puisque  l'expression 


1 


X    "    s'anéantit  d'elle-même  quand  on  y  fait  x^=:q. 

FIG.  4o.  Pour  avoir  ensuite  l'aire  BCMP,  Jig.  4o>  comprime  entre 
les  ordonnées  BC  et  P  Af ,  correspondantes  4ux  abs- 
cisses AB=a  etÀP=:Xf  il  suffira  de  re'fAncher  de 

I 

-^  X    »»  ,    qui  exprime  l'aire  A CHP i  la  quantité 


./ 
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-  .-g   "     égale  à  Taire  A CB ;  et  on  aura  ainsi 

m-^n         m  +  Fi' 


5CAfP 


=  -^^(a;    »   — a  »     ). 
m4-n\  / 


Z    '»+'• 


Quand  Texposant  n  est  pair,  Texpression  — 7— a: 

iii4"n 

est  susceptible  du  double  signe  db,  et  comme  alors 
les  mêmes  abscisses  A  P  appartiennent  à  deux  branches 
de  courbes  ACM  et  a  cm,  on  a  deux  segmens  ACMP 
et  acmP\  celui  qui  renferme  les  ordonnées  positives 
a  une  valeur  positive  et  l'autre  a  une  valeur  négative. 
Lorsque  les  exposans  m  et  n  sont  impairs  l'un  et 

l'autre^  la  quantité  x  "  n'a  qa*un  seul  signe  et  reste 
toujours  positive ,  quel  que  soit  le  signe  de  x  ;  mais  il 
est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  l'une  des  deux  branches 
de  la  courbe  proposée  a  ses  abscisses  et  ses  ordonnées 
négatives  en  même  tenis  :  il  suit  donc  de  là  que  les  aires 
correspondantes  à  des  abscisses  et  à  des  ordonnées  né- 
gatives doivent  être  regardées  comme  positives. 

Si  n  seule  est  impaire ,  alors  la  quantité  x  '■  devient 
négative  en  même  temps  que  x  ;  mais  dans  ce  cas  les 
deux  branches  de  la  courbe  proposée  sont  du  même 
côté  de  la  ligne  des  abscisses  et  les  ordonnées  demeu- 
rent toujours  positives. 

En  rapprochant  ces  remarques  »  on  en  conclura  que 
laite  d'une  cowhe  est  positive  quand  F  abscisse  et  Vot^ 
donnée  sont  de  même  signe  j  et  négative  lorsque  le 
contraire  a  lieu. 

Tous  les  segmens  paraboliques  ont  un  rapport  cons- 
tant avec  le  rectangle  ADMP ,  formé  sur  l'abscisse  et 

V4 
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sur  Tordonnée;  car  Texpreâsion 

ît        L  "^^  ^  n  II» 

pnX     n      ^  —^ X.pnXn 


devient  — -- — xy,  en  vertu  de  Y  équation  y=^nxn* 

Lorsque  n:=m  >  la  parabole  devient  une  ligne  droite , 

puisqu^on  a  y=p'*x\  le  segment  ACMP  te  change  dans 
le  triangle  AMP  ,  dont  la  valeur  est  par  la  formule 
ci-dessus  »  comme  par  la  Géométrie  élémentaire  »  égale 


àixy. 


En  faisant  11=2  et  771=1  >  on  tombe  sur  le  cas  de 
la  parabole  ordinaire  et  on  trouve  j  xy  pour  la  valeur 
du  segment  ACMP. 

sso.  Cherchons  maintenant  la  valeurdessegmens  faits 
dans  les  courbes  représentées  par  Téquation  je"y"t=p. 
Cette    équation   se   tire   de  y*z=ipx^ ,  en  7   chan* 

géant  +  7n  en  —  m  ;  on  a  y=p^  a:  »  et 

I 

___  -  npn      

fX  d  *  =  — - —  X    »      +  eonsÈ. 

Les  courbes  proposées  sont  les  hjrperboles  dR% 
divers  ordres  rapportées  à  leurs  asymptotes  y  et  sont 
composées  de  plusieurs  branches  telles  que  27  M  K» 
FIG  4i  f^&'  ^^^  inscrites  dans  les  angles  que  forment  ces  droites. 
En  comptant  les  segmens  de  Forigine  des  abscisses  >  ils 
renferment  Tespace  indéfini  qui  se  trouve  entre  la 
partie  t^  F  de  la  courbe  et  son  asymptote  AY\\^ 
valeur  de  cet  espace  est  finie  ou  infinie ,  selon  que  771 
est  moindre  ou  pins  grande  que  n.  En  effet  >  pour 
avoir.  Te^pace  BCM P,  pris  depuis  l'abscisse  AB^za^ 
jusqu'à  l'abscisse  il P=  6 1  il  faut  (aïo}  faire  successive- 
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1 

ment  x=a  et  x=b  dans  Texpresjiion  — ^- —  x  """^^      et 

n — m 

retrancher  le  premier  résultat   du  second  ;    on  aura 

I 

àonc  BCMP=:-^—{b    n    ^a    n     ).  Si  maînte- 

n—m\  J 

nant  on  suppose  a  =  o,  le  point  B  tombera  sur  le 

point  A  et  Tespace  BCMP  se  changera  en  YAPM; 


n— m 


or  la  quantité  a  n     sera  inGnie  ou  nulle  ,  selon  qu*on 
aura  m>  ou  <;/i  :  dans  le  premier  cas , 


m — n\o  / 

et  dans  le  second 


/»— m\  /      n — m 


n 


Laissons  à  a  une  grandeur  déterminée  et  faisons  b 
infini ,  nons  aurons  alors  Vespace  indéfini  XB  C  U,  qui 
sera  infini  si  m  est  moindre  que  n,  et  qui  sera  égal 


1       n— I» 


*  m — 71 


a    "    »  si  m  surpasse  n.  Il  résulte  de  là  que 

quand  m  et  n  sont  inégaux ,  des  deux  espaces  asymp- 
totiques ,   Tun  est  infini  et  l'autre  fini. 

La  raison  de  cette  différence  se  trouye  dans  le  plus  ou 
moins  de  rapidité  ayec  laquelle  la  courbe a*approche  de 

pn  pm 

son  asymptote;  et  pnisquey= —  et  x=  —,  il  est  facile 

de  voir  que  quand  on  a  m>>ii  »  y  décroît  beaucoup 
plus  vite  que  x,  et  que  par  conséquent  la  courbe  s'ap- 
proche beaucoup  plus  rapidement  de  Tasymptote  pa- 
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rallèle  aux  abscisses  ,  que  de  celle  qui  est  parallèle 
aux  ordonnées  »  et  vice  versa, 

i        m 
£d  mettant  y  an  lieu  de  p'^x'^  „  ,  dans  rezpresaion 

~        »— m  1  m 

np^'x n  -    ^ 

-i — X    '»     = x.p^  X     »  > 

71—771  71-^771 

elle  deviendra xy ,  et  la  valeur  de  l'aire  YAPMl 

aéra  —  —+  const.  Il  sembleroit  que  le  terme  — -2_ 
n— 771  n — 771 

doit  s*évanouir  lorsqu'on  fait  x=o\  mais  ce  qui  pré* 

cède  prouve  la  nécessité  de  ne  rien  prononcer  à  cet 

égard  avant  d'avoir  substitué  pour  y  sa  valeur  en  x. 

afl6.  Quand  71=771,  on  a  xy=:p^,  ou  xy=p,  en 

changeant  p"  en  p ,  ce  qui  est  indiffèrent  ;  la  courbe 
dont  il  s'agît  dans  ce  cas  est  l'hyperbole  ordinaire  et 
équilatère  siTangle  des  coordonnées  est  droit.  L'expres- 
sion générale  de  l'aire ,  trouvée  au  n®.  précédent ,  se 
présente  alors  sous  une  forme  infinie  quel  que  soit  x  > 

et  la  différentielle  de  cette  expression  étant  — —  a» 

pour  intégrale  ,  p  I  x  -|~  const.  Les  espaces  asympto- 
tiques  sont  infinis  l'un  et  l'autre ,  car  Ix  devient  tel 
par  la  supposition  de  x=o  et  par  celle  de  x  infinie. 
Prenons  pour  plus  de  simplicité  p=i,  et  soit  UMV^ 
FIG.  4».  f'S*  ^^»  "°®  ^®^  branches  de  l'hyperbole  équilatère  dont 
la  puissance  est  égale  à  l'unité  y  AC  son  axe  :  en  abais* 
sant  du  sommet  Cla  perpendiculaire £C on  aur2LAB=i\ 
et  comme  l'aire  BCMP=iLAP — I.  AB,  il  viendra,  à 
cause  de  1.  i=ro  ,  BCMP=].AP*On  aura  de  même 
l.AP'—BCM'P\lAr=BCM'P'',  etc.  d'où  il  suit 
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que  si  les  abscisses  AP,  AF\  AP",  etc.  sont  en  pro- 
gression par  quotieas ,  les  aires  correspondantes  BCMP, 
B  C  M!P%B  C  M'P"^  etc.  seront  en  progression  par  diffé- 
rences, 

327.  Lliyperbole  qae  nous  venons  de  considérer 
étant  équilatère  ne  nous  a  fourni  que  les  logarithmes 
népériens;  mais  en  variant  Tangle  des  asymptotes  et 
prenant  toujours  AB^==\ ,  on  peut  obtenir  tel  système 
de  logarithmes  qu*on  voudra.  Soit  KM^,^.  43»  une  FIG.45, 
hyperbole  quelconque  ;  en  menant  les  ordonnées  Pilf  ^ 
parallèles  à  l'asymptote  AY ^  on  prouvera,  par  des 
raisonnemens  analogues  à  ceux  du  n^.  86  y  que  le 
parallélogramme  JAPFK  est  la  différentielle  de  BCMP. 
Or  si  on  mène  P*  Q  perpendiculaire  sur  PM ,  on  trou- 
vera P'Q=PP'.sinFPQ=PP'.  ûnXAY ;  désignant 
par  tf  l'angle  des  as3rmptote8|  on  aura  P'Q=dx  sin  <ù  , 
et  par  conséquent  PMRP':=ydx  sin  »•  Si  on  met  pour  y 

sa  valeur^,  il  en  résultera  — p  sin  »  pour  la  différen- 

tielle  de  l'aire  BCMP;  on  aura  donc  BCMP=:\x—\^B, 
en  prenant  p  sin  et  pour  module  (27). 

On  a  en  général  p=zAB*\  et  quand  AB=i9  le 
module  se  réduit  à  sin  et.  Celui  des  logarithmes  ordi- 
naires étant  0,434294^  (2S)*  OQ  A  sîn  e»=o,4M^94^  » 
d'où  il  suit  que  les  asymptotes  de  l'hyperbole  dont 
les  aires  donnent  les  logarithmes  ordinaires ,  font  en* 
tr'elles  un  angle  de  0^,28801. 


229.  En  faisant  AC=a,  AP=x  et  PN=y,Jig.  44 ,    piG.  4i. 
l'équation  du  cercle  ANE  seray*  =  aaj7  —  «•;  et  la 
différentielle  de  son  segment  ANP  aura  pour  exprès- 
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aion  àx^  f^ax — xx  dont  l'intégrale  est 

—  4  (^•"*)V^2aA:— xj:  +  •;  a*,  arc  f  cos  = j  ,, 

lorsqu'on  veut  qu'elle  s'évanouisse  par    la  supposition 
de  4P=o  (  iGi  ,  aie). 
Il  est  facile  de  reconnoitre,  dans  la  partie 

\{a — *)  y  tiax  ^xx , 

Fexpression  de  la  surface  du  triangle  tCN  et  de  Tofr 
par  conséquent  qu  e 

cos= \ovi\AC.2JcAN 

est  la  valeur  du  secteur  ACN, 

En  supposanft  xz=2a ,  dans  l'expression  APN,  eïïe 
devient  {  a*,  arc  ( cos= —  i  )  =  i  a**-,  en  désignant 
par  T  la  demî-cîrconférence  du  cercle  dont  le  rayon 
est  1 ,  et  elle  appartient  alors  au  denû-cercle  :  on  aura 
donc  le  cercle  entier  a*T=i  a,  2  ar,  ainsi  qu'on  le 
prouve  dans  les  Elémens  de  Géométrie. 

Le  développement  de  fdxVauixx — xx ,  trouvé 
dans  le  n*'.  1 79 ,  donne  des  valeurs  approchées  d.e 
l'aire  APN. 

328.  L'ordonnée  de  Tellipse  étant -l^aa^ — xx,  le 


segment  elliptique  AMP  sera  égal  à  -  /d  xV aax—xx , 


a 


et  comme  il  est  nul  en  même  temps  que  le  segment  cir- 
culaire APN  y  on  aura  ANP  :  AMP  ::  a:&;  car  il  est  facile 
de  conclure  du  n^.  aog  que  quand  deux  diiFérentielle« 
sont  dans  un  rapport  constant ,  ce  rapport  est  aussi 
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celui  des  intégrales ,  si  ces  intégrales  sont  nulles  en 
même  temps. 

229.  L*liyperboIe  rapportée  à  son  axe  transyer^a 
a  pour  équation 

^»  =  — (aax  +  o:*), 

u 

on  a  JQR=Z'fàx r^ax+x*  . 

a 

Cette  intégrale  peut  s'obtenir  par  les  logarithmes  (161) 
ou  se  développer  en  série;  mais  au  lieu  de  nous  arrêter 
a  calculer  ces  résultats,  nous  allons  faire  connoitrele 
rapport  qu*ont  entr*eux  les  secteurs  elliptiques  et  les 
lecteurs  hyperboliques. 

25o.  Soit  ABab  yjign  44»  ^"^  ellipse  dont  le  demi-  FIG. 4i« 
grand  axe  AC:=a ,  le  demi^petit  BC=^b  \  faisons  CPzrzx, 
nous  aurons 

-^      a 
Il  est  évident  que  le  secteur     • 

ACM=:CMP+AMP, 
^t  que  d.A  CM=  d.  CMP+d.  A  MP , 

d.  AMP= àxVa^—x^  : 

a 

La  dernière  de  ces  différentielles  est  affectée  du  signe  — 
parce  que  Taire  ilflfP  décroît  lorsque  x  augmente  f  et 
elles  donnent 


a«  K'^ïH^* 
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Si  on  fait  —  =  i ,  le  secteur  elliptique  ACM  se  chan- 
a 

géra  dans  le  secteur  ilCAT,  appartenant  au  cercle  AEae 
décrit  sur  le  grand  axe  Aa  comme  diamètre  ;  on  aura 

donc 

j    .  ^  -,           1     a*dx  1  a  à  a: 

à.ACN= =-0:  — 


mais  — 


adx 


y^ 


étant  la  différentielle  de  l'arc  AN, 


dont  le  cosinus  tabulaire  =  — ,  on  aura 

a 

ACN=~aXAN=—ACxAN, 

Gt  puisque  les  secteurs  ACN  et  ACM  ont  leur  origine 
commune  au  point  A ,  on  aura  (  228  )      ' 

ACM=—ACN=—BCxAN. 
a  a 

Considérons  aussi  rli]rperboIè  XAx  décrite  sur  les 
mêmes  axes  que  Tellipse  ABab.  Dana  cette  courbe 
dont  Téquation  est 


le  secteur  ACR  =  CQR  — AQR,  ce  qui  donna 

à.ACR  =  à.CQR  —  à.AQR; 
et  comme 

CqR  =  —CQx.QR=  —  —V^^F^^*, 


on  aura 


d:AQR=  — dorKx»— a», 


2   a  |/x._a.* 
d'où  on  voit  que  la  différentielle  da  sectenr  hyper* 


DE   CALCUL   INTÉGRAL.  S19 

boliqae  est,    aux  signes  près,  la  même  que  celle  du 
secteur  elliptique. 

25 1.  Le  secteur  hyperbolique  ACM,fig.  ^i ,  est  égal  à    ^^^-  ^'• 
l'espace  asymptotique  B  CMP\  car  on  a 

ACM=BCMP+ABC—AMP,et 

a52.  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  voir  com-* 
ment  le  calcul  intégral  s'applique  à  la  quadrature  des 
courbes  ;  cependant  nous  ne  pouvons  quitter  ce  bujet 
sans  donner  quelques  -  uns  des  résultats  întéressans 
auxquels  les  Géomètres  sont  parvenus  par  rapport  aux 
courbes  transcendantes. 

Dans  la  Logarithmique ,  dont  Féquation  est  y  =  I  x , . 
on  a.  fy  dx=:fdx\x=xlx — x-\-const,  (18a)  ;  la  partie 
variable  de  cette  expression  devient  nulle  lorsqfue  x=o> 

car  en  faisant  *=  — i,  elle'prendla  forme , 

m  mm 

sous  laquelle  elle  est  nulle  quand  m  est  inGnie  (58). 

Il  est  donc  inutile^  ~d*après  cela»  de  lui  ajouter  une 

constante  lorsqu'on  veut  avoir  les  segmens  à  partir  du 

point  A  ,  fig,  45.  FIG,45. 

En  y  faiî^ant  a?=i4£=i  »  elle  donne  Te^pnession  de 
Tespace  asymptotique  cAEx  qui  est  fini  et  égal  à— i. 

Si  on  prend. les  ordonnées  à  la  place  des  abscis.sRSn 
on  aura  fxày—fàx=zx,  pour  Tespace  CD.MX ^ 
fait  sur  Taxe  des  ordonnées  ^^C,  et  dpnt  Texpressioa 
est  algébrique;  nouB  n'y  avons  point  ajotite  de  cons- 
tante, parce  qu'elle  s'évanouit  en  même  temps  que  x: 
l'espace  cAEx  ^  qui  répond  à  x:r=AEz^i  >  a-,  par  dette 
formule.,  la  même  valeurque  par  la  précédenfe  ;  abs'- 
traction  faite  du  sigue^.  y  •;•■'. 
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Nous  ayons  supposé  le  module  égal  à  T unité  ^  8*U 
étoit  égal  à  M  y  on  auroit 
fdxlxz=:xlx — /itfdx=a:lx  — ikfxet/xdjrssJlx. 

235.  L'équation  de  la  cycloïde  étant 

àx=—J    y        (102), 
Vuay~y^ 

il  vient  fydx=  ^    ^      ; 

'  il  seroit  facile  d'intégrer  cette  équation  par  les  arcs  de 
cercle ,  mais  on  peut  arriver  à  un  résultat  plus  simple 
en  faisant  a  a — y=x>  ce  qui  donne 


F1G.46.  En  effet,  z  représentant  l'ordonnée  QM  jjig.  46,  prise 
SL  '  la  ligne  CK ,  la  différentielle  de  Vsdrû-AÇQM  aura 
pour  expression 


dj:= — ^ —  -= — dzV  uaz 


z* 


donc  ACQ  M=  — /d  z  V  ^az  —  »*+  co/w^ 


En  C  ,  où  z  =  2a,  l'intégrale  fAxV aaz  —  z* 
est  égale  à  la  surface  du  demi-cierclë  générateur  gmq , 
et  elle  s'évanouit  au  point  K ,  où  z=o-/par  conséquent 
l'espace   ACK  est  égal  au  demi-cercle  gmqg.  Pour 

un  point  quelconque  Ç, /dz  K2a«—^*  donnera  Taire 
du  segment  gmn  correspondant  k,gn=zQM,  et  on  aura 

'ACQM=gmqg--gmn ,      .  KMQ=:UCK^ACQ]iù=gmn, 

Le.  rectangle  AK  ajrant  sa  hauteur  IKzzzgq  et  sa  base 
i4I=gmi/,fiera  quadruple  dn  demi^cerde  gntqg\  et 

retranchant 


ÛE  CALCUL  INTÉCtlAL.  3^1 

iTetranthant  de  ce  rectangle  Teepace  ACK=gmqg , 
il  restera  AMKI:=i=3.g  m  qg.  Il  suit  de  là  que  Tea- 
pace  AKLAy  compris  entre  une  branche  de  la  cy- 
doïde  et  son  axe ,  est  triple  du  cercle  ^n«rateur. 

a34»  Il  noiis  reste  à  parler  des  spirales  ;  occupons* 
nous  d*abord  de  celle  que  représente  Téquation  u=i4t" 
(  104  )  dans  laquelle  t  est  égal  à  Tare  ON  ^Jig.  47  i    F10.47« 
et  u=i4Af.  Les  coordonnées  étant  polaires ,  la  dilTé- 

rentiellc  de  Taire  sera (  >  ^  ^    )  >   mettant  pour  u 

«a  valeur»  et  intégrant,  il  viendra  — ; — ; \'ConsU 

4n+  a 

mais  on  doit  négliger  la  constante  lorsqu  on  compte  les 

aires  à  partir  de  la  ligne  AO  ^  sur  laquelle  t^=to^  et  par 

ronséquent  la  surface  ACM^^—. .Après  une  ré* 

411  +  2 

volution  du  rayon  vetteur ,  on  aura  Tespace 

A^  (^wY"^^ 

ACMB^  ■  ■  7'    .' — '^ >  ^  ^«^t  la  demi-drconfé- 

4n  +  2 

rence  du   cercle    ÛN\   le  rayon  décrivant  reviendra 

dans  la  direction  AM ,  t\  déterminera  Tespace 

ALMUImM  ==it*^      ■' — ^,  et  amsi  de  suite. 

Dans  la  spirale  JtArchimède  (io4)>  il= —  ,  is  =  1 

et  >1  CAr=  -T--î>  résultat  qui,  lorsqu'on  y  fait  fc=a  t, 

«^ 

donne  il  CitfJS  :=  -t** 

3 

Dans  la  spirale  hyperbolique  n=— 1  etiJCilf=3— >— - 

ût' 

L*aire  de  cette  courbe  «  qui  fait  autour  du  point  A  une 
infinité  de  révolutions,  est  infinie  lorsque  t7=so\   on  se 
Calcdiff.  X 
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conduira  donc  à  êon  égard  comme  pour  les  hyperboles; 
et  on  aura  pour  Taire  comprise  entre  les  deux  rayons 
vecteurs  correspondans  k  t=i:a  et  ii  t=zb, 

Hh-~)- 

Dans  la  spirale  logarithmique  enfin  (  ii^}»  fc=Jii, 

1         ^ï"      .  1     t.«.»        .  Il      tt*d*      ,  udd 

kl^=~;  et  la  difterentielle  «  devenant  -^ — , 

u  2  à 

donne  A  CM=—.  L*aire  est  nulle  quand  u=Of  mais 

4 

alors  t  est  infini  ;  car  la  courbe  proposée  fait  comme 
la  précédenle  une  infinité  de  rérolutiona  antoor  du 
pôle  A. 

935.  La  différentielle  de  Tare  d'une  courbe  rap- 
portée à  des  coordonnées  perpendiculaires  entr*elles  , 

est  exprimée  par  Vdx^+dy^  (  ^^  )^;  eu  y  substi- 
tuant y  au  lien  de  djr*»  sa  valeur  tirée .  de  rëqnation 
différentielle  de  la  courbe  proposée  >  elle  prendra  la 
forme  Xdx,  et  son  intégrale  donnera  la  longueur  de 
Tare  de  cette  courbe.  Demander  la  longueur  de  l'arc 
d'une  courbe,  c'est  demander  sa  rectification ^  parce 
que  la  solution  de  ce  problême»  lorsqu'elle  a'obtîent 
exactement ,  met  en  état  d'assigner  une  ligne  droite  qui 
sOit  égale  à  l'arc  dont  il  s'agit. 

256.  Prenons  pour  premier  exemple  les  paraboles 
des  divers  degrés  ,  et  représentons  leur  équation  par 
y=zpx^^  n  étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  frac* 
tionnaire  ;  nous  aurons 


4*arc  paraboKque  sera  donc  exprimé  par 

/Cî+»'p*x"-»ydjr. 
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Cette  intégrale  s'obtiendra  sous  une  forme  finie  et  algé- 
brique, lorsque  Texposant  2n^2  sera  égal  à  Tunité  on 
a*y  trouvera  contenu  un  nombre  exact  de  f  jis  (  1 69  ). 
Supposons  d*abord  an — 2^=1,  il  en  résultera  n=.~ ,  et 

/(  1  +  nyx-'-^yd  r =^  (  1  +  lp^x^y+  const. 

Ja  courbe  proposée  sera  donnée  par  l'équation  y=px% 
ou  j^*=p*x^,  et  sera  par  cotiséquent  la  même  que  la  pa- 
rabole du  troisième  ordre ,  qui  est  la  développée  de  la 
parabole  ordinaire  (g^)*  Si  on  compte  les  arcs  à  partir 
du  point  où  07=0 ,  on  aura 


8 


.[(i+?p*xT-i]- 


^7P'  ^ 

En  faisant  successivement  an  —  a^T»  =7»  etc.  il 
viendra  n=:^,  j  etc.  ce  qui  montre  que  les  paraboles 
représentées  par  les  équations  j*=p^a:*,  y*=:p^x'etc« 
sont  rectiÈables  ;  i  l'égard  des  antres  on  ne  peut  obtenir 
leurs  arcs  que  par  approxinoatioD. 

Pour  la  parabole  ordinaire ,  dans  laquelle  11=9 ,  on 

a  /(  i  +  4p*«*)"dar ,  et  par  laformnle  (B)  du  n^  171 , 

on  trouve 


:=-^l(tip:r+K  1 4-4p*x*)H-co/wt.(i6«)f 


et  comme 
/*       d  j: 

il  en  résultera 

Telle  e<t  la  valeur  d'un  arc  quelconque  de  la  para- 

Xa 


5lti       TRAITÉ      éLÉHEKTAIRE 

bole  ordinaire  ;  on  peut  y  supprimer  la  constante ,  en 
faisant  commencer  l'intégrale  lorsque  ar=:o. 

L'arc  des  hyperboles  données  par  Téquation  y — pv^, 

a  pour  expression  /x''''""*d x(x**"*"*-|-n*/i*)*  ,  et  ne 
peut  s*obtenir  que  par  appfoziuMition. 

237.  La  diiFérentielle  de  l'arc  de  cercle  est 


lorsqu'on  part  de  Féquatlon  y *==  a*—»  or*  (  85  ) ,  et 

■     .    ■    ,         f  quand  on  emploie  Téquation 
V  aax-— xx 

y*=aax— »x^;  sons  Tune  et  l'antre  de  ces  formes; 
son  intégrale  ne  peut  s'obtenir  que  par  approxima- 
tion ,  et  nous  en  avons  déjà  donné  plusieurs  développe^ 
mens  (  179  ). 

âSo.    Passons  à  l'ellipse  et  prenons  pour  ëqnatioa 
de  cette  courbey*=— (a* — x^)  ;  la  différentielle  de 

son  arc  sera — :  faisons  pour  plus 

de  simplicité  le  grand  axe  a==  i ,  et  le  quarré  de  Tox- 
cehtricilé  a* — i*=i  — fc*=e*,  nous  aurons  Tare  égal  i 


/d»i/i  — tf*x'  j       ,      o     « 

— i- — .  Deja  dans  le  n*.  180,  nous  avons 

trouvé  une  série  qui  donne  la  valeur  approchée  de  cette 
intégrale  lorsque  e  est  très  «petit,  et  qui  conviendra  aux- 
ellipses  peu  applaties. 

En  supposant  x=iy   dans    cette   série,    et    met- 
tant -    à  la  place  de  Tare  A  qui  est  alors  de   2^; 
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il  vient 

1    ^       I.      1.1.1.5    -      1.1.1.3.5.5    .       ^   <. 
--^(i c« -— e< ___-e5— ctc.)f 

as  2   â.4-4  9.Î2.4-4-O.D 

développement  très-convergent  lorsque  e  est  une  petite 
fractitm. 

dSg.  L'éqaation  de  l'hyperbole  étant 

on  a  ^^ — -••  ponr  la  différentielle  de  son 

ar  X  — a 

arc;   faisant  a  =  i,  a*-|-^*=i +^*=«S  c*^  *rc  se 
trouve  exprime  par    / — — et  peut  ^  dans  le 

caeoù  e  est  très-près  de  Tunité,  se  développer  en  série 
par  un  procédé  analogue-  à  celui  du  n^.  i8o. 

d4o*  La  différentielle  de  Tare  elliptique  s^exprime 
d'une  manière  très-simple,  au  moyen  de  l'arc  qui  lui 
correspond  dans  te  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre.  Soit  EN=i^ ,Jig,  44^  on  aura  FIC 44. 

eP=ix=irin^^  =do 

et  par  conséquent 

d.fiAf  =:d  9K1— c»sinç\ 

s4l.  II  nous  reste  à  parler  des  courbes  transcen- 
dantes. L'équation  de  la  cycloïde  étant 

à^  y       r     \ 
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on  en  tira 

différentielle  dont  Tîntégrale  est 

=  —  2  r  a  a(^%a  ^y)  +  const. 

Mais  il  eft  évident  que  l^aa(2a— ^)  est  Vezpresiioii  de 
flG.46.  la  corde  mg  ,  Jîg.  4^,  du  cercle  '  gén  érateor  ;  et 
comme  la  partie  variable  de  Tintégrale  s*évanoiiit  au 
point  iT  où^r==2a ,  il  s'ensuit  qu'elle  exprime  l'arc  Mï  ; 
on  a  donc  MK:=:amg,  AK^=^^qgt  et  par  consé- 
quent AM:=AK  —  MK  =  a(gq — mg)  :  ces  résohâti 
s*accordent  avec  celui  du  n?.   io3. 

^43.  Pour   donner  un  exemple  de  l'usage  de  la 

formuler  u'd^^-|- du*,  qui  exprime  la  différentielle  de 
r^rc  d'une  courbe  rapportée  aux  coordonnée!  po* 
laires  (110) ,  nous  prendrons  les  spirales  dont  l'équa- 
tion est  ur^At",  et  nous  aurons  à  intégrer  la  dif« 
férentîelle 

d^  V^AH^'^+n^AH^"-*  =  Atf'-'dtÇt^+n^y 

I 
Lorsque  n=i  on  a  seulement  Adt («•+n*) %  diffé- 
rentielle de  la  même  forme  que  celle  de  l'arc  de  la 
parabole  ordinaire  (a36);  d'où  il  suit  qad  c'est  à  la 
rectlG cation  de  cette  courbe  que  se  rapporte  celle 
de  la  spirale  d'Archimède. 

Dans  la  spirale  logarithmique  on  a  <=lu>  ce  qni 
donne  ^ 

Va^àt^+d  ii*  =  diiKa;  l'arc  de  cette  courbe  a  donc 

pour  expres.^ion  u  Va  +  const.  ou  seulement  u  r    a ,  en 
partant  de  Torigiae  des  rayons  vecteurs  ;  et  on  Toit 


• 
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que  quoiqn^il  se  trouve  entre  cette  origine  et  un  point 
quelconque  de  la  courbe ,  une  iuHnité  de  révolutions,  elles 
ne  composent  cependant  qu'une  longueur  finie ,  égale 
à  la  diagonale  du  quarré  fait  sur  le  rayon  vecteur. 

De  la  cubature  des  corps  terminés  par  des  surfaces 
courbes  ^  et  de  la  quadrature  de  leurs  aires  ^  de  la 
rectification  des  courbes  à  double  courbure* 

24^.  Les  surfaces  covrbes  que  les  Géomètrea  ont 
eonsidèrées  les  premières  sont  celles  de  révolution  » 
parce  que  les  différentielles  de  leurs  aires  et  des  vo- 
lumes qu'elles  comprennent  ont  une  expression  plus 
simple  que  leurs  analogues  dans  les  surfaces  courbes 
en  général. 

Soit  u  le  volume  du  corps  engendré  par  le  segmenti^ilf  P» 
jSg.481  d'une  comrbe  quelconque  A  Z  «  tournant  autour  F^^-  4^* 
de  l'axe  il  Z>  pris  dans  son  plan  ;  il  est  évident  que  ce 
volume  y  terminé  par  le  plan  circulaire  décrit  par  l'or- 
donnée M2  ^  est  une  fonction  de  l'abscisse  APz=zx. 
Si  on  prend  PP'=  A,  que  Ton  mène  une  seconde  or- 
donnée jffP'  et  les  droites  3fR  et  SM\  parallèles 
à  P  P'  y  on  verra  que  le  volume  u  s'accroît  de  celui 
que  décrit  le  trapèxe  curviligne  PMM'P'y  en  tournant 
autour  de  PP* ,  tt  que  ce  dernier  corps  ,  coropri.*« 
entre  les  cylindres  engendrés  par  les  rectangles  AfP'etilf'P, 
diffère  d'autant  moins  de  Tun  et  de  l'antre  que  les 
points  M  et  M^  sont  plus  rapprochés ,  en  sorte  que  la 
limite  du  rapport  de  ces  trois  corps  est  lunité;  on  peut 
donc  à  la  limite  prendre  le  cylindre  décrit  par  MP^y 
pour  le  corp»  engendré  par  PMM'P'.  Ce  cylindre  ayant 
pour  base  le  cercle  décrit  par  le  rayon  PM=y,  son 
volume    sera   rry^h  ^en  nommant  t  le  rapport  de  la 

X4 
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circonférence  au  diamètre  »  et  on  trouvera  par  le  raUoiw 

nement  4u  n°,  8S  que  —  =îrjf*,  d'où  M=T/y»d4p.  Lon 

donc  qu'on  anra  l'équation  de  la  courbe  AMZ ^  on 
aobstituera  pour  y  sa  valeur  en  j?  ,  et  l'intégration  fera 
connoître  le  volume  d*un  segment  quelconque  ducoipi^ 
engendré  par  cette  courbe,    . 

^44.  Four  tf onver  la  différentielle  de  l'aire  du  même 
corps,  il  faut  observer  que  son  accroissement,  où 
Taire  décrite  par  Tare  MO  M' qui  s'approche  sans  cess« 
de  sa  corde  itCAf ,  tend  à  se  confondre  avec  l'aire  du 
tronc  de  cône  droit  décrit  par  cette  corde;  et.  en 
passant  aux  limites ,  on  peut  prendre  l'un  pour  l'autre^ 
M^is  Taire  du  tronc  de  cône  droit  décrit  p^r'  MM!^, 
aura  pour  expression 

AAfitt'(a»MP  +  2îr;ifP') 

mettant  pour  MM!  et  M'P\  leurs  valeurs 

hV  i-\' ip+Fh)\       ji  +  p^+etc, 
formées  n%  86  ^  on  aura 

nhViJtip+PhyUy  +  p^\ 

et  prenant  la  limite  du  rapport  de  cette  ^entité  avec 
Taccroissement  h^\\  viendra 

^wyV\-Jtp\ 

d'où  il  suit  que  le  coeflicient  différentiel  de  Taures 
décrite  par  Tare  AM  est  égal  à 


a  vV  »  +  P*=*VK     »  +^ 


i. 
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et  que  par  conséquent  STyKda;*  +  ày*  est  la  diffé- 
rentielle de  cette  aire. 

On  parvient  sur-le-champ  à  cette  expression  ,  ainsi 
qu'à  <ïelle  du  n®.  précédent,  en  regardant  la  courbe >Of^ 
comme  un  polygone  ;  car  alors  Télément  du  volume  est 
le  cylindre  décrit  par  le  rectangle  MP',  et  celui  de 
l'aire  est  le  tronc  de  cône  décrit  par  le  côté  MAf . 

224^*  Nous  insisterons  peu  sur  les  applications , 
qui  nont  par  eUes- mêmes  aucune  difficulté.  Si  on 

prend  Téquation  à  Tellipsc^'*  = -^  (aaj?  —  x*),  on 

trouvera  que  le  volume  du  corps  qu'elle  engendre  en  tour* 
nant  autour  do  son  grand  axe,  ou  Veliipsoide  allongé^ 

est  égal  a  — ^-— ,  puisqu  un  segment  de  ce  corps  a  pour 

expression 

y-^Câajr— «•)di:==:  -^f  ax*-.y  j  +  conH.  (  a43). 

Quand  a=zb ,  le  corps  proposé  devient  une  sphère ,  et 

4îra^ 
l'expression  de  son  volume  est — ^ — »   ainsi    qu'on   le 

3 

trouve  par  la  Géométrie  élémentaire. 

Si   Tellipse  étoit  rapportée  à  son  centre ,  ou  qu*on 

b^ 
employât  l'équation  ^*=— (a* — x*) ,  on   auroit  le 

même  résultat^  en  observant  que   pour  embrasser  le 
corps  entier  9  il  faudroit  prendre  l'intégrale  depuis  x=a 
jusqu'à  xns — a.  Le  volume  du  segment  seroit  alors 

y!^(a*— jr*)da:=  — -(5«*a:— a?^)-hcowl. 


1 
j 
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et  on  auroit 


/- 


a* 


pour  l'expression  de  son  aire.  Cette  intégrale  se  rtp« 
porte  facilement  i  l'aire  dn  segment  circulaire  dont 


a* 


l'abscisse  est  x  et  le  rayon  ;  lorsqu'on  anp^ 

pose  a=&,  elle  se  rédnit  à 

f2awàx=:2a'jrx  +  const. 

et  do;ine ,  en  la  prenant  depuis  â?=a  »  )nsqu*à  acr-^    g>  ' 
4 ira*  pour  Taire  totale  de  la  sphère. 

^46.  Consiclérons  maintenant  les  surfaces  coui)>et 
en  général ,  en  les  rapportant  à  trois  plans  perpendi- 
culaires entr  eux ,    au    moyen   dès  trois  coordoonéee 
FIG.49.  AP=x,   PJhr=y,M'M=z,f$g.^^. 

Le  segment  APGMM'Q^  compris  entre  le$  trois 
plans  APRTQ,  PM'MG^  QM'MH,  respectivement  pa- 
rallèles à  chacim  des  plans  coordonnés ,  et  la  surface 
courbe  proposée^  est  nécessairement  une  fonction  des 
deux  variables  indépendantes  x  et  y  ;  il  peut  s'étendre 
successivement  dans  le  sens  de  chacune  d'elles  ,  Ott 
varier  par  rapport  à  toutes  deux  simultanément.  En 
effet,  si  on  suppose  que  y  demeurant  constant,  x  se 
change  en  x-\-1t=AP+Pp,  ce  segment  s'accroîtra  de 
la  tranche  PGMM'm'mpg,  et  de  la  trancheQHMSfn'nqhf, 
si  Ton  fait  varier  j^  seul  de  Qqz=k. Enfin,  si  x  et  y  de- 
viennent simultanément 

x  +  h=AP+Pp,         Y  +  k=AQ  +  Qq, 

le  même  segment  aura  alors  pour  limites  les  plans  pN'Nfç^ 
qt^'jSh ,   et  différera  de  son  état  piimitif  par  les  denx 
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tranches  dont  on  vient  de  parler  et  par  le  priona 
IW mf N' nf  nMmN ,  qui  nest  autre  que  la  variation 
qu'éprouve  la  première  tranche  lorsque  y  se  change 
eny-^-k ,  ou  la  seconde  lorsque  x  devient  x+h.  Cela 
posé ,  Molhu  la  fonction  de  x  et  de  ^ ,  qui  exprime 

le  volume  du  segment  APG Milf  Q »  t-    ^    désignera 

le  premier  terme  du  développement  de  la  valeur  de 
la    tranche  PGMM'm'mpg,   ordonné    suivant    les 

puissances  de  Aj  ^^'T'  ^  celui  du  développement  de  la 

valeur  de  la  tranche   QHMUTn'nqh,  ordonné  suivant 

les  puissances  de  k  ;  faisant   varier  la  première  par 

rapport   à  y,  ou  la   seconde  par  x ,  on   aura   tou- 

d*ii 
jours   ■     %--^^>  pour  le  premier  terme  du  dévelbp-* 

pement  de  la  valeur  du  prisme  M'm'N^nfnMmN  (ai). 

Il  est  visible  que  ce  prisme  tend  sans  cesse  vers  le 
parallélépipède  rectangle  formé  sur  la  base  Mm'N'nf 
et  sur  rordoiinée  JlfM  ;  et  que  la  limite  de  leur  rap« 
port  est  Tunité;  mais  ce  dernier  corps  est  exprimé 
par  zhk^  le  rapport  de  cette  valeur  à  celle  du  rec- 
tangle Af' iV  est  z  :  donc  la  limite  du  rapport  de  la  va- 
leur du  prisme  JTm'iWnJlf/niV,  à  c^le  du  même  rec- 
tangle est  ■= — -r —  =  z  ;    et  pour   obtenir  le   segment 

APGMM'Q,  il  faut  par  l'intégration ,  remonter  du  coef- 

d*u 
Scient  différentiel  r — r-  à  la  fonction  u. 

axôy 

d*u 
247.  Quoique  le  coelTicient  différentiel  -^r    «oit 

relatif  à  deux  variables ,  on  peut  néanmoins  parvenir 
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à  la  fonction  dont  il  dérive ,  par  les  niétliodes  donnée»  - 

pour  Kntégration  de»  fonctions  d'une  seule ,  parce  que 

cIiAcnne  de  ces  variables  est  regardée  comme  cons- 

du 
d 

^  ,    d»u  à» 

tante  à  son  tour.  En  effet,  à  cause  de  -r— 5-  =s     -^T 

dxdy  dy    , 

dx 
on  aura — j-  dy=^zây}  et  prenant  l'intégrale 

chaque  membre  >  en  ne  considérant  comme  variable 
que  y  seul ,  fl  viendra  -^  zsifzày,  d'où  on  tirera 

^— d*=:d.v/«dy: 
d*  -^      ^ 

intégrant  de  nouveau ,  mais  par  rapport  à  x  seulement^ 
on  trouvera  M  =/dx/xd^. 

En  ne  considérant  cette  recherche  que  du  cAté  pu- 
rement analytique  ,  il  est  évident  que  la  constante 
qu'il  faudra  ajouter  pour  compléter  la  première  inté- 
^ale,  peut  renfermera;  d'une  manière  quelconque: 
que  celle  qu'on  mettra  à  la  suite  de  la  seconde  inté- 
grale ,  doit  être  considérée  comme  une  fonction  quel- 
conque de  y]  et  cela  »  parce  que  toute  fonction  de  x 
seul  doit  disparoitre  comme  une  constante  lorHju'on 
ne  différentie  que  par  rapport  à  y ,  et  qu'il  en  est  de 
même  de  toute  fonction  de  y  »  lorsqu'on  ne  différentie 
que  par  rapport  à  x. 

L'ordre   des   intégrations  est  indifférent  (isa)*  En 

nous  occupant  d*abord  de   la  vaiiable  x  ,  nous  au- 

,  du 
à'  T- 

riQ-g  eu ; — =:  — r-  ;  «t  de  la  nous  aunons  tire 

dxdy  dx 
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successivement'—  =fzd  x,  u=fàyfMàx. 

Ce  résultat  et  le  précédent  s'écrivent  comme  il  suit  : 

ii=/y*djfda7,  et  u=//«d*d/, 

en  faisant  passer  les  deux  différentielles  sous  le  dernier 
signe  /,  ce  qui  est  permis  »  lorsqu'on  observe  que  chaque 
signe  n'est  relatif  qu'à  Tune  des  variables  en  parti- 
culier. 

Pour  éclaircir  et  confirmer  ce  qui  précède^  pre« 

1 

nous  %  =    ^  ,     ■ ,  et  nous  aurons 

Ax 


La  première  succession  d'intégrales  donne 

résultat  dans  lequel  X'  représente  une  fonction  arbi- 
traire de  X ,  ajoutée  pour  compléter  l'intégrale  ;  en 
intégrant  de  nouveau  par  rapport  à  x  ,  et  fai- 
sant /jrdx=X,  on  trouve 

L'întégraleTiî-  arc  f  tang  =  ^  j  s'obtient  eh  série  ; 
en  mettant  au  lieu  de  arc  f  tang=  ^  j  son    dévelop- 

pement  -^  —  -^+  '^^"*®*^*  ^^7?)  >  ^  comme  il 
faut ,  apràs  cette  intégration  ,   ajouter  une  fonction 


I 
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arbitraire  àt  y  ^  en  la  déâigoant  par   IT»  on  aura 
enfin 

En  opérant  dans  un  ordre  inverse  i  d*aprie  la  fé- 
conde soccession  d'intégrales»  oo  tronrera 

=y'ijLarc(tang=^)+y; 

mais  ai  Ton  observe  que 


arc 


(tang  =  y)- j-atc  (tang  =  ^j , 


on  aura ,  après  la  dernière  intégration  et  l'addition 
d*ane  fonction  arbitraire  de  x  » 

et  comme  on  peut  comprendre  le  terme  —  1/    dans 

la  fonction  arbitraire  Y,  ce  résultat ,  qui  se  clian«- 
gera  par  là  en 

sera  le  même  que  le  précédent ,  ainsi  qu*on  peut  s*ta 

convaincre  en  mettant  pour  arc  [tangs  — json 

veloppément* 
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â4^«  Lorsque  Ton  regarde  ffzdxày  comme  ejcpri* 
inaDt  le  volume  d'un  corps ,  il  faut  avoir  égard  aux 
limites  entre  lesquelles  doit  être  prise  chaque  inté- 
grale, et  qui  tiennent  à  la  nature  des  surfaces  par 
lesquelles  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  corps  est  fermé 
par  quatre  plans ,  parallèles  deux  à  deux  aux  plana 
coordonnés  CAD,  BAD,  En  supposant  que  les  pre- 
miers répondent  aux  abscisses  x=a ,  x=a\  et  les  se- 
condes aux  abscisses  y'=b,  y=ib' ,  on  prendra  l'inté- 
grale fsàx,  depuis  x=a,  jusqu'à  x=zQf,  en  y  regardant 
d'ailleurs  y  comme  constant  ;  et  nommant  P  le  ré- 
sultat obtenu ,  il  restera  à  prendre  l'intégrale  /P  dy , 
depuis  y=zb,  jusqu'à  ^=i'. 

Lorsque  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement 
par  des  surfaces  courbes ,  les  valeurs  extrêmes  de 
I*une  des  variables  sont  Hées  avec  celles  de  l'autre , 
ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant ,  où  il 
«'agit  de  trouver  le  volume  d'une  sphère  dont  le 
centre  est  en  A  et  dont  le  rayon  est  égal  à  r. 

On  a  **-|-y*^-«*=r* ,.  et  par  conséquent 

ffzdx dy=zffdx dyV  r^ — a;*— y*  ; 
on  trouve  d  abord  «  en  supposant  y  constant  ^ 

fzdx=fd  X  </r*— x»-^*  =-  xV^r* — x* — y^ 


Ici  )a  valeur  extrême  de  or  est  représentée  par  QF, 
ordonnée  du  cercle  BFE  C  ,  suivant  lequel  la  sphère 
Kenconfre  fe  plan  BilC,  et  si  le  volume  cherché  doit 
être  terminé  du  côté  opposé;  par  It  plan  CAD,  il  est 
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évident  qu^  Tlntégrale  ci  -  ùetius  devra  être  prisé 
depuis  x=o,  jusqu  a  xz=zQF.  Mais  QF  est  liée  avec  AQ  > 
car  en  faisant  z=o,  on  trouve  x^+y^=:r^  pour  Téqua* 


tîon  du  cercle  BFEC,  d'où  il  suit  que  QFzzzVt^  — >ï^; 
et  par  conséquent ,  pour  une  valeur  quelconque  de  y^ 

les  valeurs  extrêmes  de  x  sont  X — o  et  x=^r^—y*^* 
Le  résultat  que  nous  avons  obtenu  plus  liant  sa 

réduit  à  —  (r'— jr*) ,  puisque  arc  (ain  t=  i  )  =  — ,   et 

l'intégrale  fàyfzA  x  devient 

cette  dernière  doit  être  prise  depuis  la  plus  grande  va^ 
leur  de  j^ ,  qui  dans  le  cas  actuel  est  A  C=^r,  jusqu'à  la 
plus  petite  ,  que  nous  supposerons  nulle  en  fermant 
de  ce  côté  le  corps  par  le  plan  BAD.  Le  volume  da 
segment  ABCD ,  qui  est  la  huitième  partie  de  lasphère, 

aéra  donc  ■   ■     ;  et  par  conséquent  le  volume  de  la  sphère 
b 

entière  sera  ■■  „    . 

3 

Il'est  à  propos  de  remarquer  que  nous  aurions  pu 
obtenir  immédiatement  le  volume  de  tout  Thémisphère 
supérieur  au  plan  BAC^  en  prenant  la  première  in- 
tégrale depuis  a'=-f-V^r'— ^* ,  jusqu'à  ar=— V  r*— jr^ 


car  dans  ce  cas  les  valeurs  extrêmes  de  x  se  ter^* 
minent  de  part  et  d'autre  à  la  circonférence  du 
cercle  BFBC,  dont  AC  est  le  diamètre,  et  on  a  la 

valeur  complète  de/ada;=  —  (^— /*)•  Prenant  en- 
suite 
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mi\tefàyfzdx=~ft*jr'^^j,  depuia^  =  r,  Jus- 
qu'à jr= — r,  cVfltwk-dire ,  depuis  Textrémlté  C  du 
diamètre  du  cercle  BEC,  jusqu'à  l'antre  extrémité  qui 

tombe  derrière  le  plan  BAD ,  on  trouve  ■■     •,   et    en 

3 

doublant  on  a ,  comme  ci-dessus  p  ■■  ■  ■■»  pour  la  sphère 

ô 

entière» 

2249.  En  considérant  les  différentielles  comme  les 
acctoîssemens  infiniment  petits  des  variables  ou  des 
fonctions  dont  elles  dérivent ,  il  est  évident  que  la 
valeur  complète  de  âyfzàx  est  l'expression  de  la 
tranche  FHQtjhf,  comprise  entre  deux  plans  parallèles 
au  plan  ABD  des  x  et  z;  mais  fzâx  étant  Taire  de 
la  section  FHQf  il  s'ensuit  que  la  tranche  infiniment 
mince  FHQqhf  peut  être  regardée  comme  égale 
à FHQ'X  Qq,  c'est-à-dire  ,  à  l'aire  de  la  courbe  qui 
lui  sert  de  base ,  multipliée  par  l'épaisseur  Qq,  On 
voit  enfin  que  fàyfzdx  exprime  la  somme  de  toutes 
les  tranches  semblables  comprises  dans  le  volume 
cherché. 

25o.  En  général ,  s*il  faut  déterminer  la  portion  do 
corps  proposé ,  terminée  latéralement  par  le  cylindre 
élevé  perpendiculairement  au  plan  ABC ,  Jig.  5o ,  sur  piG.  s». 
la  courbe  donnée  f/T  G',  cm  prendra  l'intégrale /«dx, 
depnis  X'=^AP,  jusqu'à  i^nAp  ^  afin  que  l'exprès* 
sion  àyfzdx  devienne  celle  de  la  tranche  MMWNnn'm'm. 
Les  lignes  AP  tt  Ap ,  respectivement  égales  à  QM  et  QN' 
seront  données  en  fonction  de  AQ=y,  par  l'équation 
de  la  courbe  E'IfG'  dont  elles  sont  les  abscisses  :  «e 

Cale,  diff:  Y 
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ralr«  de  la  zone  F Hh/^^,  4s$  «t  qu'on  a 

s=fdyfàx  Vi+p*+q*  —ffàxày  V^i+p»+ç». 

â5s.  L'application  de  TAnalyse  à  la  Mécanique 
conduit  sonventà  des  intégrales  de  la  forme  JJff^àxàyds, 
qu*on  appelle  intégrales  triples  |  p ^  analogie  ayac  cellef 
de  la  forme  ffVàxày^^  désignées  sons  le  nom  d'm- 
tëgrales  doubles;  dans  les  premières,  la  fonction  F* 
peut  renfermer  les  trois  variables  x^y,  s ,  considé- 
rées comme  indépendantes  les  unes  des  autres,  en 
sorte  que  chaque  signe  d'intégration  ne  tombe  que 
■ur  une  d'elles  en  particulier.  Il  est  aisé  de  voir  que 
ces  intégrales  proviennent  de  la  détermination  d*une 
fonction  u ,  dépendante  des  trois  variables  x, y^  Zp 
et  dont  on  ne  codnoit  que  le  coefficient  différen- 
tiel ,    ,    ,  donné  par  l'équation  - ,   ,   ,   =  Vi  car  on 

dxôyâz  '^  ^  âxdyûz  ' 

tire  delà,  en  opérant  comme  dans  le  n^  a47$  i*«  en 

regardant  x  et  y  comme  constans 

d'u     ,       ,      d*tt        _, ,  d»»         -^,    .  ^, 


àxâyâz  '  dxdy  *     àxày 

T' étant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  j^  y  a\  ea 
regardant  x  et  s  comme  constant 

T  désignant  la  fonction  arbitraire  de  xet  dey,  résnl* 
tante  de  fT^ày,  et  ^  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  ir  / 
3*'.  enGn ,  en  regardant  y  et  z  comme  constant 

^dxsducsdx/dy/rda  +  rdx+yd» 

=/d  xfàyfrA  z+T+S  +  R, 


^L  CALCUL   INTÉGRAL.  S41 

T  et  5  repréatntantdes  foncUoos  arbitraires  résultantes 
de  fTàxet  de  fS'dx,  et  R  étant. une  fonction 
arbitraire  de  ^  et  de  s  :  l'intégrale  complète  renferma 
donc  trois  fonctions  arbitraires ,  sayoir  :  une  de  x  et 
de  y ,  une  de  jr  et  de  z  ;  et  une  de^  et  de  s.  En  réu- 
nissant les  différentielles  sous  le-dernier  signe  d*lntégra« 
tion,  fàzfiyfVdx  devient  ffP^dxàyàz^  et  a 
sous  cette  dernière  forme  la  même  signification  que  M>ua 
la  précédente» 

Cet  exemple  suffît  pour  montrer  comment  on  r^ 
Tiendra  du  coefficient  différentiel  d*un  ordre  queF- 
conque  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  à  cette 
fonction  elle-même.  Les  fonctions  arbitraires  intro- 
duites ici  n'ont  rapport  „  comme  dans  le  n^  3^7  > 
qu'au  cas  où  lea  intégrales  sont  prises  entre  des  limitée 
pour  lesquelles  les  variables  x  ^  y  et  z  sont  indépen- 
dantes les  unes  des  autres  ;  mais  il  arrive  le  plus  sou» 
vent  que  Fintégrale  relative  à  z  doit  être  prise 
depuis  «=F  (x,  y),  jusqu'à  f  =/(x,  ^),  F  et  f 
étant  des  fonctions  données ,  l'intégrale  relative  à  y 
depuis jr  =  F,  (x),  )usqu*ày=/,(x)*,  et  enfin  l'inté- 
grale relative  i  «,  d^uis  âr=0|  jusqu'à  x=a'. 


De  ^intégration  des  équations  différentielles 

à  deux  variables^ 

De  la  séparation  des  variables  dans  lès  équations 
difflérendelles  du  premier  ordre» 

a53.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que 
lés  eoefficien»  différentiels  étoient  exprimés  immédia- 
tement par  le  moyen  de  la  variable  d'où  dépend  leur 
primitive  \  mû  le  plus  souvent  on  n'a  qu'uno 

Y  5 
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équation  diffërentielle  qui  renferme  ces  diverses  quan- 
tités. Pour  le  premier  ordre  Téquation  difFérentielte , 
lorsqu'elle  est  du  premier  degré  par  rapport  à  do?  et  à  dy^ 
a  nécessairement  la  forme  Màx-j^Này^io,  et  elle 
exprime  /  ainsi  qu'on  Ta  fait  voir  n^.  58,  une  ralatioa 
entre  la  variable  x ,  la  fonction  y  et  son  coefficient 

difiTérentiel  -^  . 
dx 

Le  moyen  qui  s'est  offert  le  premier  aux  Analystes 
pour  découvrir  Téquation  primitive  dont  celle-d  tire 
son  origine,  a  été  de  chercher  à  séparer  les  variables, 
c'est-à-dire ,  à  ramener  l'équation  MAx-^-Nàyzzxy  à  la 
forme  Xdar-f-yd^'=o,  X  étant  une  fonction  de  x  seul 
et  y  une  fonction  de^  seul.  En  effet»  lorsqu'on  est 
parvenu  à  ce  point,  les  termes  Xàx  et  Yiy  s'inté- 
grent parles  méthodes  enseignées  précédemment ,  et  on 
àfXàx+fYày=:  C,  C  désignant  une  constante  er- 
bkraire. 

s 5 4.  Pour  donner  un  exemple  des  cas  où  Téqua* 
lion  différentielle  se  présente  immédiatement  sous  la 
forme  ci-dessus,  soit  x'"dar4-^'*d^  =  o  ;  on  trouvera 

sur  le  champ +  "^ =  C. 

Si   l'équation   proposée  étoit  yàx  —  xày^=zOr  la 
séparation  seroit  facile  à  effectuer,  car  on  voit  qu'en 

d.  .      ,                                        .      àx         dv 
avisant  par  xy,  on  trouveroit  — »•     ^     =o  ; 

X  y 

prenant  séparément  l'intégrale  de  chaque  terme  de 
cette  dernière  ,  on  auroit  la: — iy=C,  on  l~  =  C,  et 
puisque  Ton  peut   regarder   la   constante   arbitraire 
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a: 


comme  un  logarithme ,  on  en  concluroit  I  -  =:  1  c  :  en 

oc 
passant  aux  nombres  il  vi^ndroit  -  =  c,    ou  x  =  cy^ 

Après  cet  exemple  on  reconnoit  sans  peine  que  la  sépa- 
ration des  variables  s'effectuera  de  la  même  manière 
dans  les  équations  YdAr— Xdj^=o ,  Xrida>— YXid^rrr:©  ; 

caria  première  donne    -^ ^  =  o» 

,,             ,                     Xàx       Yây 
et  la  seconde  — =A=o. 

dv 
En  .général  »  si  lorsqu'on  prend  la  valenr  de  j-  dans  Té- 

dv        * 
quation  proposée  ,  on  trouve  -j^  =  X'y,  il  est  facile 

QX 

d*en  tirer  X  d  x— •=■  d^  =  o, 

et  par  conséquent 

qSS.  II  r  a  encore  nii  cas  très-étendu  où  Ton  sé^ 
pare  facilement  les  variables»  c'est  lorsque  M  et  N 
sont  des  fonctions  homogènes  de  x  et  de  y.  Nous 
ferons  connoitre  à  cette  occasion  une  propriété  re- 
marquable des  fonctions  homogènes;  c'est  que  si  on 
a  une  fonction  algébrique,  des  quantités  x,  y  ^  z,  etc. 
dans  laquelle  ta  somme  des  exposons  de  chacune  de 
ces  lettres  soit  la  même  pour  tous  les  termss  ,  et  égale 
à  n\y  et  quon  substitue  Jfxày ,  Qxà  z ,  etc.  le  résultat 
sera  divisible  par  x^.  En  eiFet  un  terme  quelconque 
de  cette  fonction  étant  de  la  forme  A  x'^yP  7?  etc.  devien- 
dra par  la  substitution  indiquée  AP^Qf x"'*"''^'^**^.  ; 

mab    par    Hypothèse    on    a   dans  tous  les   terme?» 
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mes  n+p+^'i^etc =m,  donc  jp"  serafactenr  cotn* 

nun.  11  suit  de  là  que  ai  la  fonction  proposée  étoit 
égalée  à  aséro ,  ou  bien  qu'elle  fût  une  fraction  ayant 
pour  numérateur  et  pour  dénominateur  deux  polynômes 
liomogènes.  du  même  degré,  la  quantité  x  disparm* 
troit  entièrement  du  résultat. 

D*aprè8  ce  qui  précède ,  il  suiEt  de  faireyszxs» 
pour  séparer  les  variablesdans  réquation3fdx-4-Ndy=o; 
en  effet ,  les  fonctions  M  pt  iV  prennent  la  forma  jZTjc*, 
Z^x^t  2^  ^t  Zt  ne  renfermant  que  la  nomreHe  va- 
liable  x,,  et  comme  d^=adx-4-»ds  »  il  yient  eo  divi* 
•ant  par  x">  JZrdjr+j?,(edx4-xda)=o,  résultat  qa'oa 
peut  mettre  soOs  la  forme    o 

*  dj?  Zjdz  ^ 

et  dont  on  tire 

J    X       J  Z-f-zZ^ 

Appliquons  d*abord  cette  transformation  à  Féqaa- 
tion  a?dx + ydy=<iy dar,  qui  devient  (x — ny)  dx'{'ydy=o^ 
En  passant  tous  les  termes  dan&un  membce.  nous  au- 
rons 2'=i-wia',  Zi'=n  et  /*— ^+ /  .    ^=^# 

on  lx+/"    *^'',     =C:rialéggata/^  .^^    ,    dé- 

pendra  des  logarithmes  si  -^»  i.  des  arca  de  cercla 

ve  VB 

si  -<^i  «  et  sera  algébrique  si^ssi.  Oa  peut  la  sim- 
plifier en  observant  que 

zAz  '         1  aada— n4«  ,  i        »dg 
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car  il  vient  alors 

1 X  +  -L  l  (i-»»+x*)+  -A-^.=  c. 

Nous  ne  rapporterons  ici  que  le  résultat  qn*on  obtient 

-   n  -  /•     nàz 

quand  —  =  i ,  ou  ii=2i  :  dans  ce  cas   /  ■  — : 

a  •/  i^^nz  +  a* 

devient 

y'*  Qcte  a 

et  on  a  par  conséquent  Ix+K^ — ')-{ =  ^>  ou 


l(r — y)  H =  C  ,  en  remettant  pour  s  sa  ra- 


leur  «  =:-»2-;  ou  enfin  j:—y=ce    *'^,   en  substituant 

1 C  à  C  et  passant  aux  nombres. 
Proposons-nous  encore  d'intégrer  Téquation 

■ 

X  dj^— y  d  x= d  xVs^+y^. 

En  faisant  y:=:zxz,  et  divisant  par  x  tous  ses  terme 
réunis  dans  un  seul  membre  «  on  trouvera 


ce  qui  donnera 


dx         ds 

*      Vi+z^ 


on  obtiendra  ensuite ,  par  Tintégratioa  de  chaque  terme 
en  particulier. 


U>-l(»+l/i  +  a»)=lc,ouU=Ic+l(«+V'i+«*) 
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remettant  pour,  z  sa  valeur  -^  .  il  viendra 

résultat  qu*on  changera  facilement  en 


\x=\c  +  l 


et  passant  aux  nombres  on  aura  y — ^k  a:*-f-^«zz=— c; 
faisant  di^paroitre  le  radical»  on  atira enfin  j;*=c*-{-acy« 

356.L*cquation 

peut  facilement  être  rendue  homogène.  En  substi- 
tuant t+ct,  à  la  place  de  a:,  et  u-{-/S  à  celle  de  y> 
on  a  dx  =  d^,dy=dM,  et 

on  fera  disparoitre  les  termes  constans ,  en  posant  les 
équations  a4-?iiâi+n,^=o ,  i+F*+9/^=o>  ^^  moyen 
desquelles  on  déterminera  les  quantités  «  et  iS^  et  il 
restera  alors  l'équation  différentielle 

(^mt+nu^àt  +  (^pt  +  qu)dU  =  Of 
homogène  par  rapport  aux  nouvelles  variables  u  et  t. 

La  transformation  que  nous  venons  d  effectuer  est 
la  même  que  celle  dont  on  se  sert  pour  changer  Torigine 
des  coordonnées  sur  un  plan  {Trig.  112)  ;  elle  ne  donne 
aucun  résultat  quand  mq — np=o  %  cas  auquel  les  va- 
leurs de  «  et  de  /8  deviennent  infinies  ;  mais  alors  oa 

a  ç=  — '— ,  et  par  conséquent 
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Téquation  proposée  se  change  en 

Il  suffit  de  faire  niX'{-ny'=z  pour  y  séparer  les  va- 
riables. 

En  substituant  cette  valeur  y  ainsi  que  celle  de  ày, 
qui  en  résulte ,  et  dégageant  d  :r ,  on  trouve 

dx+ (l"n  +  pz>,âz ^^ 

amn  —  bm^'\'{mn — prn)z 

rintégrale  de  cette  équation  renfermera  des  logarithmes  » 
excepté  dans  le  cas  de  mn — pnn=ro  >  où  elle  sera 

La  transformation  employée  dans  ce  dernier  cas  a 
changé  Téqnation  proposée  en  une  autre  qui  ne  con- 
tient plus  qu'une  des  variables  ;  et  il  est  facile  de  voir 
que,  quelle  que  soit  Téquation  sur  laquelle  on  ait  produit 
cet  eftÎBt ,  on  pourra  lui  donner  la  forme  dx-4-^dz=o  « 
^  étant  une  fonction  de  z  seul  »  et  qu*on  en  ti- 
rera x-^-fZ  iiZ-=iC* 

267.  La  séparation  des  variables  s'opère  d'une  ma- 
nière très-simple  sur  Téquation  iy  +  jPyda:=Qd.r, 
dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  quel- 
conques de  X.  En  y  substituant  Xz  et  zàX'\'Xàz\ 
au  lieu  de  y  et  de  dy ,  elle  devient 

zAX'\'Xàz  +  ?  XzAx=qàx. 

La  quantité  X  «tant  considérée  comme  une  fonction 
indéterminée  de  7  »  il  est  permis  d'en  disposer  pour 
partager  l'équation  précédente  en  deux  autres  où  les 
Tariables  puissent  se  séparer;  or  il  est  facile  de  voir  que 
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cette  condition  sera  remplie  si  on  fait  Xàz'\'PXzdx=so  l 
ce  qui  donne  sdX=zQàx.  En  divisant  la  première  de 
ces  équations  par  X)  elle  se  réduit  i  ûz'\'Pzàx=Of 

en  en  tire  —  +  Pda:=o,       lz+/Tdx=o,  cteii 

z 

passant  aux  nombres ,  z  =  er-f^  ^'  :  on  négBge  ici  la 
constante  arbitraire ,  parce  qu'il  suiEra  d*en  ajoutai 
une  à  la  Sn  de  l'opération.  Prenant  ensuite  la  valeur 
de  d  X  dans  la  seconde  équation  ^  après  y  avoir  sub»» 
titué  celle  de  s  que  l'on  vient  de  trouver  »  on  aura 

dX=e/"'Qdx,    X=/e/^rf«Qdx+C„ 

et  par  conséquent 

jr  =  e-/"'(/c/^rf'Qdjr+C> 

L'équation  iy'\r  Pydx^=Qda:  est  remafqud>Te 
parce  que  k  variable  y  et  sa  différentielle  ne  tfj  trou- 
vent qu'aa  premier  degré ,  et  on  l'appelle  ,  à.  cause  de 
cette  circonstance ,  équation  linéaire  du  premier  ordre . 
dénomination  que  j'ai  cru  devoir  changer  dans  celle 
déqiuUion  du  ptemier  degré  et  du  premier  ordre  (^).. 

â58.  Les  premiers  Analystes  qui  se  sont  occupés  db 
Calcul  intégral  classoîent  les  équations  diffl&rentîelle» 
par  le  nombre  de  leurs  termes..  Dana^  ceKes  qui  n'en 
ont  que  deux  et  dont  la  forme  est  par  consé- 
quent fiufz^  dzr=«-tt«  z^à  u ,  les  variables  se  séparent 
sur  le  cfaamp  »  puisqu'on  en  tire  /Sz*~/dz=:9tiK-nrdii^;. 

(*)  Le  mot  limUire  est  impropre  ;  il  est  relatif  à  ki  Géométrie  ^ 
et  en  rappliquant  ans  èqnatfons,  en  a  en  es  vue  la  Ugne  ëvolte» 
dam  rèqnation  de  laqmelle  Tordonnée  et  rabsoisse  na  te  tramrent 
qn'an  premier  degré:  on  ne  saoroit  donc  regarder  comme  linéaire» 
dfi  éqnationi  telle»  qne  d^7f>Pj^d»=rQdjr^,^qiil  apf^artleBBeatlt 
phM  «payant  à  dm  coarbes.tranicradanlr«. 
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mais  il  n*en  est  pas  de  même  des  équations  à  trois 
termes»  comprises  dans  la  formule 

On  peut  lui  donner  ude  forme  plus  simple  en  divi* 
sant  tous  ses  termes  pap  yu's/;  elle  deviendra 

jS  « 

«»-/d«  +  -ur-*s*-/du =  —  II*-*  du , 

y  y 

supposant  ensuite 

on  a 
et 

)y 

«n  taisant  pour  abréger 

_h—f_  e^i 

— /+«  g— *+i 

Il  en  résultera  Féquation  dy-f&jf«dx=aa:*djr. 


(^— *+0>^  (g— *+0> 


â5g.  Le  cas  le  plus  simple  »  après  celui  qui  rentre 
dans  l'équation  du  ^emier  degré ,  est  celui  où  n=aL.  On 
tombe  alors  sur  réquation  dj^-f&;y*dx=:a:c"djp» 
traitée  pour  la  première  fois  par  Riccati  »  Géomètre 
italien ,  dont  elle  a  consenré  le  nom. 

Les  variables  se  séparent  immédiatement  dans  cette 
équation  lorsque  msao  ;  elle  derient  ^'\r^^à!Ks=:aix^ 
•t  donne 
d    —      ^^    ,         ^     r        dy  Ay       1 
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On  trooroi  en  intégrant, 

Pour  chercher  à  rendre  la  même  équation  homo-^ 
gène ,  faisons  y=z^  ;  elle  se  changera  ea 

et  prendra  la  forme  demandée  ^siir — iz=^k=^m,  ce 

qui  donne  ft=:— ^i,  et  Suppose  qu'on  ait  mz=:^^2; 

il  yient  alors 

d*     id  X ado: 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  l'intégration  de  cette 
dernière  équation  ,  et  noos  essayerons  une  transfor- 
mation plus  générale ,  celle  qui  résulte  àey^zAx^^j^z. 
On  trouve  dans  cette  hypothèse 

ày=(pÀxr^'+q3[^'g)àx^}tfàz 

et  par  conséquent 
xiàz+iqj^'+2bAxP^+bx'^z)tix 

Cette  équation  se  réduira  elle-même  i  trois  tennes , 
si  on  a  les  suivantes 

p— i=2p,    pA+bÀ*=xy,    7— i=p+^,    ^f+aM=o; 
La  première  et  la  troisième  s*accorâel)t  à  donner  p-j     i, 

on  tire  de  la  seconde  et  de  la  quatrième  ui=-»çj=— >3, 

valeurs  qui  conduisent  à  y=Z't-'+  — .. 

-^      ox     X*   . 

x"-*d«+iar~<z*dr=ajc"d* , 
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Nous  YoyoDs  encore  par  ce  moyen  que  l'équation  pro- 
posée sera  réductible  à  Thomogéûéité ,  si  m=  — 2 ,  et 
nous  apprenons  de  plus  qu'on  y  pourra  séparer  les 
variables  si  id=:— 4 ,  puisqu'elle  prendra  la  forme 

,    .  ^,  ^âx  cl  s  dj 

àz+ibz'-a)-=o,  ou  3-^73^+  -,=0. 

ix 
Si  dans  Téquadon  d»+ftaV-^=i2x"*^^dx,nousfai* 

1 

sons  ft  =  — ;-  ^  nous  aurons 

—ây+b-^=^'^af'^dx,  ou  dy+ay*x«-^*da=è  -^; 

-i_« .  dx 

posant  ensuite  a:'"^^da:  =  — r-,  i  nous  trouverons 

1  /""^i» 

x"^^=a:',      da?=: — x'  m-i-îdx', 

dy'+a'y*di/=yx''"'dx',  en  faisant  pour  abréger 

«            .            i         ,.      — m — 4        . 
r=ff.       — — =i'et ---=m'. 


m+3  jïi+3  m+3 

Appliquons  maintenant  à  cette  équation  l'avant-der- 
liière  transformation,  c'est-à«dire ,  faisons 

y=— +  •' 

puiaqin  o'  apris  la  place  de  b  ;  nous  ia  changerons  en 

dans  laquelle  la  séparation  des  variables  pourra  encore 

8 
»  effectuer  si  iii^;aa— 4^  ce  qui  revient  à  m= —  -= 
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Si  in  fait  encore 

J'"                        m  +  3  '  m'  +  5 
o'  — m"— 4 ^ 


m'+3  '   m'+3 

dans  réqaation 

•ne   deTiendra  dy+iy'dx'sso'V-'dx",  et  w 
changera  ensuite  en 

d  *"+  6 V»  — ^ = a V'm'+a  d  xT,. 

1  «" 

pir  la  sabstitutîon  de  rj^r  H — ;7r>  *"  '^•^  ^^  y*  !•*« 

Tariables  se  sépareront  dans   ce  cas,    si  iii''=— *4, 
c'est-à-dire  y  si  m'=  — },  ou  m=-7~. 

En  suivant  cet  enchaînement  de  transfomuitioiij, 
on  parviendra  i  séparer  les  variables  de  réqaation  pro- 
posée ,  dans  les  cas  où 

7ïi=o,  m=— 4,m=— f  ,mr=— ^,1»=— ^,etc. 
râleurs  qui  sont  comprises  dans  la  formule 

4i 


m=-^ 


fli-i' 


£  étant  un  nombre  entier  positif  quelconqae. 

s6o.  On  peut  effectueras  transformations  dans  qq  or« 
dre  inverse  ;  faire  d'abord  dans  la  proposée /=-^,  ce  qui 

djc' 
donnera  ày'  +cj/»x*di?=4da: ,  et  poser  dc"4r= , 

Wl-f-l 

d'où  il  résultera 

•  ou 
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ou  ây+  a'y^dx^=b'  x'^'àx. 

Changeant  ensuite  dans  la  dernière  transformée  y  en 

_j .j^ 

on  arrivera  à   Téquation 

dont  on  séparera  les  variables  lorsque  m'=i— •4,  et 

4 

ce  cas  répond  à  771= — -.  Faisant  sur  cette  dernière 

3 

équation  les  mêmes  transformations  et  dans  le  même 
ordre  que  sur  sa  correspondante  du  n*.  précédent , 
on  sera  conduit  à 

X  * 
où  les  variables  se  sépareront,  si 

m''=  —  4,   d'oùm'==— |,  00  m=— f. 
En  continuant  ainsi  on  obtiendra  la  séparation  pour 
les  cas  où 
7n= — j,     m=:— f,     m  =  — ",     m= — ^,  etc. 

et  qui  sont  eompris  dans  la  formule  m  = î^ — . 

Il  suit  donc  delà  que  l'équation  de  Riccati  pourra 
slutégrer  toutes  les  fois  que  Texposant  m  sera  de  la 

forme r-r — . 

Recherche  du  facteur  propre  à  rendre  intégrabU  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre. 

261.  On  pourroit  multiplier  davantage  les  exemple»;' 
■nais  toutes  ces  équations  particulières,  d'une  forme 
Cale.  diff.  Z 
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bizarre  le  plus  souyent»  ne  se  rencontrant  jamais  dans 
les  applications»  n'offrent  aucun  intérêt.  Nous  passe- 
rons donc  à  une  autre  méthode  due  à  Eulèr,  et  qui 
consiste  à  multiplier  par  un  facteur  convenable  les 
équations  différentielles  que  l'on  se  propose  d'in- 
tégrer. 

Il  faut  se  rappeler  qu'une  équation  différentielle 
n'est  pas  toujours  le  produit  immédiat  de  la  différen- 
tiation  d*une  fonction  de  deux  variables  »  mais  qu'elle 
résiilte  en  général  de  l'élimination  d'une  constante 
arbitraire  »  entre  l'équation  primitive  dont  elle  tire  son 
origine ,  et  la  différentielle  immédiate  de  cette  équa- 
tion (43). 

L'élimination  s'effectue  sur  le -champ  lorsque  Péqua« 
tîon  primitive  est  sous  la  forme  u=c ,  u  désignant  une 
fonction  quelconque  de  a:  et  de  j"  ;  car ,  en  différen- 
tianty  on  adu=o.  Si  la  fonction  du  n'a  aucun  fac- 
teur par  lequel  elle  ait  pu  être  divisée,  elle  conser- 
vera toujours  la  forme  de  différentielle  exacte  à  deux 

variables  ;  et  l'équation  .    ,  =  - — r-    nous   fournit    le 

dxdy      éjâx 

moyen  de  reconnoitre  rette  forme  :  car  quand  on  a 

du= JI[f  dx  +  JVd  jr , 
il  en  résulte 

d"        ,^    du        -,     d^u        dM     d»u        dN 


dx  *   d^  '  dxdy       dy  *  dydx        dx 

àM       dN 
et  par  conséquent        — ; — =— - — . 

dy         dx 

U  faudra  donc  que  toute  fonction  Mdx-^Này , 
lorsqu'elle  sera  une  différentielle  exacte,  rende  iden- 
tique l'équation  ci-dessus;  et  lorsque  cette  condition 
sera  remplie  »  il  sera  facile  de  remonter  à  son  intè- 
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rrale»  puiKrti^alora  on  auraJlf=^-  .  iV=  -— ,  et 
**  dx  ày 

que  Ton  en  déduira  la  valeur  .des  différentielles  par- 
tielles. En  prenant  celle  de  la  différentielle  relative 

à  X,  par  exemple»  il  viendra  -p  dxsjfd:?»  etpar 

conséquent  u=/ilf dx-{*l^«  On  ajoute  dans  ce  cas, 
comme  dans  celui  du  n^.  2147^  une  fonction  arbitraire 
de^  >  puisque  Tintégration  n  a  eu  lieu  que  par  rapport 
à  Tune  des  variables  ;  mais  ici  cette  fonction  se  déter- 
mine y  parce  que  la  fonction  u  doit  satisfaire  à  l'équa-* 

tion  iV=:  •—• 

L'équation  u=fMdx'\-  Y  donne 

du à/Màx    ,  dy 

ày~      d7~  +  d^' 
représentant  fMdx  par  v ,  on  aura 

du_dv     djr_ 

d'où  on  tirera 


et  en  intégrant  » 


^-i'^^)'y. 


on  trouvera  donc 

telle  eFt  Tintégrale  de  la  fonction  proposée. 

dv 

Ce  résultat  nous  fait  voir  que  la  fonction  iV—  ■  ,    ■ 

ùy 

ne   doit    renfermer    que  la   seule   variable  y^  sans 

quoi  il   ne   seroit  pas  vrai  »  comme  on  Ta  supposé , 

que  M  d  X  et  tfày  fussent  les  difftérentielles  partielles 

Z  2 
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d'une  même  fonction  u;  en  le  développant  il  noas  con- 

daira  à  Téquation  de  condition—; — =-; — >  tronyée 
^  ày        dx 

précédemment  par  une  considération  inverse. 

j     II  est  évident  que  pour  obtenir  —= — = — —= ,  il 

faut  substituer  j^  +  d/  dans  la  fonction  /Mdx,  qui 
deviendra  alors 

y/'M+^dy  +  etc.)d*=/Jtfd*  + 

A-t da:dy+etc.=/Mdx+dy/---r dx4-etc« 

puisque  le  signe  /  n*est  relatif  qu*à  la  variable  x  ; 
on  aura  donc 

àfMdx  _ràM 

dy  *f    dy 

»  d\f  J        dv\ 

substituant  cette  valeur  de  -r — ,  dans  y=YÎ  iV — ;-  Idy, 


il  viendra 


y=/(iv-/l^dx)d/. 


En  prenant  les  différentielles ,  d*abord  par  rapport  ày^ 
on  trouvera 

dy=iV_/4^dx, 

J    ày 
et  diffërentiant  ensuite  par  rapport  à  x ,  on  aura  en&u 

^_dM_ 
dx         dy  ^  ^' 


dfMd»      /»dAf    , 
(♦)  L'éqnatlon  — =/"j — ^*  t    renferme    le   théorème 

donné  par  LilbniU  pour  dilTéreniier  f ons  le  signe/.  II  appeloit  ce 
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^Sa.    La    fonction  j:Ëf=îÉLé 


étant  écrite  linfli: 


di*=  ---f- — d* : — -dy 

donne  successivement 

M=      -^         jy—  ^ 

dM_  x»— y*   _  dy 
ày    ~^x-+y-y—T^ 

=  arc  f  tang=-  J 

d'où  u  =  arc  f  tang-  )  +  y» 

Différentiant  en  faisant  tout  varier ,  on  trouvera 


■  jrdx-xd^ 


procédé    difftnnUatio    dt   eurvd  in  curvam ,  parce  que  dans   U 

question  qu'il  se  proposoit  de  résoudre ,  il  passoit  d'nne  courbe  à 

une  autre  de  la  même  espèce ,  en  faisant  varier  une  constante. 

Le  théorème  de  Lèlbnlts  peut  se  '  déduire  immédiatement  de 

d^ff         d*« 
l'équation    t-^-5=î— r*»  puisque  si  on  fait  ass/Afd»;  on  aura 
^  dj»d^     ayax 

au  ^  d*K       djtf 

d*  "^      '      dxdjf     dy  * 

et  Intégrant  par  lapport  à  # ,  on  trouvera 

J   i*iy         J  àyom  ûy   J  Ay 

Z  3 
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comparant  avec  la  (onction  proposée  ^  on  aura 

dy=o,  d•oùy=cofw^ 
et  par  conséquent  v 

/^ — —; ?-=  arc  (  tang -  |  +  cansU 

Soit  encore  l'équation 

En  la  comparant  arec  la  formule  Jlfdx-|-^d^=o 
on  a 

x^  '  a:»  "^s^y* 

et  on  trouve 

à  M ay  +  Vx^-^y^  ,  y» 

ces  valeurs  étant  égalées  entr*elles  et  réduites  donnent 
dM_  àN _!iy        ar*+^J* 

et  par  conséquent  Téquation  proposée  peut  8*intégrer 
immédiatement.  On  obtient  d'abord 


(*)  Je  me  suis  arrêté  sur  cette  intégration  parce  ^'elle  sert  de 
base  à  une  démonstratioa  très'élégante  da  principe  de  la  compo- 
siUon  des  forées ,  doxméfl  par  Laplace  Au  sa  Mécanique 
céUstt* 


mai* 
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donc 


v/*.. 


/ilfdx=lx-X--r     f+y' 


ar*  ax' 


On  trouve  ensuite 


^J'  2^'  ax»V/?+y 


+  -^=:+A=A 


et  enfin  y=jl^,  d*oû  il  résulte 


u=i  X «^— — '■^- 7-=^ 

ao?»  a** 


+  j,(=2l±4i!+l-)=.. 

La  forme  de  cet  exemple  étoit  trop  compliquée  pour 
qu*on  pût  j  reconnoître,  par  la  seule  inspection  »  une 
différentielle  complète**  ;  et  dans  tous  les  cas  semblables 
il  faudra  commencer  pai^  s  assurer  si  l'équation  pro- 
posée satisfait  ou  non  à  la  condition  d*intégrabiiité. 

2 63.  Lorsque  Téquation  primitive  n*est  pas  sous  la 
forme  u:=ic,  ou  que  la  différentielle  d  u:=:o  renferme 
des  facteurs  qui  disparoiésent ,  réquatièn  du  premier 
ordre  qui  en  résulte  n'est  plus  immédiatement  inté- 
grable.  Si  onavoit,  par  exemple,  ii==y  —  cx=o,  on 

Z4 
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trouveroit  du=djr — cdx=o,  et  éliminant  c,  il  vienr- 
droit  xdj^—j^dx=o»  éqnation  qai  ne  8ati«fait  paii 
la  condition  dlntégrabilité  y  puisqu'elle  donne 

^  ...         dJM  dN 

af=_y,  iV=*, ^  =  -1,-^  =  1. 

Mais  si  on  dégage  la  constante  c»  on  aura-=:c.et 

X 

en  dilTérentiant  >  — -^    ^-^  ■  =o;  sotis  cette  forme 


M=-f.,      iV=i. 


dM  I       dN 


dy  X*       dx  * 

On  voit  donc  que  Tintégrabilité  de  Téquation  xdy^ydx 
tient  à  la  restitution  du  facteur  — ,  qui  a  disparu  après 

X 

la  différentiation  et  Télimination  de  la  constante  ar- 
bitraire. 

En  général  ,  toute  équation  différentielle ,  dans 
laquelle  dx  et  dy  ne  passent  pas  le  premier  degré  » 
ne  peut  résulter  que  de  rélimînation  de  la  constante  c  » 
dans  une  équation  de  la  forme  P4-cQ=ô  ,  P  et  Q  dé- 
signant des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y.  On 
trouve  par  cette  élimination    QdP — PdQ=o,  tandis 

qu'en  differentiant  Téquation  —  =r  c ,   on   auroit   ob* 

QdP-^PdQ 
tenu  -^ rrj ^  =  o  :   la  première  manière  d*opérer 

fait  donc  disparoStre  le  facteur -^:^;  et  avec   lui  s'en 

vonf  anssi  tous  les  facteurs  qui  peuvent  être  communs 
aux  deux  quantités  Q  d  P  et  PdQ. 

Il  suit  de  ce  qui  précède ,  que  lorsque  l'équation 

Mdx  +  iVdj==o 
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ne  satisfait  pas  i  la  condition  d'intégrabilîté ,  c'est  qae 
la  différentiation  et  réliminatioD  de  la  constante  arbi- 
traire contenue  dans  Téquation  primitive  ^  ont  fait  dis- 
paroitre  nn  âctenr  qpi ,  s'il  étoit  connu  et  restitué  , 
rendroit  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
une  différentielle  complète  à  deux  variables.  Soit  z  ce  * 
facteur  ;  on  aura  donc  zMdx+zNày=à  u ,  u  étant  uns 
fonction  primitive  de  x  et  de^;  et  par  conséquent 

d.zM        d.zN 


ày  àx 

En  développant  cette  dernière  équation ,  on  trouvera 

^àz  .       dM      ^,dz  .      dN 
dy  dy  dx  dx 

^dz      j^d»  .     /dM        dN\  _.^ 


eu 


Si  Ton  pouvoit,  en  général  tirer  de  cette  équation 
une  valeur  de  z ,  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles quelconques  du  premier  ordre  poorroit  s^effec- 
tuer  par  le  procédé  du  n**.  a6i.  Mais  l'équation  (i4) 
est  presque  toujours  plus  dilHcile  a  traiter  que  la  pro- 
posée, puisque  la  fonction  z  qu'elle  renferme  dé- 
pend de  deux  variables  et  a  deux  coeiHciens  diffé- 
rentiels ,  et  qu'elle  est  par  conséquent  de  l'espèce  de  celles 
dont  on  a  indiqué  la  formation  n®.  i3i.  Nous  ne  sau- 
rions donc  pour  le  moment  entreprendre  sa  résolu-? 
tion  ,  qui,  coïkime  on  le  verra  dans  la  suite»  nous 
rameneroit  au  point  d'où  nous  sommes  partis ,  mais 
nous  allons  faire  connoitre  quelques-unes  deç  propriétés 
du  facteur  x. 
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a64.  Il  est  toujours  facile  de  trouver  la  facteur  s, 
lorsque  Ton  conooit  l'équation  piimitiTe  correspond 
dante  i  Téquation  différentielle  proposée.  Ponr  ceb 
il  faut  mettre  cette  équation  primitive  sous  la  forma  ii=c, 
c  étant  la  constante  arbitraire.  En  diiférentiant  on  trouve 

au  à^         ' 

d  u =-r- da;+ -p- d  y  =o, 

et  comparant  avec  £Mdx-|-ziVd^  =  du,  il  vient 

du  .  X       du  . 

le  quotient  est  indépendant  des  différentielles  d  x  et  d^; 
on  Tobtient   encore   en  égalant  entr'elles  les  valeurs 

de  -=^y  tirées  des  équations 

— da:  +  — dy=o,      Afdx4-JVdjf=o, 

du 
ce  qui  donne  — =— ^  et  fait  voir  par  conséquent  que 

Ty 

si  Met  N  D*ont  aucun  facteur  commun ,  z  sera  le  plus 
grand  diviseur  commun  des  coefEciens  différentiels 

du  du 

et 


dx  dy 

Connoissant  une  valeur  de  z ,  on  en  déduit  nne  infinité 
d*autres  ,  en  observant  que  si  on  multiplie  les  deux 
membres  de  Téquation  zMdx+zNdy^r^àu ,  par 
une  fonction  quelconque  de  u,  que  nous  désignerons 
par  9  (u)|  les  deux  membres*  du  résultat 

z^Çu)Mdx  +  zq>{u)Ndy:=z^{u)du, 
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seront  aussi  des  différentielles  complètes  ;  ainsi  z  étant  nn 
facteur  propre  à  rendre  intégrable  I*éqaation  Màx-^-NAyp 
le  produit  s  ^  (u)  jouira  de  la  même  propriété. 

^65.  Il  y  a  des  cas  où  le  facteur  s  ue  doit  ren- 
fermer que  Tune  des  variables  a?  ou  y,  et  alors  il  est 
facile  d*en  obtenir  Texpression  au  moyen  de  Téqua- 

elle  deviendra 


djr 


/dJf        djy  \_ 
V  d^         dx  y      ^' 


et  on  en  tirera 
Az 


_J_fàM       dN\ 


équation  qui  aUra  lieu  si  la  quantité 

1     X  dM  dJV    \ 

iy  V  djr         d*  y 

se  réduit  i  une  fonction  de  x.  En  représentant  cette 
fonction  par  X,  et  en  intégrant  on  trouvera 

lz=ifXàx,  ou  zT=zef^^*. 

Appliquons  cette  formule  à  Téquation 

ày^Pyàx^i^ÇlàXf 
nous  aurons 

et  par  conséquent  z=:ef^^  :  multipiâaot  donc  Téqua^ 
tion  dj^-j-^^'dx— Qda:=opar  c/P^,  nous  trouve-», 
ron*  e/P*î'dy  +  (Py— Ç)  «/P^d*  =  o  ;    intégrant 
le   terme   e/^^»    par  rapport  i  ^,    nous   obtien* 


f 

\ 
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droDs  u  =^yeff**  •{•X,X étant  nne  fonction  do  ae »  ^e* 
terminée  par  Péquation 

de  laquelle  on  tire 

4^= — efPà*  Q ,        X=— A/y*-  Q  d  X , 

QX 

et  par  conséquent 

on  comme  dans  le  d®.  267 , 

j^= e-/P^  (/e/^^  Qd  j;  +  C). 
Nous  ne  nous  arrêterons  point  au  cas  où  le  factesr  s 
ne  devroit  renfermer  que  la  variable  y  ;  on  voit  aisé- 
ment que  son  expression  seroit  alors  2=:e/*^4r,  en  faisant 

M\dx        Ay  )' 
et  que  ce  cas  n*auroit  lieu  qu'autant  que  Y  seroit  abso- 
lument indépendant  de  x. 

slQG.  Il  existe  entre  une  fonction  homogène  et  ses 
coeificiens  différentiels  des  relations  particulières  qui  fa- 
cilitent beaucoup  l'intégration. 

Si  F  désigne  une  fonction  homogène  de  x^y^  etc. 
et  qu'on  y  substitue  tx ^  ty  ^  etc.  au  lieu  Ae  x^y  f  etc. 
elle  prendra  nécessairement  la  forme  t^V,  m  étant 
la  somme  des  exposans  des  variables  dans  chaque  ter- 
me (  255  ).  Supposant  ensuite  que  t  devienne  t4*g>  on 
aura  (f+g)*rau  lieu  de  F",  ou  (i+g)"*?^.  en  faisant 
f  =  1.  Dans  la  même  h3rpothèse  x  ^  y^  etc.  se  change- 
ront respectivement  en 

et  mettant  gx  pour  h,  gy  pour  h,  dans  la  formale 


I 
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da  n*.  lai  y  on  parviendra  à  cette  équation 

etc. 

En  développant  le  second  membre  »  et  comparant  en- 
semble les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de 
l'indéterminée  g,  on  aura 

dV  âV 

dx*  dxdy     "^      dy*  -^  ^  ' 

etc. 

s67«  Au  moyen  de  ces  relations  >  le  facteur  z  se 
présente  pour  ainsi  dire  de  lui-même  dans  les  équa- 
tions différentielles  homogènes.  Si  ilfdx-f-iVd>'==o  est 
une  équation  de  ce  genre ,  et  que  la  somme  des  expo- 
sans  X  et  de  y  dans  M  et  dans  N  soit  égale  à  m  ,  en 
supposant  que  z  soit  aussi  une  fonction  homogène  du 
degré  n,  et  faisant  zMdx4-2^dy=  du,  il  résulta 
du  théorème  démontré  n^  précéd. ,  que 

zM  X  '\'  zN  y-rzii^m  +  n  +  1  )a, 
puisque  le  degré  de  la  fonction  u  sera  nécessairement 
plus  élevé  de  l'unité  que  celui  des  fonctions  zM  et  zN. 
Divisant  donc  la  première  équation  par  la  seconde , 
il  viendra 

Màx  +  NAy 1  du 

Jtfx  +  JVy        m  +  îi  +  i'     u     * 

et  comme  le  second  membre  de  ce  résultat  est  une 
différentielle  complète  »  il  faudra  que  le  premier  membre 
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I 


en  sQÎt  pareillement  une,  d'où  H  suit  que  -— — -—--. 

sera  un  des  facteurs  propres  à  rendre  intégraUeréqot- 
tion  JtfdxH-i^dy  =  o. 


.  •     ' 


Des  équations   du  premier  ordre ,  dans  lesqueUei  Jes 
différentielles  passent  le  premier  degré» 

s68.  Par  la  génération  des  équations  différoitielles, 
dont  nous  avons  donné  plusieurs  exemples  n^-  43,  on 
voit  qu*il  peut  s'en  présenter  dans  lesquelles  lee  dif- 
férentielles passent  le  premier  degré.  Prenons 

d)<"H-Pd^*-'dx^Qdy"-"»«lx»....-^  Tdydx»-'  ^Udj*=:o 

pour  la  formule  générale  de  ces  équations  :  en  la  dt- 
disant  par  la  plus  haute  puissance  de  d  x ,  elle  de- 
viendra 

en  la  ré6olvant  par  rapport  au   coefficient  difiPéren- 

dv 
tiel  —  ,  et  désignant  par  p  ,  p' ,  p'^,  etc.  ses  racines , 

nous  aurons 

ày  dy  dy 

u-p=°'     ài-p=°'     di-p=°«*»<'- 

résultats  qui  pourront  tous  se  traiter  par  les  méthodes 
précédentes  ,  puisque  les  différentielles  ne  s*y  trouvent 
qu*au  premier  degré.  L'intégrale  de  chacun  d*eux  sera 
aussi  Fintégrale  de  Téquation  proposée  ,  qui  sera  encore 
.satisfaite  par  les  valeurs  tirées  de  féquation  formée 
du  produit  de  toutes  ces  intégrales.  Les  deux 
exemples  suivans ,  quoique  très-simples ,   éclairciront 
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tontes  les  difficultés  que  pourroit  renfermer  Ténoncé 
ci-dessus. 

Soit  1^  dy*— o*da:*=o ;  cette  équation  se.décom^ 
pose  en  dy'{-adx=zo,  ut  ày-^aàx=^o ,  dont  les  inté- 
grales sont  y'\-€ix=:c ,  y — ax=c\  Il  est  facile  de  Yoir 
que  chacun  de  ces  résultats  satisfait  à  la  proposée  ; 
Téquation  {y'\'€ix — c)(y— ojp— c')=o  y  satisfait  aussi  y 
car  elle  donne 

Çy-\-ax — c  )  (dy — adx)+(y— aa:— c')  (  dy+adx)=o , 


d'où  Ay=  r(y+a-c)-(;-^-0]adx^ 

mettant  successivement  »  au  lieu  de  y,  ses  valeurs 
c— aar,  c'-^ax^  on  trouve 

d/=— cdr,         dy='^adx, 

a^.  Considérons  Téquation  dy*-^axdx*=o  ;  nous  en 

tirerons   dy+da:Kûx=o,    dj— dxV^aa?>=o  ,  et 

en  intégrant  y  nous  aurons 

Il  I  i 

y-^-fa'a?*— c=  G,    y— fa'j:'  —  c'=o. 

Chacune  de  ces  équations  ,  ainsi  que  leur  produit , 
pourront  être  considérés  comme  des  solutions  de  la 
proposée  ;  maùfi  ce  cas-ci  diffère  du  précédent ,  en  ce 
que  les  radicaux  que  contiennent  les  deux  ihtégrales 
obtenues  ,  forment  entr  elles  un  lien  qui  permet  de  les 
comprendre  toutes  deux  dans  une  même  équation ,  et 
avec  une  seule  constante.  En  effet ,  si  on  fait  dispa- 
roitre  le  radical,  dans  Téquation 

y  +  jVax^  —  c  =  o, 
on  obtient  (y  — c)*  =  fax3.  Ce  résultat  est  encore 
l'intégrale  de  Téquation  proposée  ,  à  laquelle  il  con«- 
duira-  immédiatement  par  lélimination  de  c. 
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269.  Quoique  ce  qui  précède  ne  fasse  dépendre 

rintégration  des  équations  où  les  diiFérentiettes  passent 

le  premier  degré  »  que  de  la  résolution  des  équations 

algébriques  I  voici  néanmoins  quelques  cas  dans  lesquels 

cette  intégration  s'opère  plus  facilement  avec  le  secours 

d'artifices  analytiques  appropriés  aux  circonstances  et 

qui  éludent ,  au  moins  en  partie  ,  les  difficultés  que 

présente  la  résolution  de  Téquation  différentielle  pro-' 

,    ày 
posée,  par  rapport  a  — — . 

Quand  cette  équation  ne  contient  que  Tune  des  deux 

variables ,  x ,  pat  exemple  »  on  en  tire   immédiate- 

d  y  ,  ■ 

ment  -3-^— =X,  d'où  y=/X'dx;  mais  s'il  est  plus 

dx 

facile  de  la  résoudre  par  rapport  à  x  que  par  rapport 

dy 
au  coefficient  -^  >  que  nous  représenterons  pour  abré- 
ger par  p  y  et  qu'on  ait  x=P»  P  désignant  une  fonc- 
tion  quelconque    de  p  »  on    observera    que   l'équa- 
tion -p— =p,oudy  =  pdx,donney=px — fxàp; 

QX  ^         I  r 

mettant  pour  x  sa  valeur  P ,  il  viendra  >=P  p  — /P  d  p. 
L'intégrale  demandée  sera  donc  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  p,  entre  les  deux  équations 

x  =  P,y  =  Pp—fPdp. 

Soit,  par  exemple,  xdx+aày=b^ix*^  +  dy», 

ou  x  +  ap  =  A^i+p' ,  en  écrivant  p  au  lieu  de  — • 
Cette  dernière  équation  donne  immédiatement 

x=— cp  +  ^V/i+p*,      P=— op+^/i+p*. 
et  par  conséquent 

y  =  ft  p  V/r+p^ -^  i  ap*  —  J/d  p  l/7+p*, 

370. 
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^JO,  Considérons  encore  le  cas  où  les  deux  va- 
riables entrent  en  même  temps  dans  Téquation  proposée; 
mais  supposons  que  I*une  d'elles ,  y  »  par  exemple , 
n^  monte  qu'au  premier  degré  :  nous  aurons  alors  y 
égal  à  une  fonction  àe  x  et  de  p ,  en  sorte  que 

dy=Ràx  +  Sdp, 
et  par  conséquent 

pdx  =  Rdx+  Sâp  ou  [R — p)djp  +  5dp=o. 
Si  l'on  parvenoit  à  intégrer  cette  dernière  yV)n  auroit 
«ntre  p,  x  et  une  constante  arbitraire ,  une  relation  au 
moyen  de  laquelle  chassant  p  de  Téquation  proposée 
on  obtiendroit  une  équation  primitive,  qui,  renfer- 
mant une  constante  arbitraire  ,  seroit  l'intégrale 
cherchée. 

Voici  une  formule  très-étendue  et  très-remarquable  » 
comprise  dans  le  cas  général  ,  et  dont  l'intégration 
s'exécute  facilement. 

Si  l'équation  proposée  peut  être  mise  sous  la 
forme  j^=px+P  ,  et  que  P  ne  renferme  que  le  coeffi- 
cient p,  on.anra  ày=:pàx+  (^+ T"  ]^P!  etpnit- 

que  d^=pdx ,  il  restera  l'équation  /*  +  — Jdp=o, 

dp 

qui  se  décomposera  en  deux  facteurs  ^+ 3~  =0,  dp=o. 

Eliminant  p  entre  le  premier  et  l'équation  proposée  , 
on  aura  une  équation  primitive  qui  satisfera  à  la  pro« 
posée,  mais  qui ,  ne  contenant  point  de  constante  arbi- 
traire ,  ne  sera  que  particulière.  Le  second  facteur  s'in- 
tégre et  doone  p:=:c,  ou  dy — cdjc  et  jr=cx-f-c\  Les 
constantes  c  et  c'  ne  sont  pas  arbitraires  tontes  dedx; 
car  en  faisant  dans  l'équation  proposée  p=.c  ^  on 
a  y=icx+C^  C  étant  ce  que  devient  P  dans  la  même 
Cak  difft  A  a 
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circonstance  »  et  on  .tire  de  là  c'=zC,  L'intégrale  delà 
propoéée  est  donc  y=cx+ C,«t  s'obtient  en  chan- 
geant p  en  c. 

Soit  pour  exemple  Féqnation 

yàx — xiy=nVdx*+ày. 
Nous  la  mettrons  d'abord  sous  la  forme 

y=px+n)/i+p*; 
en  la  diffërentiant  nous  trouverons 

dy=:pd  j?+a:dp-| ^    ^  ■  , 

et  à  cause  que  Ay^=zpdx,  il  restera 

,  npdp 

V/i+p» 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  factenrt 

x-] — =zz==o,  et  dp=.o; 


le  second  nous  conduitàp=rc,  et  Tintégrale  demandée  est 

y  =  c  X  +  ny  i+c^. 
Le  premier  facteur  donne  p= — =iz=z=  »   ^  subs- 

tituant  dans  l'équation  proposée ,  on  ay*+Jp*=n*, 
équation  qui  ne  renferme  point  de  constante  arbitraire , 
qui  n'est  point  comprise  dans  l'intégrale 

et  telle  néanmoins  que  les  valeurs  de  y  et  de  d  y  »  qui 
s'en  déduisent  »  satisfont  a  Téquation  différentielle  pro* 
posée  y  dont  elle  offre  par  conséquent  une  soIuûob 
particulière. 
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Des  solutions  particulières  des  équations  diffetentielles 

du  premier  ordre, 

271.  Examinons  maintenant  la  nature  et  lorigine 
des  solutions  particulières.  La  relation  qui  eTciste  entre 
une  équation  différentielle  et  son  intégrale  est  telle  que 
cette  dernière  équivaut  à  un  nombre  in&ni  d*équation8 
primitives  ,  qu'on  obtiendroit  en  donnant  successive* 
ment  à  la  constante  arbitraire  toutes  les  valeurs  pos« 
eiblest  et  dont  chacune  satisferoit  à  Téquation  dif- 
férentielle (43).  Nous  désignerons  ces  diverses  équations 
primitives  sous  le  nom  à' intégrales  particulières  ,  puisque 
ce  sont  des  cas  particuliers  de  l'intégrale  complète.  Les 
solutions  particulières  ,  dont  le  nombre  est  toujours 
limité  ,  sont   des  équations  primitives  essentiellement 
différentes  des  intégrales  particulières.   Ces  solutions 
sont  de  deux  sortes  y  les  unes  ne  sont  autre  chose  que 
des  facteurs  de  Téquation  différentielle  proposée  ,  dans 
lesquels  dâ?  et  dy  n'entrent  point ,  et  qui  par  consé- 
quent étant  égalés  à  zéro  donnent  des  équations  primi* 
tives  »   et  établissent  entre  x  et  y  des  relations  qui  ren- 
dent la  proposée  identique.  En  cherchant  les  diviseurs 
communs  des  fonctions  MetN,  on  trouvera  les  solu- 
tions  de  cette  espèce,  dont  est  susceptible  l'équation 

Mdx+Này=o, 

X^a  seconde  espèce  de  solutions  particulières  dont 

l'équation  y dx—a:dy=«v  dj:*+<ij^*  nous  a  fourni 
un  exemple  »  est  liée  intimement  à  Téquation  différen- 
tielle dont  elle  dérive  ,  quoiqu'elle  ne  puisse  rentrer 
dans  aucun  des  cas  de  l'intégrale  complète,  quelque 
valeur  que  l'on  donne  i  la  constante  arbitraire»  ainsi 
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quil  est  facile  de  le  voir,  en  comparant  lej»  équations 

y=nx+nV^i  +c*  et  a?»+y»=n«  (370). 

Voici  la  théorie  que  Lagrangc,  en  1774,  donna  de 
ces  dernières  solutions  ,  regardées  a?ant  lui  comme 
formant  un  paradoxe  dans  le  Calcul  intégral  Ç^). 

227a.  Les  solutions  particulières,  sans  être  comprises 
explicitement  dans  Vintégrale  complète,  peuvent  néan- 
moins s'en  déduire,  en  cessant  de  regarder  la  cons- 
tante arbitraire  comme  invariable.  En  effet,  soit  I7=o» 
une  équation  primitive  renfermant  les  variables  x^  f 
et  une  constante  c;  Téquation  différentielle  corres- 
pondante, que  je  désignerai  par  V=^o,  sera  le  ré- 
sultat de  Télimination  de  cette  constante,   entre  les 

équations  Z7=o,-^ — ^*"^"d — ^^'^^(^S);  maïs 

si  on  suppose  que  c  soit  une  fonction  quelconque  de  x^ 

on  donnera  à  1  équation  £/=o  une  extension  telle  qu'elle 

pourra  représenter   une  équation  quelconque  à  deux 

Tariables ,  et  par  conséquent  aussi  toutes  les  solutions 

particulières  de  Téquation   )^=o.  Cela  posé,  mettons 

.  ,        .        d[7  ^      .    dtr  ^ 

léquation  — — dx+--j — 0^=0,   sous  la  forme 

ày:=pdx ,  et  observons  que  puisque  l'équation  f^=  6 


(*)  Il  les  appela  intégrales  parnculUres  y  et  donna  le  nom  d* 
pointions  particulières  anx  différens  cas  de  Ilntégrale  complète 
Laplace  ,  qai  s'est  occupé  avec  succès  du  même  sujet  avant  La. 
grange ,  emploie  ces  dénominations  dans  wi  sens  inverse  ,  et  j* 
J'ai  suivi.  Il  m'a  semblé  que  les  équations  primitives ,  qui  résolTCD 
les  équations  différentielles  sans  être  comprises  dans  leur  intégrale 
complète  ,  ne  s'obtenant  point  par  les  procédés  de  l'intégration  ,  &* 
dévoient  pas  porter  on  nom  f^  rappelle  ces  procédés. 
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résnlte  de  I*éliinination  de  c  entre  l/zrzo  et  Ay=pdx^ 
elle  demeurera  la  même  quelque  valeur  qu*on  donne 
à  c  ,  et  qu'on  pourroit  par  conséquent  supposer  c  va- 
riable ,  pourvu  que  la  loi  de  sa  variation  fût  telle 
qu'on  eût  toujours  dy=pdx.  Or ,  quoiqu'en  regardant  c 
comme  variable  autfsi  bien  que  x ,  il  vienne  en  général 
ày:=ipdx+qdc  f  p  et  q  étant  des  fonctions  de  x 
et  de  Cy  on  aura  néanmoins  d  y  =  pdj:  seulement , 
si  9=0.  Déterminant  donc  c  par  cette  dernière  équa- 
tion ,  et  substituant  dans  U=o  la  valeur  qu'on  trou- 
vera ,  le  résultat  satisfera  encore  à  l'équation  différen- 
tielle ^=0. 

Dans  ce  qui  précède  nons  avons  regardé  y  comme 
une  fonction  de  a:  et  dé  c^  en  considérant  à  sou  tour  a; 
comme  une  fonction  de  j^  et  de  c  >  on  mettra  l'équa- 
tion --r — dx+--r — dy=iOy  sous  la  forme  dx=màyf 

et  raisonnant  comme  ci-dessus ,  on  trouvera  que  si  la 
valeur  de  dx, prise  en  faisant  varier  c,  est  dx=rmà.y"{-nàc, 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  c  >  entre  ?i:=o 
et  l/z=o ,  satisfera  aussi  à  l'équation  différentielle  V=o. 

Les  équations  primitives  que  donnent  Tun  et  l'autre 
des  procédés  que  nous  venons  d'exposer,  sont  nécessaire- 
ment ,  ou  des  solutions  particulières  de  Féquation  V=^o, 
si  elle  est  susceptible  d'en  avoir ,  ou  des  cas  particuliers 
de  son  intégrale  complète. 

On  peut  comprendre  ces  deux  procédés  dans'  un 
seul ,  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs  dans  l'é- 

ouation-; — d«4--; — dy  +  — = — dc=o,  difteren- 
^  àx  dy    -^        ac 

tielle  de  U=o  »  prise  par  rapport  k  x ,  à  y  tXic,  Elle 

aura  alors  la  forme 

Afdjr  +  iVdy  +  Pdc=to; 
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on  en  tirera 

et  si  les  fonctions  entières  Jtf ,  Nsont  algébriques»  01 
quoique  transcendantes^  ne  peuvent  pas  deTenir  infinia 
par  quelque  valeur  de  c>  le  coefficient  de  dcnedis- 
paroftra  que  par  la  supposition  de  P==o ,  qui  domera 
ainsi  toutes  les  solutions  particulières  de  J^==3o. 

Lorsque  l'équation  F=o  ne  renferme  que  c  et  dei 
donstantes  »  elle  dotfne  c  constant  et  ne  coudait  ff 
conséquent  qu*à  une  intégrale  particulière.  Quand  c 
ne  se  trouve  qu'au  premier  degré  dans  U^  fl  a*CBtn 
point  dans  P^  qui  né  contient  alors  queles  variables  «etj; 
mais  dans  ce  caSt  l'équation  F=o  satis£ait  éHe-nênt 
â  F=Q^  car  t/"=o  étant  de  la  forme  Q +  «'=<>• 
^c=o  devient  PàQ-^QdPzmà.  Pour  s'Assarer  akN 
ai  P=o  est  une  solution  particulière,  00  seuleneatus 
intégratlB  particulière ,  on  éliminera  une  des  varabks  x 
ou  y^  entre  V=o  et  P=o ,  la  résultante  donuen  c  va- 
riable dans  le  premier  cas ,  et  c  constant  dans  le  second. 
Si  on  trouToitc=|,  il  enfaudroit  conclure  queFéqaa- 
tion  P=o  est  un  facteur  de  l/==o ,  indépendant  de  h 
constante  c  et  par  conséquent  étranger  à  réquaticm  dif- 
férentielle  K=±o. 

1275.  Appliquons  maintenant  cette  théorie  i  Pégaa* 
tion  ydx-^x  dy  =  »V^dx*+d^*  ,  ayant  pour  inté- 
grale complète  jr — ca-=nl/i-fc'(27o);nousanroM, 
en  faisant  varier  c  en  même  temps  que  x  et  y,  et  ré- 
duisant tous  les  termes  au  même  dénominateur , 

cdx  ï/ffc*  —  dy\/ 1  +  c»  +  (a^/  î+c*.  +  ne)  d  c  =0; 
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égalant  à  zéro  le  coefficient  de  d  c ,  il  vient 

XV^I  +  C^'\'TlC=0  , 

ce 
d'où  on  tire  c= —  .  Cette  valeur  change  Fé- 

quation  y  —  c  j?  =  nK  i +c*  en  x*+3^*=?i*  tt  donne  la 
solution  particulière  obtenue  dans  le  n^.  cité. 

Toutes  les  équations  de  la  forme  y^zpx-^-P  («70)  > 
dans  laquelle  se  trouve  comprise  la  précédente,  ont 
aussi  une  solution  particulière  analogue  à  celle  que 
nous  venons  d'obtenir.  Leur  intégrale  complète  re- 
présentée par  j^=c«+.C,  C  étant  composé  en  c, 
comme  P  Test  en  p ,  donne 

cAx — d/  +  (a7+T-^jdç=o, 
et  posant  jc  +  ^r-  =  o ,  on  en  tire  la  valeur  de  c  »  d"où 

ClC 

dépend  la  solution  particulière.  Cette  solution  partico- 
lière  s'est  offerte  à  nous  lorsque  nons  ayons  intégré  Té- 
quation  y  =par-f-P;  car  en  la  differentiant  nous  sommes 
parvenus  à  une  équation  composée  des  deux  facteurs 

x+ T— =o,etdp=o , 
dp 

et  le  résultat  de  l'élimination  de  p  entre 

y=px-\'FeXx  +  -z —  =  0, 

seroit  le  même  que  celui  de  Télimination  de  c ,  entre 

y=CJC+C,  et  X  +--—  =  0. 

Les  équations  y =px+P  ont  été  remarquées  d*abord 
par  Clairaut,  tant  à  cause  de  la  propriété  qu'elles  ont 
de  s^intégrer  facilement ^  après  une  nouvelle  dilFérentia* 
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tion ,  que  par  rapport  à  la  solution  particnlière  qae  cette 
difFérentiatioo  manifeste  sur  le  champ. 
Soit 'encore  l'équation 

a:  d  a* -|- y  d  j' =  d  y  K  X  ' -|-y  •— «*  , 
dont  rintégrale  est 

vx^+y*'^a'=y+  c ,  ou  x*  — a  cy— c*— flf =o, 
en  faisant  disparoître  le  radical.  On  trouve 

xàx — cd^— (y +  c)dc  =  o  , 

d'où  il /"ésulte  y-^-cz^po,  * 

et  par  conséquent  \/x^  +y* — a*  =  o; 

la  solution  particulière  est  donc  dans  cet  exemple 

X*  +  ^*  —  û*  =  o. 

^74'  U  sera  toujours  facile  de  trouver ,  par  ce  qui 
précède ,  les  solutions  particulières  des  équations  diffiê- 
rentielles  dont  on  connoitra^Fintégrale  complète  ;  mais 
il  existe  aussi  des  méthodes  très-simples  pour  déduire  ces 
solutions  de  l'équation  difFérontielle  elle-même  ,  et  nous 
allons  en  faire  connoîîre  une. 

Lorsque  dans  Téqnation  primitive  U=o,  on  regarde  c 
comme  variable,  ce  qui  donne  dynzpAx-^-qàc  ,  et 
qu'on  a  en  même  temps  (;  =  o>  cette  équation  satisfait  â 
l'équation  difFérentielle  ^=o,  mais  ne  satisfait  pas ,  du 
moins  en  général ,  à  la  différentielle  de  celle-ci ,  que  je 
désignerai  par  K'=o,  et  dans  laquelle  je  supposerai 
que  dx  soit  constant.  En  eifet ,  cette  dernière  ne  ren- 
ferme que  les  différentielles  de^,  prises  par  rapport  à  x  » 

qui  sont  dj^zrrpdo:,  d* y  =  —^^--dx*  i  mais  en  faisant 

varier  c,  on  auroit 

Ay=zpàx+qàc  d^'y^-^d  x*+ ~  dxdc+d^dc+qd*d. 
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et  dant  l'hypothèse  de  q:==o  ,  qui  répond  aux  fiolution^ 
particulières  et  qui  donne  dq=o ,  il  viendroit 

dp 
Texpression  de  i^y  ne  se  réduiroit  i  dj%  que  dans 

le  cas  particulier  où  on  auroit  ea  outre  --r^=o.Sicela 

arrivoit ,  Téquation  U=o  satisferoit  en  même  tempe 
à  V=o  et  à  P=o ,  mais  non  pas  à  f^nro,  différentielle 
de  ^"'=0  ',  car  cellç*ci  suppose  que 

dj^=pdx,     d*^  =  — p-dar*,     d^y=     .  ^  ■  d  x^  ^ 

tandis  qu'en  faisant  varier  c ,  en  ayant  égard  aux  con- 
ditions a==o,— 7^  =  0,  trouvées  ci-dessus^  on  auroit 

d  c 

ày=pdx ,  d*jf=£dx*,  d^y =g^^da:'  +  ^dxMc: 

ilfaudroit  donc  qu'on  eût  encore  dans  ce  cas  •; — -7-  =0. 

dxdc 

Cette  condition ,  réunie  aux  précédentes,  ne  sufBroit  pas 
pour  que  l'équation  £/  =  o  satisfît,  dans  Phypothèsede  e 
variable  ,  à  la  différentielle  de  F"=o ,  que  je  représen- 
terai par  P"=o ,  et  qui  suppose  que 

puisqu*en  ayant  égard  à  la  variabilité  4e  c  et  aux  condi- 
tions ci-dessus,  on  trouveroit 


578        TRAITJ^     ÉLÉMENTAIRE 

et  on  aurait   une    DOuveRe    condition  ,    ^ — ^  =a 

dx*dc 

On  obtiendroit  de  la  même  manière  les  conditions  qui 

doivent  avoir  lieu  ,  pour  que  les  solutions  particulières 

satisfassent  aux  difTerentielles  des  ordres  supérieurs  da 

Téquation  F==o*  Il  est  facile  de  voir  que  les  quantités 

^'      de  *     dxdc*      dx*dc' 

ne  sont  antre  chose  que 

dy        à^Y  dV        .    dV 

de       da:dc      da:*dc      dx-*dc 

et  qu'une  solution  particulière  ne  pourra  satisfaire  qu*anx 
équations  différentielles  dont  Tordre  est  inférieur  ou  égal 
à  celui  de  la  dernière  des  copditions 

djr  d«y  dV  à^y         ^   ^ 

■T-=:0,    -5 7— =0,    -r — --— =0,     T — --5~  =  0,CtC. 

de  dxdc  dx»dc  dorade 

qu'elle  remplit. 

Ceci  fait  connoître  le  caractère  qui  distingue  une  so- 
lution particulière  d'une  intégrale  particulière.  L'une 
ne  satisfait  jamais  qu*à  un  nombre  limité  des  différen- 
tielles de  l'équation  F==o,  parce  qu'elle  ne  remplit  qu'un 
pareil  nombre  des  conditions  rapportées  ci  -  dessus  ; 
l'autre,  au  contraire ,  les  remplissant  toutes,  puisqu'elle 
suppose  c  constant ,  satisfait  en  même  temps  à  l'équatioa 
Vz=o ,  et  à  toutes  celles  qui  en  dérivent. 

L'inverse  de  cette  dernière  proposition  est  vraie  j 
c'est-à-^ire ,  que  Ton  ne  peut  avoir  en  même  temps 

dy  d*y  d^r 

-—=0,  -^ — 4— =  0,   ,    /,  =0^  etc. 

de  dx'de  dx*de 

dy 
indéEniment ,  sans  que  la  fonction  -f-  ne  soit  constante  ; 
•  de 


DE   CALCUL  INTÉGRAL.  379 

car  le  changement  qu*elle  éprouve  lorsque  jp  devient x 4- A» 
ayant  pour  développement 

de       dxdci      d**dc  1.2 

dy 
est  toujours  nul  dans  l'hypothèse  établie  : -p  ne  variant 

donc  dans  aucune  circonstance ,  par  rapport  à  x  ,  sera 
nécessairement  indépendant  de  cette  quantité. 

275.  Voyons  maintenant  de  quelle  manière  ces  con- 
sidérations conduisant  à  la  connoissance  des  solutions 
particulières.  Supposons  que  Ton  ait  fait  disparoître  les 
dénominateurs  et  les  radicaux  dans  l'équation  différen- 
tielle r=o,  et  qu'elle  ne  contienne  point  de  fonctions 
transcendantes.  Puisque  la  fonction  V  e5t  indépendante 
de  c ,  ou  que  Téquation  F=o  devient  identique  par  1« 
substitution  des  valeurs  de^  et  de  d^  ,  quel  que  soit  c, 

àV 
on  aura  nécessairement  — ; —  =  o  ;  mais  Vnt  contenant 

de 

pas  explicitement  c  ^iV  nt  peut  être  que  de  la  forma 

Jlfd.  4^  +  JVdy  +  Pda:, 
dx  -^ 

et  la  variation  par  rapport  à  c ,  ne  peut  venir  que  de 
celle  qu'éprouve  y  relativement  à  cette  dernière  quan- 
tité :  on  aura  donc 

d  r      ^   d^y     ,  la^y 

de  dxde  de 

équation  qui  doit  être  identique  par  elle-même,  ainsi 

que   toutes    celles  qui    en    dérivent.    Elle    se  réduit 

d*  V  d  y 

j^  jVf Z — =0  »  lorscnie  -r'^ s'évanouit  seul,  et  donne 

dxdc  ^       de 


dans  ce  cas  M=:o. 


dx 
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,dy  d*y      -, 

S'  j    ®^  "1 — "t —  s'évanouissent  en  même- temps,  dlfr 
de       da;dc  %        ^ 

sera  satisfaite  >  mais  en  la  difFérentiaot  par  rapport  à  x 

et  à  y,  on  trouvera 

l*»dc'^Vdx'^dy  dx"*" .  ydxdc"*"Vd*'''dj'd*ydc"~    "^ 


dy  d*v 

résultat  que  les  équations -7^=0,  -^ — ^f — =o,rédQÎ* 

^  de  djfdc 

ront  à  M  ,    J\    =  o  et  dont  on  tirera  Af=o ,  si  -= — -4— 
da:*dc  ax^dc 

ne  s'évanouit  pas. 

.    d^y 

^i  -^ — f^  s'évanouîssoit ,  on  differentieroit  de  non- 
d  a;*  d  c 

veau,  et  le  résultat,  qui  seroit  de  la  forme 

dx'dc^      dx-dc     ^  dxdc  ^      de       ^ 

d<y 
donneroit  encore  M  =  o  ,  si  ■    ■  .,  . —  ne  s*évanoms« 

d  *-*  d  c 

soit  pas. 

On  voit ,  sans  qu'il  soit  besoin  d'aller  au-delà  du  ré- 
sultat précédent»  que  la  fonction  M,  multipliant  tou- 
jours le  coefficient  différentiel  de  Tordre  le  plus  élevé, 
doit  être  nulle  lorsque  ce  coefficient  ne  s'évaoouit  pas  , 
ttque  par  conséquent  lorsque  les  équations 

dy  d*y  d^y 

de  djfdc  dx*dc 

n*ont  pas  lieu  à  TinBni ,  ce  qui  est  le  cas  des  solution» 

particulières  »  il  faut  qu'on  ait  M=o  :  ces  solutions  ne 

peuvent   donc  être    que  des   facteurs   de   Af.    Mais 

dy 
quand  M=o ,  l'équation  Md . ^  +  Ndy  +  Pdxzszo^ 
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qui  a  lieu  en  même  tenip^  que  Vz=io  ,  se  réduit  à 

Này  +  Pàx=o, 

dy  P 

et  donne  -r^= rr;  «ubstitu an t  cette  valeur  dans ^"=0, 

d*  N 

il  en  résultera  nne  équation  primitive  qui  doit  s'ac- 
corder avec  M=o.  C'est  ainsi  que  Ton  pourra  distin- 
guer, parmi  les  facteurs  de  iH ,  ceux  qui  sont  des  solu- 
tions particulières  de  l'équation  difTérentielle  proposée , 
et  s'il  y  en  a  qui  le  soient  en  eiFet  ;  car  toutes  les  équa- 
tions diiFérentielies  n'ont  pas  de  ces  solutions. 

dy 
Si  on  tire  de  TéquationJifd.  ■^  +  Ndy  +  Pàx  =  o  , 

,       ,        ,    'à*y  d»y  Này  +  Pdx 

la  valeur  de  .  ^  ,  on  aura  ,  -^   = ^^—^ , 

dx*  '  da*  M  ' 

et  cette  expression  deviendra  |  dans  le  cas  den  solutions 

particulières ,  qui  donnent  en  même  temps   M  =  o  , 

et  Ndy  +  Pdx=zo. 

Il  est  évident  qu'en  supposant  x  fonction  dej^  et  de  c» 

et  prenant  dy  constant ,  on  auroit ,  par  rapport  à  x  , 

des  résultats  analogues  à  ceux  que  nous  venons  d'obtenir 

par  rapport  à  j^  4  et  que  les  solutions  particulières  donne- 

d^x 
roient  encore  — ^  r=:  |.  Il  est  nécessaire  d'essayer  l'une 

et  l'autre  hypothèse,   c'est-à-dire,  déposer  successi- 

d*y  d* X 

vement -7-=^=Si— ; —  =l>    parce    que    la   pre- 

mière  seule   peut  faire  connoître  les  solutions  de  la 
forme y=consL  et  la  seconde  celles  de  la  forme  x=:const. 

276.  Cherchons  par  ces  méthodes  les  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  ^=p  07  4- ^»  dont  nous  nous 
sommes  déjà  occupés  n®.  aj5»  Nous  en  tirerons 

'— (x+--5 — Jdp=o,  puisque  djr=pd.rj    et  par 
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dp      d»y  o  ^ 

conséquent        -i-=---^=: — —r .   Pour 

^  d*      d  X»  /     .     d  P  \  , 

d»y  dP  . 

que  -r-4-  =  I  *  il  faudra  que  a:  +  v-  2=0;  éliminant p 
*      dx'  dp 

entre  cette  équation  et  la  proposée ,  on  aura  la  solu- 
tion particulière  demandée,  ainsi  que  nou5  Tavons 
trouvée  précédemment  de  plusieurs  manières. 

L'équation  xdx+jdj^  =  dyV/x*+;y» — a*  du  même 
n^  2/3  >  devient ,  après  l'évanouissement  du  radical , 

x*dx*+  2a:^d«dy  +  (a*— x*)dj^*=o  ; 
et  la  differentiation  donne 

d*y xdx4*.ydy 

dx*  ^  X  y  d  a;  +  (  c*'  —  X*  )  dj' 

En  égalant  à  zéro  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  cette  expression ,  on  aura 

xdx  +  ydy=:=o,  xjfdx+ (a*— x*)dj'  =  o; 

dy 
et  chassant  ~^  il  viendra  «*  +  y* — a*=:o,  équation 

'    ûx 

qui  s^accorde  avec  la  proposée  ,  ainsi  qu'avec  chacune 
des  précédontes ,  et  que  nous  avons  déjà  déduite  de  l'in- 
tégrale complète. 

Pour  n'être  induit  en  erreur  dans  aucun  cas ,  sur  les 
solutions  particulières  ,  il  est  nécessaire  de  supprimer 
tous  les  fa  cteurs  communs  qu'auroit  l'équation 

Af,3.^+iVd^  =  Pdx+ 0(375). 

a  77.  P  our  donner  un  exemple  des  solutions  particu* 
lières  de  la  forme  y  =  consi.  nous  prendrons  l'équa* 

lion  -f-  =1  :  i^ry-— a)"",  A  étant  une  constante  quelconque , 
d* 
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d*y  dy     ^ 

«t  nous  trouverons -^-4- ^=^TnÀ{y'-^a\ "*"'  ~.   Cette 

dx*  d* 

d'y 
valeur  de  -j^jMt  peut  devenir  |,  que  quand  Texpo-^ 

eant  m — i  est  négatif  et  qu*on  a  en  même  temps  y^=^a  , 

et  -p  =  o.  Quoique  la  première  de  ces  valeurs  entraîne 

la  seconde ,  elles  ne  peuvent  néanmoins  satisfaire  à  la 
proposée  que  lorsque  Texposant  m  est  positif;  il  faut 
donc ,  d'après  cela ,  que  m  soit  >o  ,  et  <^i ,  ou  po- 
sitif et  fractionnaire.  Dans  ce  cas  ,  la  solution  par- 
ticulière est  y'=^a. 

Si  on  avoit  -7^  =  Vi ,  Y  étant  une  fonction  de  y , 

d*  '^ 

d»y  1       dFdy 

on  trouveroit  t*  = — -rrr^ — r^;et  si  la  fonction  Y 

d«*       a\/Yàyàx 

devenoit  nulle  par  la  supposition  àty=a^  sans  qu'il  en 

arrivât  autant  à  — j — ,  c'est-à-dire,  s\y — a  n'étoit  qu'un 

facteur  simple  de  V,  l'équation  j^=a  seroit  une  solu- 
tion particulière  de  l'équation  proposée  :  dans  le  cas 

d*y 
contraire  ,  la  valeur  y=:a  rend  -T-^=o,et  n'est  qu'une 


do:* 
intégrale  particulièse. 

Méthodes  pouf  résoudre  par  approximation  les  équo" 
tiens  différentielles  du  premier  ordre. 

Q78.Ap  rès  avoir  épuisé  les  moyens  connus  pour  in- 
tégrer une  équation  différentielle  »  il  faut  chercher  à  la 
résoudre  par  approximation,  c'est-à-dire ,  à  en  tirer  la 
valeur  de  ^  en  x,  au  moyen  d'une  série.  Lorsque  l'on 
coonoît  la  forme  que  doit  avoir  cette  série ,  on  eu    éter- 
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mine  les  coeflicîens ,  en  la  substituant  ainsi  que  sa  dilFé'* 
rentielle ,  au  lieu  de  y  et  de  ày ,  dans  réquatioo  pro- 
posée. 
Si  on  avoity  par  exemple,  Féquatioa 

dj^+jfdx=map"dx, 
on  supposerait 

mettant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  dé  dy ,  qui  en  ré- 
sulte, dans  dj+jrdx=mx"dx,  on  auroit 

«i<x«- »  +  («+ 1  )  Bx-+(*+2)  Cjf-^^' +  («+3)  Da:^'-*^+ etc.  1 
— mx*  +  Ax'+  Bx'^'+  C*-+»+etcJ 

cette  équation  deviecdroit  identique  en  faisant  n=M i  ^ 

ou  «c=:n+i,et^4= — ,  ^=-- ,C= 


et  on  trouveroit 

— «  ,  —— 

Cette  valeur  dej^  est  incomplète,  puisqu'elle  ne  renferme 
point  de  constante  arbitraire  ;  voici  comment  on  pour- 
roit  en  obtenir  une  qui  eût  toute  la  généralité  que  com- 
porte une  intégrale  : 

Soitf  (x  ,jf ,  c)  =o  l'intégrale  d'une  équation  diffé- 
rentielle quelconque;  pour  en  déterminer  la  constante  c, 
il  faudroit  connoître  la  valeur  de  y  qui  répond  à  une 
certaine  valeur  de  x  *,  savoir ,  par  exemple ,  quey=b  » 
quand  x=a  :  au  moyen  de  cette  condition  on  au- 
roit {(a ,  b ,  c)=o ,  d'où  ou  tireroit  la  valeur  de  cen  a  et  b. 

Il 
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n  est  évident  qu'on  remplira  le  même  but  en  préparant 
l'expression  dey,  déduite  de  l'équation  différentielle,  de 
manière  qu'en  y  faisant  x  =  a  ,  il  en  resuite  j^rz:  ô  ;  or  , 
c'est  ce  qui  peut  s'effectuer  en  posant  ar=a+t,j^=^-|-u, 
et  prenant  pour  représenter  u ,  une  série  dont  tous  les 
termes  s'évanouissent  quand  ^  =  o. 

L'équation  d^  +  jr  d  x  =  m  x"  d  *  devient  par  cette 
transformation  d  u+{b  +  u)6t  =  m  {a+ty ,  et  faisant 

u=At'  +  B  r-t-»  +  Ct*  -+■*+  etc. 
on   trouvera 

AAt*-'  + {a+i) Bf+  («+2)  C/-H-«  +  €tc. 
+  Af+  Bf^'  +  etc. 

n  nCn — i) 

'''^¥ia'^^m'-a''^H^m  -^ a"*^/*—  etc. 

i  i.â 

il  faudra  supposer  dans   cette  équation  «e  —  i  =  o  , 
ou  «=  1  ,  €t  il  viendra 

A=ima^—b,  B= ■ — » 

^      mn(n — i  ^a"""*  — mn  û"""* +ma" — b 
Czz2  a  etc. 

a. 3  ' 

■  - 

279,  La  série  de  Taylor  s'applique  immédiatement  a 
la  recherche  qui  nous  occupe.  En  regardant  b  comme 
une  fonction  de  a,  cette  quantité  deviendra 

^  ,     db   t      â^b     r    ^  àH      t^       ,    ^ 

b  -1 — ; +  -^ +  -1— S-  '  +  etc. 

^    da   I  ^  da»  1.2  ^  da^    1.2.3  ^ 

lorsque  b  se  changera  en  a  -|-  ^  ;  et  on  aura  par  con- 
séquent 

^dbtà'b     t^    ^    d'6       t^        ,      ^ 


dai       da*    1.2        da^    1.2.3 

Mais  puisque  a  et  &  sont  deux  valeurs  correspondantes 
Calç.  diff:  B  b 
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de  x  et  de  y,  il  doit  y  avoir  entr*eUea  et  le  coeffi- 
cient j- ,  la  même  relation  qu*eDtre  a:,  y  et  j-  :  on 
da  QJT 

trouvera  donc  la  valeur  de  -r- ,  en  mettant  a  et  &  à  la 

da 

place  de  a:  et  de  ^ ,  dans  Téquation  proposée  ;  et  les  dif- 
férentielles successives  de  ce  résultat  donneront  lesi  va- 
leurs de  — : — ,   ,    ;■,  etc.  par  on  calcul  absolument sem- 

blable  à  celui  du  n*.  4a. 

Si  on  fuit  a4-i  =  a, ,  et  que  Ton  écrive  V  pour  S, 

y  pour  j~,  Y"  pour  ,  etc.  enfin  Y",  pour  6+«» 

da .  CM 

on  aura 

*  i  i.a  1.2.3 

formule  analogue  à  celle  que  nous  avons  trouvée  dan« 
le  n*".  209 ,  et  qui  n'en  diffère  qu'en  ce  que  les  coefii- 
ciens  Y\  Y' ,  F",  etc.  contiennent  dans  le  cas  actuel, 
outre  la  quantité  a  ,  la  première  valeur  Y,  et  cela ,  parce 

variables  x  et  y. 

Tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n^.  cité  s'applique  néces- 
sairement ici  :  si  donc  on  prend  une  suite  de  quan- 
tités a ,  a,  y  Oft ,  Aj , an,  telles  que  chacune  diffère 

très  -  peu  de  celle  qui  la  précède  ,  que  Ton  néglige 
les  quarrés  et  les  puissances  supérieures  des  diffé- 
rences a, — fl,  Ca — «r ,  etc.  on  formera  les  valeurs  suc- 
cessives de  Y, ,  Y, ,  Y, ,  et  on  en  déduira  la  valeur  de  Y,. 
On  pourroit  aussi  revenir  de  cette  valeur  à  celle  de  Y, 
comme  dans  le  n».  an.  EnGn ,  s'il  étoit  nécessaire  de 
tenir  compte  d'un  certain  nombre  da  puissances  de$ 
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difFérences  a» — a,  a^^at ,  etc.  on  auroit  recours  aux 
formules  du  n®.  2219  ,  en  observant  que  les  coefii- 
ciens  V ,  F',  etc.  Y\  ,  Y\ ,  etc.  se  déduisent  de  l'expres- 

dy 
«on  de-ji  et  de  ses  différentielles  ,  en  y  mettant  succes- 
sivement a  et  y,  c,  et  Y, ,  etc-  au  lieu  de  x  et  dej^. 

De  la  construction  géométrique  des  équations  différent 

tielles  du  premier  ordre. 

280.  Ce  qui  précède  fait  voir  que  les  équations  diiFé- 

rentielles  du  premier  ordre  à  deux  variables  sont  toujours 

possibles,  c'est-à-dire,  qu*on  peut  toujours  assigner  des 

valeurs  soit  rigoureuses ,  soit  approchées,  de  la  fonction 

qu'elles  déterminent  :  la  même  chose  se  prouve  aussi 

par  des  considérations  géométriques.  En  eifet ,  le  coeiE- 

dy 
cient  -p  ,  donné  par  Téquationdiffésentielle  proposée , 

est  la  tangente  trigonométrîque  de  Tangle  que  fait  avec 
la  ligne  des  abscisses ,  la  tangente  de  la  courbe  qu;  re- 
présente cette  équation  (64)  '  prenant  donc  le  point  M, 
Jig,  5a,  correspondante  Tabscisse  i4P=:a,  et  à  Tor-  FIG.5a« 
donnée  PM=^b,  on  mènera  la  ligne  MT ,  faisant 
avec  MQ,  parallèle  à  AB,  Vaa^le  M'MQ  égal  à  celui 

dont  la  tangente  est  r-  >  ou  V  ;  cette  droite  touchera 

la  courbe  cherchée  au  point  M.  Passant  ensuite  à  un 
point  P',  infiniment  proche  deP,  tirant  l'ordonnée  P'Af, 
et  formant  au  point  M  un  angle  M"M!  (^  ,  dont  la  tan- 
gente soit  égale  à  Y', ,  valeur  consécutive  de  Y',  on  aura 
une  tangente  T  M\  consécutive  à  Titf.  On  voit,  qu'en 
continuant  ce  procédé,  on  tracera  un  polygone  qui  dif- 
.  férera  d'aut^t  moins  de  la  courbe  à  laquelle  appar- 

Bb  a 
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tient  TcquatioD  proposée ,  qn^on  en  multipliera  les  côtéj. 
II  résulte  aussi  dé  cette  construction  qu*une  équatioo 
différentielle  du  premier  ordre  représente  une  infinité  de 
courbes,  puisqu'on  peut  prendre  le  premier  point  M  ou 
on  voudra. 

281.  L'intégration  des  équations  différentielles  da 
premier  ordre  s'appelle  ;aussi  Méthode  inversé  des  tan^ 
gentes ,  parce  que  toute  équation  diffërenlielle  de  cet 

ordre,  donnant  l'expression  de  -^  en  a:  et  en  y,  fait 

connoître  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées 

et  la  .«outangente ,  ou' la  tangente,  ou  la  normale,  etc. 

dans  la  courbe  qu'elle  représente.  £n  effet ,  si  on  tire 

dy 
de  l'équation  proposée--e^  =  p,  la  soutangente  aura 

V  y^  *  +  p"* 

pour  expression  •- 1  la  tangente ,   etc.    (  64  )• 

On  découvrit  le  Calcul  différentiel  pour  mener  des 
tangentes  aux  courbes ,  c'est-à-dire ,  pour  résoudre  /e 
Problême  direct  des  tangentes.  On  s'occupa  ensuite  du 
Calcul  intégral,  pour  parvenir  aux  équations  primi* 
tives  des  courbes  par  les  propriétés  de  leurs  tangentes , 
mais  les  progrès  et  les  nombreuses  applications  de  ce 
Calcul  ont  fait  abandonner  la  dénomiiiation  de  Méthode 
iitv'erse  des  tangentes ,  qui  ne  convenoit  qu'à  un  seul  de 
ses  usages. 

Dans  les  premiers  temps  on  chercha  à  déterminer 
par  les  aires  ou  même  par  les  arcs  de  quelques  courbes 
connues  ,  l'ordonnée  de  la  courbe  demandée  ;  depuis  on 
a  laissé  ces  constructions  de  côté;  parce  que,  quel- 
qu'élegantes  qu'elles  fussent  dans  la  théorie ,  elles  étoient 
toujours  moinscômmodes  et  sur-tout  moins  exactes  dans 
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la  pratique ,  que  les  formules  approximatives  qui  ont 
pris  leur  place. 

Une  équation  difTérentielle  ne  peut  se  construire 
eii  général  que  lorsqu'on  en  a  séparé  les  variables  , 
parce  qu'alors  l'expression  de  Tune  d'elles  ne  dépend 
plus  que  de  la  quadrature  d'une  courbe  dont  l'équa- 
tion primitive  est  connue. 

282.  Proposons-nous  de  construire  la  courbe  dans 
laquelle  la  sotitangente  est  égale  à  une  fonction  donnée 
de  l'abscisse  x  ;  Véquation  différentielle  de  cette  courbe 

V  d  X 
sera-ï^-T —  z=X,X  désignant  la  fonction  donnée.  Les  va- 
riables se  séparent  sur-le-champ ,  dans  cette  équation , 

d  V       d  jc 
qui  n'a  que  deux  termes  ;  et  il  vient  -^  =  -=7-.    Multi- 

.         y  A 

plions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  unequan* 

.  ,                                              mdy      mdx    ^,,  . 
tite  constante  m ,  nous  aurons -= — rr-;  et  désignant 

y         A 

par  Ly  le  logarithme  dey  ^  pris  dans  le  système  dont  le 
module  est  m ,  l'intégration  nous  donnera 

màx  1     /»m*da: 


En  construisant  d'abord  la  courbe  DN  ^fig.  53 ,  telle  que 

m' 
l'ordonnée  correspondante  à  Tabscissei^P,  soit  PiV=-^> 

A 
•>  7|i*d  X 

l'aire  ADN?  donnera  la  valeur  de  / ^ — .   On  lé- 

duira  cette  aire  à  un  rectangle  FQ  »  dont  l'un  des  côtés 

soit  m ,  1  autre  côte  A  Q,  exprimera  —J ^ '>  ^^ 

crivant  ensuite  la  logarithoiique  ER ,  .dont  les  ordonnées 

Bb  3 


FIG.  53. 
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soient  perpendiculaires  à  Taxe  A  C,  et  élevant  par  la 
pointQlaperpeadicoIaîre  AQy  onauraL.RQ:=ilQ  (101) 

ou  L.l?  Ç= —  /--r=7 — ,  RQ  sera  donc  égale  à  l'or- 

donnée  PM  de  la  courbe  cherchée  (*). 

II  faut  bien  remarquer  que  cette  construction  n'exîge 
pas  que  l*on  ait  Texpression  analytique  de  ia  fonction  X; 
on  pourroit  prendre  à  sa  place  Tordonnée  d*une  courbe 
quelconque  rapportée  i  l'axe  AB,  et  effectuer  sur  cette 
ordonnée  et  sur  la  ligne  arbitraire  m  les  opérations  gra- 
phiques indiquées  par  les  formules  ci -dessus.  On  voit 
aussi  que  la  ligne  m  n*a  été  introduite  que  pour  rendre 
ces  formules  homogènes,  et  peut  être  supposée  égale 
à  Tunité. 

383.  levais  encore  rapporter  la  solution  d'un  pro- 
blême célèbre  dans  les  premiers  temps  où  I  on  s'est 
occupé  du  Calcul  intégral  >  du  problême  des   trajec^ 
toires.   Il  a  pour  objet  de    déterminer  la  courbe  qui 
coupe  toutes  celles  d'une  espèce  donnée ,  sous  un  angle 
donné.  On  entend  ici  par  courbes  d'une  espèce  donnée , 
les  diverses  courbes  particulières  qu'on  peut  obteniv  en 
assignant  successivement  à  l'une  des  constantes  d'une 
équation  primitive  toutes  les  valeurs  possibles.  Si,  par 
exemple  ,  on  fait  varier  le  paramètre  d'une  parabole , 
il  en  résultera  une  suite  de  paraboles  rapportées  au  même 
axe  9  ayant  même  sommet ,  et  dont  les  extrêmes  seront 


(*)  Nous  ne  nous  sommes  pas  arrêtés  à  détailler  les  différens 
moyens  de  décrire  la  logarithmique ,  qai  ne  sont  tons  qu'approxi- 
matifs ;  parce  qu'il  est  plus  simple  de  la  construire  par  points  ,  an 
mojen  des  tables  de  logarithmes.  On  pourrott  employer  aus«i  les 
espaces  asymptotiquei  de  l'hyperbole  (  ^27  }• 


p 

X 
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â*une  part  Taxe,  et  de  l'autre  la  ligne  qui  lui  est  per- 
pendiculaire et  qui  passe  par  le  sommet  :  la  courbe  qui 
coupera  toutes  celles-ci  sous  un  angle  donné  eu  sera  la 
trajectoire  (*). 

Soient  D^N^,D  N,  D' N' ,  etc.  fig,  54  ,  les  courbes  FIG.  54. 
coupées  eX  M  Z  la  courbe  coupante  ^  ou  la  trajectoire 
cherchée  ;  si  par  Tun  quelconque  M  de  ses  points  on  lui 
mène  une  tangente  M  ^,  et  qu'on  tire  aussi  celle  de  la 
courbe  coupée  qui  passe  par  ce  points  langle  TMt, 
d'après  Ténoncé  de  la  question ,  doit  être  égal  à  Tangle 
donné.  Désignons  par  a:\y,  les  coordonnées  des  courbes, 
coijpées ,  par  x^y ,  celles  de  la  courbe  coupante , et  par  a 
la  tangente  trigonométrique  de  Tangle  Constant  TM/, 
qui  est  égal  à  la  différence  des  angles  MTP  et  MtP , 

dont  les  tangentes  respectives  ont  pour  expression —r-^ 

dy 
et  -^  (64)  ;  nous  aurons 

tang  TJIf  t=tang(3f  tP— MTP), 

dy      d/ 

et  par  conséquent    a= ,    ,    ,  (Trig.  26). 

1  -I-  — — — 

Nous  supposerons  ici  que  Ton  connoisse  Téquation  pri- 
mitive des  courbes  coupées  ;  on  en  tirera  par  la  dif- 
férentiation  dj''=pdx',  et  Téquation  ci- dessus  de- 
viendra 


(*)  On  donne  aussi  en  Mécanique  le  nom  de  trajectoire ,  à  la 
conrbe  décrite  par  un  corps  sollicité  par  des  forces  quelconques  ; 
mais  il  ne  sauroit  être  question  de  cette  espèce  de  trajectoire  dans 
un  euTrage  consacré  uniqaeroent  à  l'Analyse  et  à  la  Géométrie. 

Bb  4 
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Il  Faudra  écrire  par-tout  x  et  y,  »  aa  lieu  de  a/  et  à^y, 
parce  qu'au  point  M  ta  courbe  coupée  et  la  courbe  eon- 
paqte  ont  les  mêmes  coordonnées.  Cela  fait,  si  on 
élimine  entre  réquation  {A)  et  Téquation  primitive  dee 
courbes  coupées,  la  constante  dont  les  différentes  valeurs 
particularijtent  chacune  de  ces  courbes ,  on  aura  on  ré- 
sultat qui  embrasse)-a  toutes  leurs  intersections  succes- 
sives avec  la  trajectoire  »  et  en  s^a  par  conséquent  Vé- 
quation. 

Prenons  pour  exemple  les  paraboles  ayant  même 
axe  et  même  sommet,  et  dont  I  équation  est  jr'"=«r'"; 


m  «a'"»-* 


il  viendra  p= 5 — --.  Nous  pourrons  chasser  im- 

médiatement  de  cette  expression  ,  au  moyen  de  Féqna* 
tion  propoftée»  le  paramètre  «  qui  particularise  chaque 
parabole  d'un  même  degré;  substituant  le  résultat  dans 
réquation  {A) ,  après  avoir  changé  x'  et  y'  en  x  et  en  y  p 
et  divisant  ensuite  par  x''*"'^^"^'  ,  nous  trouverons 

«(nxda;  +  Tnydy)'\'my  dx  —  nxdy  =  o. 

Cette  équation  étant  homogène ,  peut  se  traiter  par  le 
procédé  du  n**.  255.  Lorsqu'on  a  m — ji — 1  ,  elle  devient 
intégrable  en  la  divisant  par  x^+J'S  puisque 

.rdx-t-ydy        ,,.y : — r 


yàx — x(\y      _         /  *\  ^/»  X 

et  que  -^ : ^  =d.  arc  (  tang=  -  J  Oiba)  ; 

*•+/•  \  y/ 

donc        all/a:*-)-y*    +arc  [  tang=- j  ^^  C, 

\/x*  ^  y""  /  ^  \ 

ou  a  1 : =  arc  f  tang=-  )  » 


on   a 
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en  changeant  la  constante  arbitraire.  Si  on  fait 

V'x-»+>*  =  tt,  arc  Mang=- j  =  «, 

on  retombera  sur  Tégnation  des  spirales  logarithmiques 

qui  ont  la  propriété  de  couper  leur  rayon  vecteur  sons 

un  angle  conntant  (i  i4)  ;  et  en  effet ,  dans  le  cas  actuel 

les  courbes  coupées  ne  sont  autre  chose  que  toutes  les 

lignes  droites  menées  par  l'origine  des  coordonnées ,  et 

dont  Téquation  est  y*^=-  «  «'.  _ 

Si  on  vonloit  que  l'angle  TlAi  fût  droit ,  il  faudroit 

supposer  a  infini,  etpar  conséquent  netenir  compte  que 

des  termes  qu*il  multiplie;  Téquation  ci-dessus  se  ré- 

duiroit  ànxdjr-}-7nydj'=o,  dont  l'intégrale  ;Mr'+my'=rc, 

nous  apprend  que  la  courbe  qui  coupe  à  angles  droits 

toutes  les  paraboles  proposées  est  une  ellipse  décrites  ur  le 

même  axe  que  ces  courbes,ayant  pour  centre  leur  sommet 

commun.  Les  trajectoires ,  pour  lesquelles  l'angle  TNit 

est  droit  ,  s'appellent  trajectoires  orthogonales  ;   leur 

dy 
équation  générale  est  i-p-pT^=o,  et  s'obtient  en  fai- 

Qx 

sant  a  infini  dans  Téquation  {A), 

2  84.  Les  considérations  géométriques  conduisent  aussi 
à  la  théorie  des  solutions  particulières  y  que  nous  avons 
exposée  dans  le  n®.  27a.  Proposons-nous  ce  problême  : 
trouver  une  courbe  telle  que  toutes  les  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  donné  ,  sur  les  tangentes  de  cette 
courbe,  soient  égales.  Pour  parvenir  àTéquation  diffé- 
rentielle, il  faut  se  rappeler  qu'en  nommant  j/  et  y'  les 
coordonnées  d'une  conrbe ,  et  x  et  y  celles  de  sa  tangente, 

dy' 
l'équation  de  cette  droite  est  j'— y=  r~  (*— a:')  (67); 

CLX 
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prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  point  copnii 
duquel  doivent  être  abaissées  tontes  les  perpendiculaires, 

dx' 

jchacune  d'elles  aura   pour  équation  j^=  — --=— 7-  x 

(  Trig.  67  ),  et  ta  longueur  sera  exprimée  par  ^  x*  +y*> 
En  mettant  pour  x  et  pour  y  les  coordonnées  do  point 
où  elle  rencontre  la  tangente  qui  lui  correspond»  et 
dont  les  valeurs  s'obtiennent  en  déterminant  s  et  y  par 
les  deux  équations  ci-dessus  (  Trig.  68  )  1  on  aura ,  en 
vertu  de  ces  équations , 

dx«+dy*        '    ^~  do/^+dy»         ' 

Kdx'^  +  d/* 
l'équation    différentielle  de  la  courbe   chlsrcbée  sera 

donc  *'  à/— y  d  jc'=nV^dj/»+dy». 

Cela  posé  y  il  est  facile  de  voir  que  le  cercle,  dont 
le  rayon  =  n  ,  et  dont  le  centre  est  l'origine  des  coor- 
données ,  satisfait  à  la  question.  Ce  cercle  ayant  pour 
équation  y* -|- x'*  =  n*  ,  est  précisément  la  solution 
que  nous  avons  trouvée  n°.  273*,  mais  toute  ligne  droite  ^ 
située ,  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées  ,  de 
manière  que  sa  plus  courte  distance  à  ce  point  , 
soit  égale  à  n ,  résout  également  le  problême  proposé , 
et  comme  il  y  a  une  infinité  de  lignes  droites  qui  peu- 
vent remplir  cette  condition,  c'est  dans  Téquation  qui 
les  comprend  toutes  que  réside  l'intégrale  complète  de 
l'équation  différentielle  trouvée  ci-dessus  ^  et  qui  est  en 

effet  y —  cx'=:  n  V/ 1 4-  c*  (  ^70  ). 

Une  circonstance  digne  de  remarque  et  qui  s'ap- 
perçoit  sur-le-cbamp  ,  c'est  que  toutes  les  lignes  droites 
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dont  on  yient  de  parler  seront  nécessairement  touchées 
par  le  cercle  qni  représente  la  solution  particulière , 
puisqu'il  a  pour  rayon  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
chacune  d'elles. 

La  même  relation  a  lieu  entre  les  diverses  courbes 
.  que  représente  l'intégrale  complète  d'une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre  ,  et  celle  qui  résulte  d'une 
solution  particulière  de  cette  équation  ;  la  dernière 
touche  toutes  les  autres.  En  effet,  l'équation  différen- 
tielle ne  détermine  que  la  direction  de  la  tangente , 
et  toute  courbe  qui ,  dans  un  point  quelconque  ,  aura 
la  même  tangente  que  Tune  des  courbes  déduites  de 
l'intégrale  complète /y  satisfera  nécessairement  :  or, 
c'est  ce  qui  arrive  à  la  courbe  qui  touche  toutes  celles-ci. 

Il  suit  de  là  que  la  développée  d'une  courbe  n'est  autre 
'  chose  que  la  solution  particulière  de  Véquation  différen- 
tielle qui  représente  toutes  les  normales  de  la  dévelop* 
pante  (gS),  et  qu'en  général  les  courbes  données  par 
les  solutions  particulières  résultent  des  intersections  suo« 
cessives  des  courbes  qui  répondent  aux  diverses  valeurs 
que  peut  avoir  la  constante  arbitraire  dans  Fintégrale 
complète. 

La  règle  donnée ,  n^.  vj/^ ,  pour  trouver  les  solutions 

particulières ,  peut  aussi  se  déduire  des  considérations 

géométriques.  En  effet ,  si ,  pour  chaque  valeur  de  x  , 

dy     .  , 
la  valeur  de  ~  y  tirée  de  l'équation  différentielle  pro- 

posée ,  convient  en  même  temps  h  la  courbe  de  la  solu- 
tion particulière  et  à  l'une  de  celles  qui  résultent  de  l'in- 
tégrale complète  ;  il  u*en   est  pas  aii^^i  de   la  valeur 

de       ^  ,  lorsqu'il  n'y  a  qu'une  osculation  du  premier 

ordre  entre  les  deux  courbes  dont  on  vient  de  parler  (98). 
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Il  suit  de  là  (90) ,  que  Texpression  de  ce  coeiEcieut^ 

trouvée  en  difiereotiant  Téquation  proposée  »  doit  de» 

0 
Tenir  -  pour  tous  les  points  de  la  courbe  qui  représente 

la  solution  particulière.  La  même  chose  arriveroit  encore 

dans  le  cas  où  Tosculation  seroit  d'un  ordre  plus  élevé 

d^v 
que  le  premier;       -^   auroit  toujours   deux  valeurs  ^ 

mais  ces  valeurs  seroient  égales» 

De  l'intégration  des  équations  différentielles  du  second 
ordre,  par  le  moyen  des  transformations. 

a85.  Les  équations  différentielles  du  second  ordre , 

les  plus  simples ,  sont  celles  dans  lesquelles  Tune  des 

variables   ne   s*élève  pas  au-delà  du    premier  degré; 

nous  avons  déjà  traité  (ans) ,  les  équations  de  cet  ordre 

d"y 
comprises  dans  la  forme  — -^  =  X,  X  désignant   une 

fonction  de  x ,  c*e5t  pourquoi  nous  passerons  tout  de 

suite  à  celles  qui  ne  renferment  que  les  deux  coefliciens 

dy    d*  y  ,         d  y 

différentiels -f^,    ,  -^  .  Faisant  pour  abréger    .      =p, 

ds    àx*  '^  ^^       d* 

'  d*v        dp 
nous  aurons -T-=^= -7^  I  et  réquation  proposée  don- 
do:"        dx 

nera  nécessairement  ^p- z=F,  P  étant  une  fonction  connue 

dx 

de  p.   On  tirera  de  là  dx  =  — ^  ,    et  par    consé^ 

quent  x=  f—^  ;  mettant  pour  dx  sa  valeur  dans  l'é- 

/p  d  p 
— p —  •    " 
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ne  8*agira  plus  que  d*élim!ner  p  entre  les  deux  équa- 


tions 


x=c+J^'-^ety=c,+J' 


pdp 


p    -.,—-..  ^       p      ,pour  avoir 

Tintégrale  en  x  et  y.  Elle  sera  complète  ,  car  elle  ren- 
fermera deux  constantes  arbitraires  ;  et  il  suit  en  effet 
du  n^.  44;  q^^  Tinté^rale  de  toute  équation  du  second 
ordre  n'en  peut  contenir  qu*nn  pareil  nombre.  L'élimi- 
nation de  p  ne  pourra  se  faire  que  lorsqu'on  aura 
effectué  les  intégrations  indiquées;  mais,  parles  qua- 
dratures y  on  construira  la  courbe  cheichée. 

Soit  pour  exemple  l'équation    ■      ^^  •^~=  a.  En  met- 

tant  pdx  pour  dj^ ,  et  dpdx  pour  d'j^ ,  on  changera  cette 

1 

.      .        {x-^p^ydx 

équation  en^ —-^ — =  a,  et  on  en  tirera 

dp 

da;  = ^~i>    dj'  =  pda;= — - — ^. 

Uintégration  donnera 


x=  C  + 


ap 


Vx-\-p- 


.    j^=C,— 


1/1 +  p* 

éliminant  p  ,  il  viendra  (x — 0*+^ — CO^^z=^a'^. 

L'équation  différentielle  proposée  n'est  autre  chose 
que  l'expression  générale  du  rayon  de  courbure ,  égalée  à 
une  constante  a  (99}  ;  et ,  comme  on  deyoit  s'y  attendre , 
Tintégrale  est  lequatioa  du  cercle  ayant  cette  constante 
pour  rayon. 

r 

286.  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  équa- 


pdp 


tioni  x=C+  f-^  ety=C,+J^^  J"     satisfont  , 


t 
i 
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■ 

dit 
ducana  en  particulier ,  i  l'équation  diflEiirentiaik^E^ssP, 

et  qa*en  supposant  te  seconds  membres  Intégrés  »  eDet 
ae  seroient  qne  du  premier  ordre  :  il  y.  a  donc  dans  ce 
cas  denx  équations  de  cet  ordre  qui  satisfont  i  Téqua- 
tion  proposée  du  second ,  et  qui  en  sont  par  conséquent 
les  intégrales ,  tandis  qu'une  équation  du  premier  ordre 
n'a  qu'une  seule  intégrale.  Il  est  £acile  d'appercevoir  la 
raison  de  cette  différence. 

Soit  Z£=o  f  une  équation  primitive  entre  j; ,  y  et  deux 
cçBstantes  c  et  c,  /  si  on  diiférentie  deux  fois  de  suite 
cette  équation,  on  pourra  éliminer  entre' {^=0» 
dCr=o  f  d*  U=o ,  les  deux  constantes ,  et  arrÎTer  ainsi  i 
une  équation  du  second  ordre  qui  eu  soit  indépendante  ; 
mais  la  combinaison  des  équations  17=  o  et  d  Uz=io 
conduira  i  denx  équations  différentes  dfu  premier'ordre: 
Tune  résultera  de  l'élimination  de  c, ,  et  l'autre  de  celle 
de  c.  Représentons- les  par  F=o,  ^1=0;  il  est  évident 
que  l'on  parviendra  à  l'équation  du  second  ordre»  en 
éliminant  c  entre  V=^o  et  dr=o,  ou  bien  c,  entre  F,=o 
etd  F'i=o  :  chacune  des  équations  ^"=0,  F",  =0,  est 
donc  l*intégrale  de  celle  du  second  ordre.  On  les  appelle 
intégrales  premières ,  pour  les  distinguer  de  l'équation 
primitive  £/=o ,  qui  est  Vintégrale  seconde» 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  déduira  l'équation  Uz=zo^ 
des  deux  équations  F==oet  F',=o>  en  éliminant  entr*elles 

le  coefficient  différentiel -p  =  o ,  et  que  par  conséquent 

on  aura  Tintégrale  seconde  ou  Téquation  primitive  d'une 
équation  du  second  ordre ,  lorsque  l'on  connoitra  ses 
deuk   intégrales  premières ,  et  qu'on  pourra  en  chas- 

dy 

ser  -7^. 
dx 
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Ces  remarques  8*étendent  aux  équations  de  tons  les 
ordres.  Pour  le  troisième ^par  exemple,  Téquation  primi- 
tive doit  contenir  trois  constantes  arbitraires  (44) ,  on 
parvient  à  l'équation  différentielle  de  cet  ordre,  en 
éliminant  ces  constantes' entre  les  équations 

mais  si  on  n*en  chasse  que  deux ,  on  aura  trois  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre ,  puisqu'on  pourra 
conserver  chacune  d'elles  à  son  tour.  Les   équations 
qu'on  obtient  ainsi  ,  sont  des  intégrales  premières  de 
Téquation  différentielle  du  troisième  ordre ,  qui  résul- 
tera nécessairement   de  l'élimination  de  la   constante 
qu'elles  renferment.  Les  intégrales  secondes  sont  ici  les 
équations  du  premier  ordre  que  donne  l'élimination  de 
chacune    des   constantes   entre   les    équations    27=  o 
et  àUzzzo  ,  et  l'équation  primitive  r/=:o  est  V intégrale 
troisième,  Nousne  pousserons  pas  plus  loin  ces  considé- 
rations; nous  en  conclurons  seulement  qu'une  équation 
différentielle  de  l'ordre  naun  nombre  n  d intégrales  pre- 
mières^ et  comme  ces  intégrales  sont  de  l'ordre  n — i , 
elles  ne  renferment  que  les  n — 1  coefficiens 

ày        d'y  d"~'y. 

di'       à^' dar«-'  ' 

si  donc  op  peut  les  éliminer,  on  aura  l'intégrale  n<"*, 
ou  l'équation  primitive  qui  répond  à  l'équation  diffé^ 
rentielle  proposée. 

• 

387.  Nous  nous  occuperons  dans  cet  article  de  l'équa- 

d*v 
tion     ,    -=  y,  Y  désignant  une  fonction  quelconque 

de^.  Sionfaitdj=pdx,  on  en  peut  tirer  dj:= -7^, 
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ce  qui  donne  -^-^=— =-^=^-^  ;  snbstitaant  dani  k 
^  dx*        ûx       ày 

proposée ,  il  en  résulte  pàp=Yày  ,  et  en  intégrant  »  on 

trouve  p^=zafYdy+C,  d'où  il  suit 

p  =  ^=l/C+2/ydy  et  ar==  A==â^=:==:  +  C,. 
^      d*     •^    ^  '       -^  ^ï/C+ayYdy 

Il  est  bon  d'observer  que  l'intégration  ci-dessas  pent 
s'effectuer  en  multipliant  la  proposée  par  dy;  car  il 


vient  alors  -^  •  •t^=  ^  dv  »  et  comme  -^  =d,  ?^ , 
d*    d*  '  dx  •  d« 


• 


Appliquons  ce  procédé  à  l'équation  d*yV^û^  =  dx*  ; 
nous  aurons 

d*^ 1         ày    à^y ày 

^""^Vay'    ^*'    do?  ~y^* 

2c 

en  intégrant-  Changeant  C  en  — ^=»  ,    nous    tirerons 

ya 

de  là 

faisant  ensuite  c  +  rj»  =  s; ,  il  viendra 


dx  (z-c)àz  i        -i 


et  enfin 


a?  ' 


388.  On  a  vu  dans  le  Calcul  dilTérentiel  (liS), 
^ue  passé  le  premier  ordre  la  forme  dés  expressions  dif- 
fétentietles  chaiigéoit,  suivant  qu'on  prenoit  x  oujr  ^ 
ou  même  one  fonction  de  ces  quantités  pour  variable 
indépendante ,  et  que  cela  revenoit  i  regarder  succes- 
sivement comme  une  constante  d  a: ,  ou  d  y  ,  ou  une 
fonction  donnée  de  ces  différentielles  et  de  leurs  varia- 
bles; il  est  donc  nécessaire  »  lorsqu'on  se  propose  d'in- 
tégrer une  équation  du  second  ordre ,  de  savoir  dans  la- 
quelle de  ces  hypothèses  elle  a  été  calculée.  Les  exemples 
précédons  répondoient  tous  à  la  supposition  de  y  égal  à 
iine  fonction  dé  a; ,  et  par  conséquent  de  dx  constant; 
mais  il  sera  facile  dé  reconnoitre  parmi  les  équations  re- 
latives à  d'autres  hypothèses  ,  celles  qui  peuveht  s'y 
rapporter. 

11  est  d'abord  évident  »  qu'en  désignant  par  Q  une 

dx 
fonction  quelconque  de  — -r >  toute  équation  de  la 

d*ac 
forme        -^ — =Q>  ^*  ^*^"  laquelle  ày  est  regardé  comme 

constant ,  se  traitera  dé  même  que  celle  du  n^,  ù65  ,  éh 

-  .        àx  d'x         àa    '^ 

faisant  —  ==  ç ,  et  --r-j-  =  -~-^ .  Un  peut  encore  là  ra- 

mener  immédiatement  à  la  forme      "^^  =  l',  en  passant  1 
par  le  procédé  du  n*.  116,  à  la  supposition  de  dxjcons- 

tant ,  ce  qui  se  fera ,  par  la  substitution  de  —  ■■       ^-^ .  à 

d'x 
la  place  de  — — ^ 

Si  réquation  proposée  eût  été  prise  dans  Thypothisè 

de  K  dx*+djf*  constant  t  et  qu'elle  ne  renfermât  que 
GalcéUff.  Ce 
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àx,  dy,  d*y,  ou  ày.,  dx,  d*x,  elle  rentreroit  en- 
core dans  le  cas  du  n°.  a85 ,  après  qu'on  l'auroit  trans* 
formée  en  une  autre  dans  laquelle  àx  fût  constant. 

28g.   Passons  maintenant  aux  équations  qui  con- 

dy      d*y 
tiennent  les  deux  coelHciens  diftérentiels  ^»  -7-7»  et  la 

variable  x.  Il  est  évident  que  ces  équations  se  ramènent 
«ur  le  champ  au  premier  ordre,  par  la  substitution 
de  pdx  et  de  àpdx ^  au  lieu  de  dy  et  de  d^y.  Si  on 
peut  intégrer  la  transformée ,  et  que  Ton  parvienne  a 
en  tirer  l'expression  de  p  en  x  >  on  obtiendra  y  par 
Téquation  y=fpdx  ;  et  si  cette  transformée  donnoit  x 
en  pf  on  feroit  usage  de  la  formule 

y=px—fxdp  (  148  ). 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  détailler  les  diffe- 
rens  cas  intégrables  que  présentent  les  équations  pro- 
posées ;  ils  se  découvriront  aisément  par  l'application 
des  divers  procédés  enseignés  précédemment  pour  in- 
tégrer les  équations  du  premier  ordre. 

bi  les  équations  proposées  etoient  entre  — ,  — -^^  et^ , 

'  on  les  ramèneroit  au  cas  précédent  en  prenant  dy  cons- 
tant ^  au  lieu  de  do:,  ou  bien  en  chassant  dx;  au  moyen 

dy 

de  sa  valeur  —  ,  tirée  de  Téquation  d^stpdx*,  et  on 

auroit  ainsi 

d»y  _  dp_  pip_  ^ 

dx*      dx       dy 

la  transformée  ne  renfermeroit  alors  que  p ,  dp  et  dy. 
Quand  elle  pourra  smiégrer^  et  qu'elle  donnera  p  en^^ 
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on  trouvera  x  par  la  formule  x=:J—^,et  par  la  for- 
mule x='^+J-^-—-'f  lorsqu'on  auraj^  en  p. 

390.  Ces  deux  méthodes  conduisent  aux  équations 
des  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  est  exprimé  en 
fonction  de  Tune  ou  de  l'autre  des  coordonnées.  5oit, 
par  exemple ,  X  la  fonction  de  x  supposée  égale  à  ce 
rayon  dans  la  courbe  demandée  ;  Féquation  différen- 
tielle sera  (9g) 

_____  =^x,  ou  — X, 

ou  enCn 

àx dp 

En  intégrant  il  vient 

/dx  ., 

-^  par  V  et  nous  aurons 

V  rji         r    ^àx 

P  =  x/  »      y=fpàx=i     ■_  .. 

291.  L'équation  du  premier  degré  et  du  second  ordre 
dont  la  forme  est 

d'>+Pdxdj'  +  Qj^dx'=lldx% 

P  y  Q  eX  R  désignant  des  fonctions  de  x,  se  présente 
immédiatement  après  celles  que  nous  venons  de  traiter , 
et  se  ramène  à  l'équation 

d'»  +  Pdxd»+^«dx*=:o, 

Ce  a 
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par  la  même  transformation  qoi  nous  a  serfi  dans  le 
n*.  257  à  faire  dépendre 

ây  +  Pydx=zQ,  de  dz  +  Pzàx^=Ch. 

En  effet;  la  supposition  de  yz=zXz  donna 

d*^=Xd*;t+âdXd»  +  «d*X 

et  change  Téquation  proposée  en 

X(d'2;+Pdxd»  +  Qadj:*) 
+  adXd«  +  P«dXda:+ftd'X=Jlda?\ 

Si  on  fait 

d*«  +  Pdxd«+  Q*da?*=o, 

et  qu*on  parvienne  à  tirer  de  cette  équation  la  valeur 
de  a^  en  a:  y  on  aura  pour  déterminer  la  fonction  Xp 
l'équation 

adXd2j  +  P«dXdr  +  »d*X=RdxS 

qui>  par  rapport  aux  variables  x  el  Xy  rentre  dan» 
celles  du  n^.  S89  ;  et  faisant  dX=Xd  x,  elle  se  chan« 
gera  en 

2X'dz+PzX'dx  +  zdX'=Hdx, 


ou 


\        zàx/  z 


Cette  équation  n'étant  que  du  premier  degré  et  du 
premier  ordre  par  rapport  à  X',  conduit  (367)  à 

z  * 

résultat  qui  devient 
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en  obseryant  que 

z 
on  aura  ensuite 

X=/X'à  x  +  C,       y  =zfX'A  »  +  C,«. 

292.  II  faut  bien  remarquer  qu*il  n'est  pas  nécessaire 
â*a?oir  Tintégrale  complète  de  Téquation 

d««+Pd«da  +  Q«clx*=o, 

mais  seulement  une  valeur  particulière  de  s ,  qui  y  sa- 
tisfasse; car  les  constantes  arbitraires  sont  comprises 
implicitement  dans  Texpression  de  y. 

Le  calcul  précédent  fait  voir  encore  que  de  cette 
valeur  de  z  on  déduiroit  aussi  Tintégrale  complète  da 
Téquation  en  z\  car  si  Ton  fait  A=Oy  l'équation  en  y 
deviendra  semblable  à  celle-ci ,  on  aura 

x—^^ — ,     x=yrdx+C; 

z 
et  jr=«/X'd*+C»« 

sera  Tintégrale  complète  de  Téquation 

d*y+Pdydx-f-Qyd«"=o,  , 

z  étant  alors  une  valeur  particulière  de  y. 

Si  on  parvient  i  connoitre  deux  valeurs  particulières 
£  et  2,  y  de  y ,  on  formera  Tintégrale  complète  de 
l'équation  ci-dessus,  en  prenant 

C  et  C|    désignant  deux  constantes   arbitraires;    en 

effet,  on  auru 

dy=Cd  z-f-C,d£| 

•^  Cc3  : 
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et  l'équation  proposée  devenant  par  la  substltotion  de 
ces  valeurs 


C(à*z  +  Pdzdx+Qz 
+  Ci(dH,+  Pdz,dx+Qz^ 

ssra  satisfaite  indépendamment  des  constantes  C  et  Cr^ 
en  vertu  de  l'hypothèse  établie  sur  2  et  2, ,  puisque  les 
quantités  qui  multiplient  ces  constantes  8*évanouis5eDt 
en  même  temps  que  le  premier  membre  de  Féquatioii 
{>roposée. 

2g3«  L*équation 

d*z  +  Pdxds  +  Qzdx*=^o 

se  ramène  au  premier  ordre  y  en  faisant  v=e        ,  f  dé- 


signant une  nouvelle  variable  ;  car  on  a  par  ce  moyen 

ftàx  fiâx 

dz=e        tdx,         d»2;  =  e        (t*àx^+dtàx^, 

la  fonction  e       devient  facteur  commun  de  Téqnation 
proposée  qui  se  réduit  à 

<*dx»+d^djp+P«djc*-f-Qd.r»=o. 
ou  à        dt  +  Çt^+Pt+Q)àx  =  o{*}. 

294.  Lorsque  les  coefficiens  P  et  Q  sont  constans> 
désignons*les  par  A  ^  B\  Féquation 

di  +  (t»+P«+  Ç)dar=o 
devient 


(^)  Il  est  bon  de  remarquer  qae  la  transformation  efiRectnée  d- 
dessns  ramènera  en  général ,  au  premier  ordre  tonte  équation  dn 
second ,  homogène  par  rapport  aux  quantités  (  »  d  (  >  à^\  ,  consi- 
dérées comme  des  variables  distinctes^ 
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et  se  trouve  séparée  en  lui  donnant  la  forme 

.- -—  -9-dji?=o; 

mais  comme  on  n*a  besoin  que  d*y  satisfaire,  on  ap« 
perfj-oit  facilement  que  si  l'on  fait  (=m ,  m  étant  un» 
constante^  on  aurad<=o,  et 

m*4-^  ïn  +  B  =  o. 

Cette  dernière  équation  donne  en  général  deux  valeurs 
pour  m;  si  on  les  représente  par  m'  et  m", on  aura  ausst 

ftàs 

pour  e       deux  valeurs,  savoir  : 

e         =  e"^'';        eJ""  V=  e«"*  ^ 
et  Ton  en  conclura 

f  =  Ce~"+C.e«"* 
valeur  complète  de  s. 

295.  Qu£Ûid  les  valeurs  de  m  sont  imaginaires ,  et 
par  conséquent  de  la  forme 

jn'=«  +  /•  K  —  I ,  m' =flt — jSy--^  „ 

on  a 

=  e    \Ce  +C/ie  /; 

en  rend  ce  résultat  réel ,  en  exprimant  les  exponen- 
tielles imaginaires  parle  moyen  des  sinus  et  des  cosinus.  U 
vient  (164) 

e  =co8/8jt-^V — I  sm/ljt» 

e  =cosiSx-— K  — -isin /Sjv» 

x=c«'[(C+C,)co8i8x  +  (C— C,)V^^^6in/l*3; 

Ce  4 
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et  faisant 

oo  a 

«=e*'(ccosi8x  +  c,8În/8x) 
ou  bien 

i=p  e**8in  (  ij»  X  4"  9  ) 
prenant 

Lorsque  les  racines  mf  et  m"  sont  égales  »  la  valenr  de  m^ 
réduite  i  t 

Ce«'*+  C,e«'-=e"''(  C  +  C) , 

devient  incomplète  ;  il  faudroît  dans  ce  cas  se  servir  de 
la  valeur  particulière  s=e"*^'  pour  obtenir  l'intégral» 
complète  ,  suivant  le  procédé  du  n*.  ^92;  mais  on 
y  parvient  plus  facilement  par  des  considérations  ana« 
logues  à  celles  du  n^  56 ,  en  supposant  que  mf'  différa 
de  m  d*une  quantité  très-petite. 
Soit  en  général  m'^=  m'+  ft  ;  il  en  résulte 

développant  e^  suivant  les  puissances  de  A ,  on  a 

z=e^''(  C+  C,+  CJix  +  Cftx.-—  +  etc. 

a 

=«'"''(  c  +  c*+  c, 4"  etc.  ) 

2 

en  posant  C+C,=c,       C,A  =  c,. 

Cette  dernière   expression  qui  satisfait  à  la  proposée 
pour  toutes  les  valeurs  de  h^  convient  encore,  si  A: 
pu  si  m'=m',  et  se  réduit  alors  à 

^qG.  Passons  à  Téquation  plus  générale 

4»  y+y<  d y  dx  +  B^  d x»= /?  dq;«, 
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On  a  ponr  l'équation 

diaprés  les  formules  du  n^  291 , 
y  =  zfX'dx  +  C,z 

1 dxC/e.^^^Rzdx  +  C)  ; 

cette  expression  ,  renfermant  deux  constantes  arbi- 
traires ,  est  complète  ^  en  sorte  qu'il  ne  s*ag^plus  que 
d  y  substituer  une  valeur  particulière  de  z.  L'équation 
proposée ,  dans  laquelle  les  coefficiens  At\B  sont  cons- 
tans^  conduit  à 

d*z  +  >4d*dz  +  B«dx*  =  o; 
on  satisfait   à  cette  dernière  en  supposant  z=c^, 
m  étant  déterminée  par  l'équation 

m*  -f-  Am  +  ^=0: 
ou  aura  donc  ,  à  cause  de  ¥=zA , 

En  intégrant  par  parties,  on  trouvera  que 

/ê-(^"+^'»>dx^-'-t^)*Wx 

_  ^g~C-^-<-»"'>/ev-^'»^>'Hdj?+/ê"""*i?dj7       _ 
^  ^  +  2/n  ^^'' 

si  on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  de  y ,  et 

qu'après  les  réductions  on  mette  n  à  la  place  de — (^A-^m), 

il  viendra 

•^  m—/» 

e~^/e-""  RAx  —  e"'/c-»'H  d  x 
-f- j 


(^)  La  formale  à  intégrer  ici  revient  i 
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OU ,  en  changeant  la  forme  des  constantes  arbitraires , 

^  m  —  ïi 

II  est  facile  de  voir  que  la  quantité  n  est  la  seconde 
racine  de  l'équation  in*+À  m  -}-  ^= o  »  puisque ,  par 
l'hypothèse  m'{'  n=^  —  A. 

Lorsque  ces  racines  sont  imaginaires ,  oi\  transforma 
l'expressi  A  de  y  par  le  moyen  des  sinus  et  des  cosinus, 
comme  dans  le  n^.  âg5  ;  ou  bien  en  supposant  dans 
Texpression  générale  de^ , 

»=e*f  cos /8  jc,.  ou  »=  e**sin  ^  X , 

taleort  particulières  qui  résultent  de  U  seconde  expres- 
sion complète  de  s,  dans  le  n^»cité  i  lorsqu'on  fait  c:=o  » 
on  Ci=:o  y  et  en  intégrant  par  pacties  pn  trouve 

é^sm  fiT/è''^Râxcoê^x  ^cosfiâûfiT^'Rdxmn^'], 

■4-  "  '  " 

^  fi 

Dans  le  cas  où  Ton  a  771=71 ,  l'expression  trouvée  plus 
haut  pour  y  devient  incomplète  comme  dans  le  n^.  déjà 
cité  ;  et  la  seconde  partie  de  cette  expression  se  pré- 
sente alors  sous  la  forme  f  ;  mais  on  élude  cette  diflî* 
culte  en  observant  que  A  devient  égal  à  —  21  m ,  et  que 
dans  cette  hjrpothèse  Téquation 

se  réduit  à 

en  intégrant  on  trouve 

^=C,e"»'+c'"*(Cx+xyê-~Hdx— yê-"^Jlrdx) , 
ou 

y=é^(^Cx+  C,)+e«'(x/«-î»'ildx— /«-~ilrdx). 
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On  rencontre  fréquemment ,  dans  les   applications 
de  l'Analyse  à  la  Physique  céleste  ,  Féquation 

d*v  K 

pour  laquelle 

m=aV —  1  ,  ou  «3=0  et  /8=a; 

son  intégrale  sera  donc 
y  z=zp cos  ax  -^  q émax , 

sincx/Kd  jpcosojp— "cosg xfR  Axànax 

a 

La  fonction  R  a  ordinairement  la  forme 

A  +  B  cos  fix  -^-C  cosy  x  +  etc. 

Àt  B,  Cf  etc.  étant  descoefBciensconstans  ;  fi ,  y»  etc.  dé- 
signant des  nombres  entiers»  et  les  intégrations  indiquées 
&*efFectuent  par  le  procédé  du  n®.  ig6. 


■  I  -1 


297»  L'intégration  de  Téquation 

d*z  +  Rdzdx  +  QzA;v*—o, 

peut  rarement  s'eiFeotuer  lorsque  les  coeiEciais  P  etQ 
bont  variables  s  on  y  réussit  par  «xemple  lorsque 


a  +  bx'      ^    .  {a±bxy 
On  a  (294) 

faisant 

(a  +  bx)t  =  m, 
il  vient 

(a+ijr)diii+(m»+(i<— fc)m+B)dx"=o. 
On  satisfait  encore  à  cette  équation  en  prenant 
djii  =  o  et  m*'\' (^A '^  b)m^B  z=o , 
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d'où  OQ  tire  deux  valeurs  de  t ,  savoir  : 


m  m 


<  =  -TT— .^= 


mais  puisque 


on  aura 


Méthodes  pour  résoudre  par  approximation  les  équa^ 
lions  différentielles  du  second  ordre, 

I  •  ■    ■ 

^9^'  Soit  réquatipn  d'y+ax"jfdj:*=o;  »î  on  sup- 
pose que  la  valeur  dey ,  qjui  satisfait  i  cette  équation  » 

ait  la  forme 

^xr+Bx^^+  Cx^^^+  etc. 

et  que  la  suite  des  exposans  soît  croissante ,  on  que  f 
soit  positif»  00  pourra,  en  supposant  x  très- petite  » 
coocevoir  que  Texpression  de  y  se  réduise  à  sou  pre- 
mier terme,  parce  que  les  suîvans  sont  trop  petits  pour 
être  comparables  â  ce  premier;  dans  cette  hypothèse, 
on  pourra  se  borner  à  prendre 

et  Téquation  proposée  deviendra 

«(fit — i)i4x*""*+ai4x*"^"=o. 

Il  ne  sera  pas  possible  de  déterminerez,  dé  manière  que 
les  deux  exposans  ec— a  et  «-{-n  deviennent  égaux, 
excepté  dans  le  cas  particulier  où  n  =  —  fl  ;  mais  si  Ton 
suppose  X  très-petite  ,  on  satisfera  pourtant  a  Téquation 
ci-dessus  de  deux  manières;  savoir,  en  prenant  et=o 
etec=i  ;  parce  que  par  Tune  et  l'autre  hypothèse,  le 
terme  «(*— 1)^1:1*""*,  qui  est  le  plus  grand ,  s'évanouit  : 
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A  recta  donc  indéterminé  ,  et  Ton  a  deux  séries ,  l'nne 
commençant  par  A  et  l'antre  par  Ax. 
En  prenant  donc  successivement 

y=A+Bx^+  Cx*^  +  etc; 
yz=zAx+Bx'^^+  Cx'-H^+  etc. 

et  substituant  ces  valeurs ,  ainsi  que  les  valeurs  corres- 
pondantes de  d'y ,  on  reconnoitra ,  en  ordonnant  les 
termes ,  que  «T  doit  être  égal  à  a  ;  et  déterminant  dans 
chaque  cas  les  coefficiens  A,  B ^  C,etc.  on  parviendra 
à  ces  deux  séries  : 


(/i+i)(/i+2)    •   (n+iXn+2)(a/i+3)(2/»+4) 

a^As?'^^ 

+  etc. 


>lx- 


(n+  i)(/»+2)(a/i+3)(2/i+4)(3/»+5)(3/i+6) 


(n+a)  («+3)    '  (/»+2Xn+3)(i£n+4)(2/ï+5) 

(ii+2)(ii+3Xan+4)ta/»4.5)(3A+6)(3n+7)  ^    '  * 

Les  développemens  rapportés  plus  haut  ne  sont  que 
particuliers ,  puisqu'ils  ne  contiennent  que  la  constante 
arbitraire  u4;mais  en  écrivant  dans  le  dernier  u^^  à  la 
place  de  A^  et  prenant  ensuite  leur  somme ,  on  aura  (39  a) 
une  expression  générale  à,ty. 

299*  Tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n^.  279,  sur  les 
équations  du  premier  ordre»  peut  s'appliquer  à  celles  du 
second,  avec  cette  seule  diiFérence  que  le  second  terme 
des  séries  rapportées  dans  cet  article  doit  être  regardé 
comme  arbitraire,  puisque Tequation  proposée  ne  donne 

que  le  coefficient  ---p;-  et  ceux  qui  le  suivant.  Four  dé- 
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De  l'intégration  des  équations  différentielles  des  ordtiés 

supérieurs  au  second,  ^ 

3oi.La  difficulté  d'intégrer  les  équations ^fFéren* 
tîelles  devient  d'autant  plus  gi'ande  tfoLt  ces  équations 
sont  d*un  ordre  plus  élevé  ;  au  delà  du  second  on  ne 
réussit  que  sur  un  petit  nombre  de  classes  d'équations. 
Nous  ne  nous  occuperons  point  ici  des  équations  com- 
prises dans  la  formule  à!^y=XAx'^ ,  déjà  traitée  n^  222. 
L'équation  d"jr=yd  j?"  y  dans  laquelle  Y  désigné  une 
fonction  de  j^  »  ne  peut  en  général  s'abaisser  qu'à  l'ordre 
inférieur*  Pour  y  parvenir ,  on  la  changera  par  les  for- 
mules du  n^.  1 16  y  dans  une  antre  où  la  différentielle  d^ 
soit  prise  pour  constante ,  et  on  fera  ensuite 

àx=p'ày,à^7î=Ap'Ay , d"r=:d»-"»/>'d/. 

Soit  f  tme  fonction  quelconque  \  l'intégration  de  toutes 
les  équations  comprises  [dans  la  série  suivante 

dx-^^y^'  dx-     w 

ne  dépendra  que  de  celle  des  fonctions  d'une  seule  va-» 
riable.  Cela  est  évident  pour  la  première ,  qui  donne  sut 

dy 
le  champdx  =  ^  -^    ■  ;  et  pour  traiter  les  autre»  ^  ofi 

fera 

dy  d*y  dV  d^ 

di  =  P'    •d^=''    "dï^  =  ^>     d^  =  ''«^^- 

dUs  deviendront  par  ce  moyen 

(7=f<p),    r=f(9),     ^=f(r)etc. 


A  ,.  " 


/  ' 
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mais  comme  on  aura 

âpcrfdjTf    dq=:ràx,    drs^dx,  etc. 
on  obtiendra  successivement 

dr       tir 

dxïs:  »— zr         ■ .  etc. 

s      f(r)* 
â*où  on  tirera 

/•dp  /*d<i  A»dr 

ensuite  i  cause  de 

y=fpàx,     y=fdxfqix,     y^fdxfdxfrdx  ^  etc» 
il  viendra 

/•dr    pdr    rrdt 
Les  équations 

d; 

s'intégrent  aussi  ;  la  première  a  déjà  été  traitée  n^.  287: 
en  conservant  les  mêmes  dénominati(fns  que  ci-dessus  > 
les  autres  deviennent 

9==fO')»    ^=^(j^)f    5=f  (^),  etc. 
muhiplîant  ensuite  les  deux  membres  de  la  première 
par  pdx  ^  ceux  de  la  seconde  par  qdx ,  ceux  de  la  troi* 
sième  par  rdx  «  et  observant  que 

pdx=dy,    fdjTs^Pi    rdxzssdq,    ^dxrsdr,  etc. 

il  vient 
pdp=î(y)dy ,     qdqi=zfÇp)dp ,    rdr^(q)dq,  etc. 
Calcdiff:  Dd 


^-ny)»    dx»       Vds/' •  dx«~n5^V 


4l9     TRAlti,  ihi  KSNT  At&K 
ce  qui  donne 

|p«=/ïty)4y.  f^/fO»)*»  l'^/%)aç,  ««c 

Mail  comme 

P       9       f      • 
•D  «nra 

d«=  _       — .  etc. 

d 

et  d'après  Ut  formnléa  employéet  pUu  hant 

Il  est  facile  de  voir  que  les  mêmes  transformations 
réduiront  à  Tordre  n^i  »  tonte  éqnation  de  Tordre  n 
dans  laquelle  il  n'entrera  que  les  diflperentielles  des  deux 
variables  i  avec  Tune  d'elles  seulement 

Soa.Les  équations  du  premier  degré  offinant  dane- 
tous  les  ordres»  des  propriétés  analogues  à  celles  que  nous 
leur  avons  trouvées  pour  le  second  (291  «  1192)  :  i*.  Tin- 
tégratiott  deTéquation 


^=/i/..  ^    '  •*''• 


+  i'Tr=±i  +  Q 


dac*  dx*    *  djF*   ^ 

ou 

d  »jf  +  P  d— "jfd«+  Q  d*-^dap* . . . +I^^sfUr-, 
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Oans  laquelle  Pf  Q,...  .DeiF,  déiignent  des  fonctions 
de  X,  et  qui  ne  renferme  que  les  premières  puissances 
de^  et  de  ses  diiFérentielles ,  ne  dépend  que  de  celle  de 
Téquation 

d''*+Pd''-**dx+  Qd'-^j&dx* +  Uzàx"=o. 

2*.  Il  sufllt  de  connoitre  un  nombre  n  de  valeurs  particu- 
lières deZ|  pour  obtenir  sur-le-champ  l'expression  gé- 
nérale de  cette  fonction  ,  en  sorte  que  si  on  désigne 
par  Zi,  Sjt  >  23 , Zn  9  ces  valeurs ,  on  aura 

C,  ,  Ca , C„  9  étant  des  constantes  arbitraires* 

Cette  dernière  proposition  est  facile  à  prouver  ;  car 
i\  est  évident  que  chacune  des  équations 
C,(d''a|+Pd"^%dx+Çd''-«2,dxV  .  .  +  Uz,dx")=n 
C5,(d%+Pd*^'zada:+Çd«^Zad**. . .  +  rr«.  dar«>=:o 

• $• •••• 

C«(d%+Pd»-«s>,djp+Qd''-'*«„<J«'..  .+''iKt,dx^)=o  , 
étant  identique,  par  Thypothèse  ,  leur  somme  donnera 
une  équation  identique ,  qui  sera  précisément  celle  q'u^oii 
obtiendroit  en  mettant  dans  la  proposée ,  à  la  place  de  z 
et  de  ses  différentielles  ,  les  valeurs  qui  résultent  de 
l'expression  générale  de  «• 

La  démonstration  de  la  première  proposition  n*ofFre 
guère  plus  de  difficulté.  Supposons  que  la  valeur  de^  soit 
de  la  même  forme  que  cr:ll«  àez,  mais  que  les  quan- 
tités C,  ,  Cft,  C31...  au  lieii  d'être  constantes  conime 
ci-dessns ,  soient  des  fonctions  de  x  ;  et  pour  fixer  Ic9 
idées ,  prenons  Téquation  proposée  du  troisième  ordre 
seulement  :  nous  aurons  j=C,«,  +  C^-j-  C2Z3 ,.  expres- 
sion dans  laquelle  il  faudra  déterminer  Ci ,  C^  et  C3  ,  dé 
manière  qu'elle  satisfasse  à 

A^y+Pàydx^^QdydM*+Uydx^=zrdx\- 

Dd  a 
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Formons  tncoeaiiTtiiieDt  loi  Yalenrt  de  dy  ^  d^  ot  d^, 
en  traitant  C,,  C^,  €$,  oomma  dat  Tarîablat;  now 
tronverona  d'abord 

dy=C,d»»+  C.d«,+C5d«3+*,dC,+MC;+a,d<i  ; 

mais  comme  nous  avons  trois  quantités  i  détemuaer. 
et  que  la  question  proposée  ne  nojis  oflSre  qa'nne  con- 
dition,  notts  en  pouvons  choisir  deux  autres  i  notre 

■  • 

gré  ;  nous  ferons  en  conséquence 

Si  d  Cl  +  'ftd  C^+%^d  Ct=:Q  » 

ce  qui  nous  donnera 

dy  =  C,  dsi+CsdSft  +Cs  d«j. 
En  differentiant  cette  valeur  »  il  viendra  '^ 

d'jF=CKd%^(;d%^<^%-^d«|dC,^de.dC«-ii*d6,d(^i 
posant  encore 

ds,dC;+ds.dCt+d«,d^sso» 

il  restera 

d^  =  C.d»».  +  C.d*«,+  C,d*«„ 

â*où  nous  tirerons 

d'jf=C,d»«,  +  C.d«s.+  Csd«a, 

+d*  s,d  C,  +  d*s»d  Cft+d'Jb  d  C». 

Par  la  substitution  des  valeurs  dejf ,  ày,  û*f  et  d'y  , 
Téqnation  proposée  deviendra 

C,(d'«.+Pd»»,dx+  Qd»,dx*+  Uz,àot^  \ 
+C.(d's.+Pd*«.d«+Çd*.da:«+r/s.dx')r  _  , 

+X:fA^Z3VPdU^x+qà»idx*+Uz^àx^)f'^'^^^  • 

^^%dC,+  d«ï»dC.+d»Mfi  J 

et  se  réduira  à 

d«»,dC.  +  d*MC,  +  d»«,d(i=rd«», 


'v  - 
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pnîsqae  lea  fonctions  s,  »  *•  «t  29 ,  satisfont  i  réquft- 
tion 

d^z  +  Pd*zdx  +  Qàzàx»+  Vzix^=o. 

Noas  aurons  entre  les  différentielles^  d  C, ,  d  C»  et  d  C3 , 
les  trob  équations 

»tàCt  +  z^àCi+zsàCs=so 
ds,dC,+dz^dC»+ds3dQ: 
à^z,  à  C,+d%d<i+d»»3dCi=rd*» 

dont  nons  tirerons  les  valeurs  de  cbacnne  de  ces  diffé- 
rentielles exprimées  en  x  et  en  d  :i;  »  lorsque  celles 
de  X||  Zft ,  s^,  etc.  seront  connues.  On  eu  déduira  par 
rélimÎDation  des  résultats  de  la  forme 

dt^=Ar,  dx,    dCft=X'.d*,    dC3=X'|dx» 

doù 

C.=/X,dx+c,,  C.=/X.dj:+c*.  C^/X^x+c^', 

et  par  conséquent 

r=zXfX^àx+c,)+z,ifX,dx+c,)+E,(fX^^^,) 

sera  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée* 

Si  l'on  ne  connoissoit  que  deux  valeurs  particulières 
de  £ ,  la  proposée  ne  ptfurroit  s'intégrer  qu'avec  le  se- 
cours d'une  équation  du  second  ordre.  En  effet ,  on 
auroit  alors 

y=C,z,+€^z^,     djf=C,  d«, +  C.d«,, 

en  faisant 

Si  d  C,  +  Sa â  Ca sc=o ; 

* 

nais  on  ne  pourrok  disposer  que  d'une  seule  des  quan- 
tités C,  et  Ca  I  il  fandroit  employer  le  développement 
complet  de  d^,  qui  seroit 

d«jf=C,d%+C.d%+dz^dC,  +d«adC., 

Dd  3 
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M  qui  doimtroit 

+d».d*c.+a<d*c; 

snbstitnatitdafislapfopoléêi  et  rUnisant  de  U  mêmf 
manière  que  ci-desses,  on  obtteadroit 

d*,d*C,+d»,d*Ci+ad«»,dC,  -fad%â£L     i     ^^ 

+Pdft,dC;d*+P4^dC,d*J '*'^^  ' 

équation  de  laquelle  on  chassera  d  C«  et  d'Q ,  en  tirant 
leurs  tâleurs  deTéquation  ZtAC^+xjiCt^^so ,  et  de  sa 
diffiérentiélle ;  la  résultante  se  contenant  que  A*C^, 
dC,  et  des  fonctions  de  â?«  se  ramènera  au  premier 
ordre  (289). 

Enfin ,  lorsqu'on  n'aura  qu'une  seule  valeur  de  z , 
on  tombera  sur  une  équation  auxiliaire  du  troisième 
ordre,  réductible  au  second;  c'est  ce  dont  il  est  facile 
de  se  convaincre ,  en  mettant  dans  la  proposée, 

C,z,,     C,d2c+«,dC, ,     C,d««c+2d2,dC,+«,d*C, , 

C,d*B«  +W«,dC,+3d»,d»C,+»,d3C, , 
au  lieu  de  ^ 

l'équation  produite  par  ces  substitutions  pourra  se  ré- 
duire à 

4.d»C,+3d«,d»C,  +3d*»,dC,     ^ 

+Pz,d*C,dx+aPd«|dC,cl*  i  =rdx3. 

Si  Ton  suppose  V=o  »  l'équation  en  y  devient  la 
même  que  celle  qui  doit  donner  z ,  et  par  conséquent  les 
calculs  précédens  feront  voir  comment  avec  deux ,  ou 
seulement  une  valeur  particulière  de  cette  fonction  ,  on 
peut  parvenir. à  son  expression  générale.  La  méthode 
que  nous  avons  appliquée  à  l'équation  du  premier  degré 
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«t  du  troisième  ordre ,  convenant  anx  éqnationâ  du  mtme 
degré  dans  tons  lei  ordres  ,  il  doit  e^dster  pour  chaque 
ordre  des  proposidons  analogues  à  celles  que  nous  ye* 
nons  de  prouver.  Nous  conclurons  donc  de  ce  qui  pré- 
cède y  que  si  l'on  a  un  nombre  n  de  vcUeurs  particulières 
de  z  y  on  en  déduira  immédiatement  V expression  générale 
de  cette  fonction ,  et  que  tonparviendra  à  la  même  exprès* 
sion ,  dans  le  cas  où  l'on  ne  cormoîtroit  que  n^i  va- 
leurs  particulières^  en  intégrant,  une  équation  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre  :  cette  proposition  est  due 
â  Lagrange ,  ainsi  que  la  démonstration  que  nons  venons 

d'en  donner. 

« 

3oD,  L*équation 

d"i5+Pd«-*zdx+Çd"-««d*». .  .+J7«dj:»=o 

se  peut  s*intégrer*dans  tous  les  cas  ;  mais  on  y  satisfait  en 
faisact  js=e^' ,  lorsque  les  coefficiens  P,  Q,. . .  Z/ ,  sont 
constans,  parce  que  dans  cette  hypothèse  elle  devient 
divisible  par  e^'dx"^  après  la  substitution  des  valeurs 
de  z ,  d  «  y  d*2y à^z ,  qui  sont 

^mx  ^    e'^'mdx ,    c^'m'dx*, e^'m^dx"  : 

on  trouve  alor« 

m^+Pm^'-'+Qm"-^ +  U=o. 

Si  on  désigne  par  m^,  m^, ma,  les  n racines  de 

cette  équation,  on  aura 

miX  m^x  mf^c 

ZfZ^ie       ,         z^-=:e       ^...£«=0        , 
et  par  conséquent 

7n,a:  m^x  "f^^.-  m^x 

z^C.ê        +C.e        4-C3C         +  C„e      . 

Telle  est  I  expression  générale  de  z   lorsque  les  ra- 
cines /Hii  m^,. , .,  6ont toutes  inégales  et réélleï). 

Dd4 
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Si,  panni  cm  Mciac»,  il  s'eatrooTe  d*iinagiinairif^ 
coBUDe  elles  voot  tonjoiurs  par  paires  de  h  tona» 


en  pourra  faire  disparoître  tes  k  — •  i  »  en  cluuigeant  les 
exponentienes  en  sinus  et  en  cosmos  »  par  les  (bmiiilee 
dnn^  i64;  eCsi  m,  etiR^scMit  deoz  racines  imaçinaîree 

de  la  même  paire/  les  termes  C,e  +  C^^  » 
qu'elles  fournissent  i  la  valènr  complète  de  s,  de- 
viendront (a^B) 


C.e  +C»^ 

=c«*KC,+(tyoo8ilx  +  (C,— C,)V^— i«ni8x3 
«se^'Cc  o^  jBa?  +  Cssb  il  X  ) =pe^sb  (jBx  +4) 

Si  quelques-unes  des  racines  m.  »  m»  »  etc.  deviennent 
égales  entr*enes  ,  la  valeur  complète  de  s  perd  de  sa  gé^ 
néralité;  parce  qu*aIors  plusieurs  des  constantes  C,  , 
C4 ,  C3  y  etc.  se  réduisent  à  une  seule  »  ainsi  qu*on  Ta 
vnpour  le  deuxième  ordre  (2g5).  Soit  d'abord  m{=m^  \ 

les  deux  termes  C,e        +  C»e        n*en  donneront  qu'on, 

savoir  i  (C,+ CL) o  ;  l'expression  de  s  ne  renfermera 
plus  qu'un  nombre  it—i  de  constantes  arbitraires  :  mais 
si  on  suppose  mA=m,+ftf  on  trouvera 


Tli^X  Iflf^         IfliX  kx 

C,«        +C.e       =w       (C,+C.«    )= 


"•*[C.+C.(i+  ^+  ^  +  etc.)] 
==«    ■   (ci+c«af+c,— —  4;etcOf 
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7ni« 
(en  changeant  Ci  -*-  C^  en  C|  »  et  C^en  O = e      (c  |  -^c«Jr), 

en  faisant  &=:o« 

Substituant  cette  quantité  i  la  place  de^e  -^Qe  , 
la  valeur  de  z  reprehdra  la  généralité  qu'elle  doit  avoir 
pour  être  l'intégrale  complète  de  Téquation  propotée; 
nous  auront  donc 

TiixX  ni^x 

«=e        (c,+c»r)-1-Qe        +etc 

Pour  arriver  an  cas  où  jii,=?n»=m3 ,  nous  feront 
dans  le  résultat  précédent  m3=m, +A'»  ^t  il  de- 
viendra 

m,jr  Vx 

«=e       (C|+c«x+Q^      )  +  etc. 

En  développante^',  nous  trouverons 

=«"''*[c.+Ci+(c.+Cyk>+  ^3^+  Cs5^  +  etc.)+etc. 

changeant  les  constantes 

*'» 
c,+Q>    Ca+Q^'  et  Cj —  en  c, ,  c^  et  Cai 

nous  auront 

t=e    *  (Ci+CftX-fcsx'-l-^s-â*  +etc.)  +  etc. 

cts=e        (c,+Cft«+csX*)  +  atc  lorsque ft'=rii. 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  ti  Von  a 

Tilt  ZS  711^  ZZ  THs^S  m^  ^ 

1  expression  générale  de  s  sera 

Z=re         (c,+f4X+C3«*+C4x')  +etc. 

et  ainsi  de  suite. 
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5o4*  Si  l'on  a  iip  nombre  m  d'équations  différea{ielfey 
du  prenûer  degré  I  renfermant  Un  nombre  iyi4*t  de  ta^ 
riables ,  nne  eeole  de  ces  variables  sera  indépendante  »  et 
les  m  autres  en  inront  des  fonctions.  Quaikd  em^Êt^ 
nières  et  leurs  coeSciens  diflféreitfielft  ne  s*élaveniBtpas 
aii^elà  dtt  la  première  pnimmB  dans  les  éfoafiMS 
proposées,  qui  seront  alors  du  premier  depét  on 
pourra,  par  la  méthode  indiquée  au  n**»  iig,  parrenir 
a  une  équation  différeiitieUe-da{H:eaîer  degré  «tre  Tune 
des  fonctions  i  déterminer  et  la  Tariable  que  Ton  re- 
garde comme  indépendante;  mais  on  peut  qadçwfois 
éviter  les  calculs  de  Télimination ,  en  mtégrant  conjoint 
tement  les  équations  proposées. 

3o5»  D*AIenibert  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  de 
l'intégration  immMBate  de  plusieurs  équations  diflîreii* 
tiellesi  et  la  méthode  qu'il  imagina  dans  cette  occasion 
est  trop  ingénieoee  pour  la  passer  sous  silence.  Soient 
i**.  les  équations 

(Mu  +  Nx  )d«+Pdu+-Çda:=Tdt 
iMu  +  N'x)dt  +  Fdu+Qdx=rdt; 
si  on  multiplie  la  seconde  par  un   facteur  I,  fonc- 
tion d^t,  et  qu'on  l'ajoute  ensuite  à  la  première ,  il 
viendra 
KM+Brê)u+CN+N'ê)x]dt+(P+Fê)du+iQ+Q;édx') 

résultat  qui  rentreroit  dans  Téquation  du  premier  degré 
et  du  premier  ordre ,  a  deux  variables  seulement ,  si 
Ton  avoit 

puisqn'eD.Sùsant  . 

,     N+N'l      _ 

""^  M+M'i  '^-^' 
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on  tronveroit 

(itt+af  i>  d  <+(P+P'i)  d  «  =:  (  T+ ro  d  e, 

équation  du  premitr  degré  et  du  premier  ordre  entre 
le^  variables  X  et  t. 

Pour  que  la  condi^on  exigée  soit  remplie ,  il  faut 
en  général  que 

p+Fê  ~  jtf +Ari  '  jtf+JT»  "'*'• 

chassant  I  de  la  seconde  équation ,  on  en  déduira  une 
relation  entre  les  coeffidens  Jf ,  *V,  P ,  Q ,  ilf ',  W,  P',  Q', 
Lorsque  ces  coefficiens  seront  constans  ,  elle  sera 
satisfaite  immédiatement  en  supposant  I  constant,  et 
ce  facteur  sera  déterminé  par  la  première  équation, 
qui  ne  monte  qu'au  second  d^gré.  Si  on  désigne 
par  #t  et  1^ ,  les  yaleors  de  4  ;  par  mi  et  m^  »  celles 

'  P4,yi    ;  par  n, ,  Ji.,  celles  de  ^^    jj,^  ;  enfin , 
par  T, ,  Ta,  celles  de       *•  .  ,   on  trouvera  (267)  ces 

*  ^"*    s 

deux  équations  primitives 

u  +  ii,r2=se         (/c      T.rff  +  C,  ) 

u-|-np:î=:e         (/c       Tadt+C»), 

desquelles  on  tirera  les  expressions  générales  de  u  et  de  a.*, 
12^.  Soient  les  équations 

{M  u+N  x+P  y^dt^  Q  di«+H  àx+S  dy=iT  àt 
(jr  u+N'x+P'y)dt+    Q'àu+Rdx+S^  djr=T'd^ 
Qru-UN"x+Py)dt+  q'du+irdx+S''ày=rdt  ; 

on  multipliera  la  deuxième  par  l,  la  troisième  par^r^  on 
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les  ajontera  «uaite  «Tac  la  pramièn  ;  ea  qui  dottoara 

KJif+jir«+jir«>+(iv+iw«+iV"«>+(P+P'*+P"«'îy]â« 

Foar  ramener  ce  réniltat  i  la  forme  d*ime  ttpatàdm  de 
premier  degr^  et  dn  premier  ordre  à  dans  vaiiablaa, 
on  fera  ' 

r  ■ .  N-j-iri+ifi'        p+Fi+pv  1 
L"'*'Jtf+M'i+jifV*  +  M+m+anf^J* 

d'où  il  suit 

Qfqi-^Q't'  ~  M+Mi+Iff  ' 

S+S'6+S''ê'  _  P+P'i+P"i' 
Ç+Q'»+Q"#'~"  M+M'i+Jir'i'' 
P+P'6+Ft'  _ 

M+M't+M"i'~°' 

La  deuxième  et  la  quatrième  équations  auront  lieu 
d'elles-mêmes  en.prenant  i  et  6'  constans ,  silesooeBiciens 
dn  premier  membre  des  équations  proposées  sont  constans 
aussi:  les  facteurs  I  et  l' seront  déterminés  alors  par  la 
première  et  la  troisème  équation.  Le  résultat  final  en  * 
ou  en  6'  ne  montera  qn'an  troisième  degré  ;  on  peut  te 
simpUEer,  en  observant  que  les  équations  proposées 
ont  chacune  un  coefficient  arbitraire  et  Cûsant 

puis  posant 
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on  trouTer a  pour 

M+M'  «  +  M'ê\     N+  N'ê  +  N'V      P+Fê^F't', 

des  expressions  de  la  forme 

A  +  A'^+A'^li,      B+F-  +  F>,      C+C^-^^C/i, 

et  il  viendra ,  entre  «  et  jB  i  les  équations 

qui  conduiront  éyidemment  i  une  équation  finale  du 
troisième  degré.  Considérant  donc  chacune  des  racines 
de  cette  équation  en  particulier,  on  obtiendra  trois 
équations  primitives  de  la  forme 

u  +  n,x+p,yr=e         (/e      T,dt+  C.) 

3o6.  D'Alembert  applique  aux  équations  du  premier 
degré  d'un  ordre  quelconque  ce  procédé ,  qu'on  étend 


(*)  On  parriondra  directement  à  ce  résultat,  en  transformant  par 
l'élimination  les  éqiutions  proposées  en  trois  antres ,  qni  contiennent 
séparément  les  différentialles  du,  d«etdjfyetqai  soient  par  con- 
séquent de  la  forme 

àu'^^A  M'^B  »  ^C  y  )dr=s:Tdr 

4»n  poorroit  changer  de  niémo  les  équations  dn  n^.  précédent  en 

d»<4*(i4n-*-i^jr)dt  =  Tdr 
dx^{A^u  -4-  B'x  )  d  i  =  T  d  i^ 

c'est  ainsi  que  d'Alembert  présente  ces  éqaationf. 
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6an8  peine  à  un  nombre  quelconque  d'équations  do  pre- 
mier degré  et  du  premier  ordre  ;  et  pour  cela  il  ramène 
les  premières  aux  secondes.  Ayant  par  exemple  deux 
équations  de  la  forme 

il  fait  dtt=pdt,  dx=f  dt,  et  il  a  par  coaséquent 
entre  les  cinq  variables  t^  u,  x,p  eiq^lts quatre  équa- 
tions du  premier  ordre , 

{Mu  +  Nx  +  Pp  +  Qq)àt  +  Ràp  +  Sàq=Tdt 
iM'u  +  N'x  +  Fp+Q;q)àt  +  R'àp+S'dq=TAt 

pdt — du=:=0  qdt — 'dxrrro, 

qu*il  traite  alors  par  la  méthode  du  n^.  précédent. 

Cet  artifice  d'analyse  s'applique  également  aux  équa- 
tions du  premier  degré  de  tous  les  ordres ,  quel  que  soit 
leur  nombre*       . 

De  l* intégration  des  fonctions  de  deux  ou  d*un 
plus  grand  nombre  de  variables. 

Recherche  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  ^lorsque 
tous  ses  co^ciens  différentiels  d!un  même  ordre  sont 
donnés  explicitement  ou  implicitement. 

3o7.  LeS:  fonctions  qui  dépendent  de  deux  ou  d*un 
plus  grand  nombre  de  variables ,  difiFèrent  de  celles  d'une 
seule  en  ce  qu'elles  ont  pour  chaque  ordre  plusieurs 
coeilîcîens  différentiels.  Si  z,  par  exemple,  est  une 
fonction  de  deux  variables ,  il  aura ,  pour  le  premier 

ordre,  deux  coefficiens  différentiels,  savoir:  -=— ,  — ; 
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l'un  pris  ea  faisant  varier  x  seul»  et  Tautre  en  faisant 
varier/ seul  :  dans  le  second  ordre  le  nombre  de  coefiîr 
ciens  différentiels  s'élève  à  trois  >  et  s^accroit  ainsi  suc- 
cessivement d'ordre  en  ordre  (1^4).  Pour  remonter  des 
coefllciens  différentiels  d*une  fonction  de  deux  ou  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables^  à  cette  fonction,  il  se 
présente  plusieurs  cas  :  i  ^.  on  peut  avoir  tous  se»  coefE-* 
ciens  di£Pérentiels  d'un  môme  ordre  exprimés  par  lé» 
variables  indépendantes  \  a^  la  fpnctioo  elle-même  peut 
entrer  avec  les  variables  indépendantes  i  dans  les  ex*- 
pressions  des  coefficiens  différentiels;  3*.  enfin ,  on  peut 
n  avoir  qu'une  relation  entre  ces  coeificians  i  la  fonction 
dont  ils  dérivent  et  les  variables  indépeadaotes*  Noua 
nous  occuperons  d'abord  des  deux  premiers  cas  qui 
sont  les  plus  simples.  , 

3o8.  Lorsque  les  coefEciens  différentiels  du  premier 

ordre  d'une  fonction  à  d4Nix  variables,  sont  connus ,  on 

en  déduit   sa  dHférentielle  première,  e^  vÎcq  versa: 

Az  Az 

si  —  '=p,    —  =ry^  on  aura  àz^sepàx-J^qày»  Pour 

obtenir  z  i  il  faudra  intégrer  la  différentielle  pSiX'^qAy 
par  le  procédé  qde  nous  avons  appliqué,  n^.  sSc ,  à 
la  différentielle  MdoNf  iVSy ,  ce  qui  ne  se  pourra  à  moins  , 
que  les  fonctions  données  p  et  f  ne  satisfassent  à  Téqua- 

tion  de  conéBtion  -r^r^^.  Quand  cette  cireonstanoe 

dj^  -  dx    ^   ~     . 

n*aura  pas  lieu ,  on  en  pourra  conclure  que  l'expression 

pàx-^-qiy  n'est  la  différantielle  d'aycone  fonction  de 

deux  variables ,  et  ne  signifiera  rien  d«  tout ,  tant  qu'on 

j  regardera  en  mênae  temps  les  deux  vatiaj»les  x  ^\.y, 

comme  indépendantes. 
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3(I9«  OdmpoBf-noas  encore  des  fonctioiis  dé  trou 
tariables. 
Soit  d»=zndu+pdx+qdy ,  c'est-i-dhre  qoe 

dz  dz  dt 

S^"'    S-P'     d^-^' 

n,  p  et  9 »  éUnt  des  fonctions  de  u ,  x  Bt  y.  VL  exis* 
tera  entre  ces  fonctions  des  relations  analognea  k 
celles  qn*on  a  fait  remarquer  pins  haut  ponr  la  diffé- 
xentielle  dftspdx'+fdjf:^  En  effet»  si  on  suppose 
sacoessiTeinent  dy »  dr  et  du ,  nuk ,  c*est-i-dire ,  si  Ion 
regarde  alternativement  jr ,  jc  et  u ,  conmie  coostansi  la 
différentielle  proposée  doit  présenter  trois  différentielles 
complètes  entre  deux  yariables  »  savoir  : 

djesti^u+pdx ,    ds=fidtt4-9djr ,    ds=fdx+qdy , 

desquelles  il  résultera  nécessairement 

du     dp  dfi     d^  dp     df 

dx     dtt  dy     du  djr     dx 

L'intégration  s'effectue  ensuite  en  n'ajant  d*àbord 
égard  qu'à  une  seule  des  variables»  comme  si  les  deux 
autres  étoient  constantes.  Faisons //»da=C/'^  F)  F  dé- 
signant une  fonction  dans  laquelle  u  n'entre  pas.  Sx  n 
contient  en  même  temps  u»  x  et jf^  on  .aura  en  diffe* 
rentiant 

de=  -^ —  du  +-^ —  dx4— T —  dy^ — ; — dx-^ — —dv. 
du        ^  dx  dy     -^^  da?      ^^   "* 

ou 

j     .  /dr  ,  dF\^     .  /dU       dr\  , 
d,=isdu+(--+_jd.  +  (_+_)dj.. 

d  17  ^  ^      ^. 

puisque  -T—  d  u=sn  d  u.  Si  on  retranche  cette  talenr 

de 
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ae  ât  de  la  proposée,  il  viendra 

et  comme  les  deux  Variables  x  et  y  sont  indépendante^ 

Tune   de   l'autre ,  il  faudra  qu'on  ait  séparément  les 

équationis 

dt^       àV  âlf       dV 

'^       dx        àx  ^        ày        àf 

desquelles  on  tirera 

dV_        dV  àV _        dU 

dl-P^'d^^  ^-''^  dy' 

r^   àu     àir     ^^    ^     . 

Ur  -—  et  -r-r    sont  des  fonctions  connues  ;  on  anr* 
dx         dy 

donc  V  en  intégrant ,  par  rapport  aux  deux  variables  s 
et  y  y  la  diflpérentielle 

au  moyen  dujprocédé  du  n^.  a6i ,  procédé  qoi  supposé 
que  l'équation  ^e  condition 

àp_   d^U  _dq       d^V 
dy      dxdy      dy     dydùe 

soit  satisfaite.  Cette  équation  se  réduita  i 

dp      d^     .  ,       d^U  à*Û      .      . 

:r-  =  j   >  a  cause  de    ,     ,  =i — ^^  (i^a); 
dy      d*  d4tdy       dydx  ^       * 

de  pluS)  il  convient  d'observer  que  V  ne  devant  pas 
Contenir  u,  on  doit  avoii: 


djcdtt"" 

àV 
àydu~°* 

ce  ^i  donna 

dp      d»t^ 

à<l_   d*V  \ 

du~"dxdtt* 

au     d^du  ' 

Cofc.  àiff- 

E« 
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et  par  conséquent 

dp .du  dp^^dn 

du     àx*        du      d^' 
pnûque 

,    dt/^  .    àir 

da;du        dx  dj^du  ày 

dU 
et  -1 — =n. 

du 

Lee  équations 

du dp  dn^__^dç  dp d^ 

ài~dii'        ày~dû'        dy~dï' 
se  retronvant  par  Tintégration ,  expriment  donc  les  sentes 
conditions  qui  doivent  être  satisfaites  pour  que  Tez-* 
pression  d2=ndtt  +  pdx4-9dy  soit  la  différentielle 
d'Une  fonction  des  trois  variables  u,  x  et  y. 

Nous  ne  poursuivrons  pas  plus  loin  ce  sujet;  ce  qni 
précède  suiEt  pour  montrer  comment  on  doit  opérer 
sur  une  différentielle  du  premier  ordre»  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes;  et  il 
est  facile  d'en  déduire  le  procédé  qui  conduiroit  aux 
différentielles  des  ordres  supérieurs,  dans  lesquelles 
on  doit  regarder  d*u,  d*x,  ày,  etc.  conune  de  nou- 
velles variables. 

3io.  Passons  au  cas  oà  la  fonction  cbercbée  entre 

dans  l'expression  de  ses  coefficiens  différentiels ,  qui , 

de   cette  manière ,  sont  tous   donnés    implicitement. 

Supposons  premièrement  que  la  fonction  cherchée  z  ne 

dépende  qnë  des  deux  variables  x  ety\  nous  aurons 

àz  àz  'a 

encore  — -=ip,  --=(/:  peter  contenant  en  même 

do:      '^     0^      ^      ,        ^ 

temps  X,  ^  et  2:  et  de  là  nous  déduirons  l'équation 
différentielle  dzzzzpdx-jrgdyfii  laquelle  on  rappor- 
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teta  réquation  quelconque 

Pdx+Qây  +  Ràz=Ot 

en  faisant  -*-  -=  ==p  >  —  ^= Çk 

Pour  que  /^  et  1/  soient  les  coeflieiens  dîiFérentiets 
d*uDe  fonction  de  deux  variables  ,  il  faut  toujours  que 

'  ,      =     3       »    On    a  employé  ici   la  notation  dtt 
ày  dai  ^    ^ 

n°.  i^îGpour  marquer  qu'il  faut  faire  varier  dans  p  et 

dans  q ,  en  même  temps  que  x  et  ^ ,  la  fonction  z  qui 

contient  implicitement  ces  variables;  en  opérant  ainsi > 

et  mettant  p  et  à  au  lieu  de  ^  et  de  -7-9  on  trouvera 
'^      ^  d*  d^' 

d^"^'dï-di  +  ''dz* 
ou 

d^-di+^di       Pdï-° ^^* 

p  Q 

Si  Ton  substitue  •— -^  ,  — ^^  à  la  place  dep  et  de  c;» 

il  viendra I  après  les  réductions, 

équation  qui  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre 

P>  Q  et  H ,  pour  que  dans  Téquation  différentielle 

Pdx  +  Qd^  +  iîdz  =  o, 

&  puisse  être  regardé  comme  une  fonction  des  deux 

variables  a:  et  y  |  et  que  Tintégrale  de  cette  équation 

soit  par  conséquent  exprimée  par  une  seule  équation 

primitive  entre  les  trois  variables  a: ,  ^  et  li.  Il  fuit  de  là 

que  dans  une  équation  différentielle  à  trois  variables , 

prise  au  hasard  ,  on  ne  peut  pas  supposer  que  l'une  des 

variables  soit  fonction  des  deux  autres. 

Ee  il 
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Pendant  long-temps  on  appeloit  équations  absurdes- 
et  on  [regardoit  comme  insigwfiantes ,  celles  qni  ne  m- 
tisfaisoient  pas  i  Téquation  (B)  ;  mais  Moi^e  a  fait  Toîr 
que  toutes  les  équations  diiFérentielles  i  trois  Yariables 
avoient  une  sîgniEcation  réelle  ;  et  que  tandis  que  celles 
dont  l'intégrale  étoit  exprimée  par  une  senle  équation 
entre  trois  variables  appartenoient  i  des  surfaces  courbes, 
chacune  des  autres  représentoit  une  infinité  de  courbes  i 
double  courbure ,  jouissant  d'une  propriété  commune. 
Nous  ne  nous   occuperons  poor  le  moment  que  des 
premières  ;  mais  dans  la  suite  nous  reviendrons  sur  les 
dernières. 

Su.  Lorsque  Téquatlon  (S)  devient  identique  par 
la  substitution  des  valeurs  de  P ,  Q  et  A ,  il  n*en  ré- 
sulte pas  toujours  que  Téquation 

Pàx+Qày  +  Rd£=io, 

soit  une  différentielle  exacte  ;  mais  du  moins ,  on  peut 

la  rendre  telle  en  la  multipliant  par  un  facteur.    En 

* 

effet  I  soit  /x  ce  facteur ,  et  supposons  que 

fjiPdx+iAQdy  +  fjLRàz 

soit  une  différentielle  exacte  »  on  aura  (  Sog  ) 

à.fJLR      d./uQ        d.fcB     d./uP       d.ftQ     d.f^P 
dy  dz    '        dx         dz  doc         dy 

Ces  équations  étant  développées  deviendront 


\1^      ITJ+^dJ      ^d^- 


( 


AR 


^)+«Ë-iH'''^ 


(  dQ        dP  \  ,  ^d/*  dA«_ 

on  éliminera  /a  ,  en  multipliant  la  première  par  P^  Ja 
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seconde  par  «— Q,  la  troisième  par  A,  et  ea  ajoutant 
les  produits  :  leur  somme  sera  divisible  par  (a  ,  et 
donnera 

équation  qui  est  la  même  que  (JB),  et  lorsqa'elte  sera 
satisfaite ,  la  détermination  de  fjL  ne  dépendra  que  de 
deux  quelconques  des  trois  équations  (C). 

3ia.  Lorsque  les  di(Férentieltesda:>^dy  etds,  mon« 
tent  au  delà  du  premier  degré  dans  Téquation  proposée  , 
elle  ne  peut  s'intégrer  par  ce  qui  précède ,  que  quand  elle 
satisfait  à  une  nouvelle  condition  que  nous  allons  faire 
connoître.  Prenons  pour  exemple  Téquation 

Pda7*+ Qdy + Jldz*+ 3  5dxdy +2  Tdxdz + 2  Fclydz=o  ; 

elle  ne  sauroit résulter  delà  diiFérentiation  d'une  équa* 
tion  primitive  entre  lesyariableso? , y  et  z ,  à  moins  qu'elle 
ne  puisse  se  ramener  à  la  forme  P'dx+(^ày-\'R'âz=io. 
En  effet,  quelle  que  soit  l'intégrale  ,  on  peut  toujours  en 
déduire,  par  la  différentiation ,  d2==pda*-f  ^dy  »  p  et  ^ 
désignant  des  fonctions  quelconques  de  x  ,y  et  z  ;  il  faut 
donc  qu'en  résolvant  la  proposée  par  rapport  à  d  z ,  le& 
différentielles  dx  et  dy  sortent  toutes  deux  du  radical  ; 
or  ^  c'est  ce  qui  n'arrive  pas  toujours  ;  car  on  a 

dy{T»—PR)dx*+2CTV-RS)à*ày+ir*-QR)dy* }  v 
et  si  la  quantité ,  qui  est  sous  le  radical ,  n'est  pas  ua 
quarrré  parfait ,  ou  du  moins  si  l'on  n'a  pas 

les  diiTérentielles  àx  et  ày  resteront  engagées  sous  ce  ra- 
dical. En  général,  quel  qne  foit  le  degré  de  Péquatioik 

£e  3. 
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proposée^  par  rapport  à  d  s ,  ^  op  ,  d^  »  il  faut  qu*étant 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  d  «^  die  puisse  se  dé* 
composer  en  facteurs  de  la  forme 

Intégration  de$  équatiom  dîff^renti^tte^  partieUes  du 

premier  ordre^ 

3|5.  Nous  allons  passer  an  troisième  cas  de  la  re* 
cherche  des  fonctions  de  deux  on  d*un  plus  grand  nombre 
de  variables.  Dans  ce  cas,  on  n*a  pour  détenninerla 
fonction  inconnue  que  quelques-uns  de  ses  coefficiens 
dîiFérentiels  d*un  certain  ordre ,  ou  une  seule  équation 
entr'eux.  Il  constitue  ce  que  Ton  appelle  le  Calcul  imté* 
gral  aux  différences  pattieUeSt  et  qu'on  devroit  nom- 
mer ,  d'après  les  remarques  du  n^.  194 1  Calcul  intégrât 
des  différ&itielles  partielles  ;  car  les  coefficiens  diffé* 
rentiels  ,  considérés  isolément,  ne  font  cennoStre  que 
les  diiTérentielles  partielles ,  et  non  pas  les  différencea 
qui  sont  Tobjet  d'un  calcul  à  part,  qu*on  trouvera  dans 
le  traité  des  séries  qui  termine  cet  ouvrage.  Le  coeffi- 

cîent  -^ —       ^  ,  étant   multiplié  par  daf'ày*  ^   de- 

vient  j    m,   n  ^^ày^^  et  exprime  alors  la  différent 

tielle  m«"»,  par  rapport  à  a: ,  de  la  différentielle  n«»* 
d  e  25 ,  par  rapport  à  y ,  et  vice  versa. 

014*  La  pins  simple  des  équations  différentielles  par- 

tieiles ,  est  celle  qui  ne  renferme  que  l'un  des  coefficient 

du  premier  ordre  et  les  variables  indépendantes.  Soit» 

.     d^ 
j>aT  exemple ,  t^  =  R ,  K  ne  contenant  point  «  ]  en  mol  tw 


\ 
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dz 
pliant  par  d  x  |  on  obtiendra  —  dx=Adx ,  ou  àz=:RdXf 

et  en  intégrant  par  rapport  à  x  iBeulement,  il  viendra 

»=/fidx+  C. 

Dans  ce  résultat ,  C  n'indique  pas  une  simple  constante 
arbitraire  I  mais  une  fonction  absolument  indéterminée  > 
de  toutes  les  variables  autres  que  x ,  que  pourroit  con- 
tenir ia  fonctions.  Si ,  par  exemple,  z  dépendoit  en  même 
temps  de  x  et  dey ,  on  auroit  a=/Hda;+^(y),  en  dési- 
gnant par  ^  une  fonction  arbitraire  composée  d*une  ma- 
nière quelconque  de  la  variable  y  mêlée  avec  des  cons- 
tantes. Quand  z  sera  une  fonction  de  trois  variables  u,x 
ety ,  on  aura  alors  z-=ifR  d  a?  +  <?>  (a,  j'),  et  9  (u,  y)  re- 
présentera une  fonction  arbitraire  dans  laquelle  les  va- 
riables u  et  ^  pourront  être  combinées  d'une  manière 
quelconque  ,  soit  entr'elles ,  soit  avec  des  constantes. 
En  général  pour  un  nombre  quelconque  de  variables  in« 

«p..-.- .,..«c.ri..s...d.-  =  H. 

sera  z=fR  àx'{'i(s,  t,  u,^^etc.)  «  parce  qu'il  est  évident 
que  la  fonction 9,  {s^t^Uty,  etc.),  quelle  qu'elle  soit» 

ne  variant  point  quand  x  varie ,  on  a  toujours  —  =  A . 

Nous  venons  de  supposer  que  z  n'entre  pas  dans  R  ; 
s'il  s'y  trouvoit ,  il  faudroit  intégrer ,  par  quelques-unes 
des  méthodes  précédentes ,  en  ne  regardant  comme 
variables  que  x  et  sseulement»  l'équation 

ds 

-— dx— ildap=o^ 

QX 

et  désignant  son  intégrale  par  V=const.  on  auroit 

r=<|>(jf>t,  tt,  y,  etc.) 

£e  4 
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pour  l'éqaation  primitive  de  laquelle  dépend  la  foDO* 
tion  z.  Eo  eiFet ,  si  on  differentie  cette  équation  en  nt 
faisant  varier  que  x  et  s»  le  résukat  sera  de  la  foma  , 

Fd»-HQàx=o, 

O  dz 

et  tel  que  --  -^3=  J?^  oe  qpi  donne  -— =R.  I 

JT  dx 

3l5«  Considérons  i  présent  Téquatioa  I^-4*Q<7=^R, 
dans  laquelle  P>  Q  i  A  »  contiennent  i-la-fois  x  »  y  et  £ ,  et 
par  conséquent  la  plus  générale  qn*il  soit  possible  d*a?oir 
entre  les  coefficiens  du  premier  ordre  p  et  9  >  lorsqn'îb 
ne  passent  pas  le  premier  degré.  Prenant  la  valeur  df 
]f  dans  cette  équation  pour  la  substituer  dan^ 

d^^pdx  +  ^d^  >. 
vous  trouverons 

P  d  «— lldx=  <7  (  Fdjf  —  Çdx  ) , 

k  coefficient  q  restant  toujours  indéterminé.  D  se  pré- 
sente ici  deux;  cas  :  l^  la  composition  de  F  ,  Q  et  il| 
peut  être  telle  que  la  fonction  Pds-^A  d  x  ne  renferme 
que  les  variables  s  et  x  dont  elle  contient  les  différeo- 
tieUes»  tandis  que  la  fonction  Pdj^ — Qdx  ne  renferme 
que  x^  y\  a^.  Tuqe  ou  Tautre  de  ces  fonctions,  on 
même  toutes  deux  ,  peuvent  renfermer  les  trois  va- 
iriables  x  ^  y  h\  %. 

Dans  le  premier  cas,  il  existe  un  facteur  /bc,  qni 
vend  Pdy-^Qdx  différentielle  exacte  ,  et  un  facteur /a' 
qui  opère  la  même  chose  sur  P  d  z — K  d  x  ;  désignant  cti 
différentielles  exactes  par  Ut\  Vy  on  aura 

Pd^— Q'dx=-dt;',,        Pda— Rdx=^dr, 
^  Té^pation  ci-dessus  deYiepdjra.d  V^^=.- —  d  V.  Elk  n^ 
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'  cm' 

peutêtreintégrableàiDoins  que-^^-ne  soit  une  fonc« 

tîon  quelconque  de  U]  posant  donc  -^^  =  <f>  '  (  ^)  > 

on  a  d  V=ztp\U)  à  U,  et  en  intégrant ,  il  vient  l/=(f  (F)> 
résultat  dans  lequel  <{>  désigne  toujours  une  fonction 
arbitraire. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas ,  proposons-nous 
d'intégrer  l'équation  px  +  qy^nn&j  nous  aurons 

P=x,  Q=y,  R=nz 
Pày^'Qdx=:xdy — yda*, 
P  d  «  — -H  d  a:=  a:  d  z — n  a  d  a?. 

On  trouve  par  Tintégration  des  équations 

xdy — ^da:  =  o>  xdz-^nzdx^o f 

que  les  facteurs  ^t  et  /u'  sont  respectivement  — -,     — -rr% 

et  que  par  conséquent  1/"=^,  V= — ;   il  «'ensuit 

*  x^ 

donc  —  =  ^  f  —  J ,  ou  x=x'^<p  (       )  »  c'est-à-dire, 

que  z  est  une  fonction  homogène  en  jr  et  ^ ,  du  degré  s. 
En  effet,  Y  équation  px+qy=nx,  n'est  autre  chose  que 
le  théorème  des  fonctions  homogènes  donné  n°.  266 ,  et 
dont  ce  qui  précède  fournit  encore  une  démonstration 
pour  le  cas  de  deux  variables. 

3 16.  Quand  les  variables  x,  y  et  s,  sont  mêlées  in« 
distinctement  dans  les  fonctions  Pd^ — Qdx^  Pds— Hdx, 
il  n'est  plus  possible  de  les  rendre  intégrables ,  chacune 
en  particulier,  par  le  moyen  desfacteurs,  et  cela ,  parce 
qu*on  ne  sauroit  intégrer  isolément  les  équations 
Pdy-^Qda?=o,  Pd«— Rdxrso; 
car  il  faut  bien  remarquer  que  z  ne  doit  pat  être  supposa- 


44?  TRAITA    ÂLÉlffiNTAIRfi 

constant  dans  la  première  .  ni  x  dans  la  seconde. 
Lagrange  a  fait  voir  le  premier  que  néanmoins  sf  l'on 
intégroit  conjointement  ces  équations,  et  qu'on  en  dé- 
dnint  deux  équations  primitives  «  renfermant  chacune 
une  constante  arbitraire,  de  manière  qu*on  eût  U=za^ 
Vs=b ,  U  et  Fêtant  des  fonctions  données  en  « ,  ^  et  s , 
rintégrale  de  la  proposée  Pp-)'Q9^='^>  seroit  F=^(&}, 
^  désignant  toujours  une  fonction  arbitraire.  Cette  pro* 
position  importante  paroit  démontrée  assez  simplement 
de  la  manière  suivante. 

Puisque  les  équations  t/i:=a  ,  F=& ,  sont  supposées 
déduites  des  équations  Pd^— Qdx=o ,  Pds^Adx=o, 
il  faut  que  leurs  différentielles  ayent  lieu  en  même  temps 
que  ces  dernières,  c'est-à-dire,  que  si  Ton  met  dans 
les  équations 

dl7  ,     ^    àU  .      ^  àU  . 

"d^    ■^"dj^^^  +  'dr^^^^^' 

dr  ,    .  dr  ,  ^  dr  , 


dx  à  y 

les  valeurs  de  d^  et  de  dx ,  tirées  de  ^dy  — -  Q  dx  =  o, 
Pds— Ad»  =  o,on  parvienne  à  des  résultats  identi« 
quement  nuls.  Ces  résultats  sont 

AU  ^  ^    àU  ^  ,    dU  ^ 


dx  ày  ^        àz 

dr„  ,  dr  ^  ,   dr„ 

"d7-^+i7^+-dr'*=^-> 

Ml  «I  tira 

dU_ dU  Q      àU  R 

dx~~       Ay  B        da   P' 
dF_      dF  q-AV  R  , 
d«""      ày   F       ds.  i»  * 
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mais  Péqaatioa  K=9  (t/)  donne  d  V=z  <p\  U)  iU,  ou , . 
en  développant, 

substituant   dans   cette   équation   les  valeurs  précé* 

\^    ,       .    àU      àV 

dentés  de  -i— ,  -- — ,  on  trouvera 
dx       dx 

âV  dV 

dy         -^  dz 

=  «P'(tO  [^-^(  Pd^  -  Q  dx)  +  i^(Pd.-Rd*)]. 
d  OÙ  l'on  déduira 

Pdz-Rdx=^^ ll(Pdy-Qdx)  , 

az  d  s 

équation  qui  rentre  dans  Paz — Rdx=q(^Pày — Qàx), 
puisque  q  et  9'  (  U^  sont  des  fonctions  indéterminées  , 
et  qoa  par  conséqnent  on  peut  supposer  que 

àV        ,,,^dl^ 
-«'(10 


dy  ày 

~  dF ZTTàU  - '• 

-dT-^C^-dT 

Quand  on  fait  <p  {U)=a,  l'intégrale  Vr=2<p  (U)  se 
réduit  à  Vz=i ,  ce  qui  nous  apprend  que  V^=b  est  une 
intégrale  particulière  de  la  proposée.  Il  en  seroit  de 
même  de  U=uij  car  de  r=^  (t/),  on  tire  Ï7=:f  ,(r), 
ip,  étant  une  fonction  inverse  de  9,  arbitraire  par  con- 
séquent ,  et  qu'on  peut  supposer  égaîe  à  a  ;  et  il  faut 
observer  que ,  tirer  des  équations 

Pdj-^Qdji:=o,  Pd»  — lld«  =  o, 
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deux  équations  primitives  de  la  forme  {7=a  ,  V^^b  , 
c'est  la  même  chose  que  de  les  intégrer. 

317.  On  facilite  beaucoup  »  dans  un  grand  nombre 
de  cas  l'intégration  des  équations,  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre ,  à  trois  variablps ,  en  les  par- 
tageant en  deux  autres  par  Tintroduction  d'une  quan- 
tité indéterminée  ,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple 
suivant  : 

1*.  Soit  Téquation  f(p,  *)=F(^,  y);  si  on 
fait  f  (p  ^  :p)  =  tf  ^  on  aura  en  même  temps  F  (9 1  y)  =» ^ 
et  on  déduira  de  ces  deux  équations 

f^etF^  étant  des  fonctions  inverses  de  celles  que  dé- 
signent f  et  F.  L'équation  ds=^dx+?dy  deviendra 

dx  =  dxf,(a>,  x)  +  ày¥,i€Ê,y); 

si  on  représente  par  P  et  par  Q  les  intégrales 

/•da?f,(»,j:>,/djfFX<»f  y)i. 
prises  en  n*ayant  égard  qu'aux  variables  x  et  y ,  on 
trouvera»   en  intégrant  par  parties  « 

et  il  faudra ,  pour  que  la  dernière  intégration  indi- 
quée puisse  s'effectuer  ,  que  -7-  +  -^  =  •'  (®Y ,  d'où 

^       d»      d» 

il  s  ensuivra  /  1  —^  +  -.-j-^  jdo»=^  (»)  :  on  aura 
donc 

équations  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  a  lorsqu'on 
aura  déterminé  les  fonctions  arbitraireik 
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n  sui&t  Boavent  de  substituer  dans  l'équation 

d«=pdx.+  9  ày  y 

la  valeur  de  p  ou  de  ^ ,  tirée  immédiatement  de  la  pro* 

posée ,  et  d*intégrer  ensuite  le  résultat  par  parties.  Lors^ 

qu*on  a,  par  exemple,  p  =:{{q)  ,  il  vient 

dz=dxf(9)+  qdy: 
on  trouve 

z=x{{q)  +  qy—f{xe{q)  +  Y)à<l'> 
et  comme  Tintégration  indiquée  ne  peut  s'effectuer  qu'en 

prenant  r  £'(?)+>  =^'(9)>  il  «n  résulte 

Soit  encore  p==yf(ç,  ^)+F(9  >  *)  »  on  aura  dans  ce  cas 

àz=yàxf(q  ,x)  +  àxT {q ,x)  +  qdy  : 

en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  y ,  on  trouvera 

5=9/— /[^dç  — ydxf(ç,x)— da:F(ç,a?)] 

=  <ir—fy[dq—àxiiq,  ar)]+/dxF  (9,  x). 

Si  on  taïtfJL  [dç— dj?f  (9,x)]=d  v,  f*  étant  le  fac- 
teur propre  à  rendre  le  premier  membre  une  diffé- 
rentielle exacte  >  et  que  l'on  tire  de  l'intégrale  une 
valeur  de  q  en  v  et  en   x  ^  on  changera 

fà  xF  (9 ,  x)  en  /d  a:  F,  (•/ ,  x)  ; 
désignant  par  V  ce  que  devient  cette  intégrale ,  lors- 
qu'elle est  prise  par  rapport  à  x  seul ,  on  obtiendra 

et    .=,y+r-/(^-l^dv, 
d'où  l'on  déduira 

et  par  conséquent 


^     .- 
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résultat  dans  lequel  on  doit  remplacer  q  par  aa  Taleuf 
en  V  et  en  x.  C'est  i  peu  près  ainsi  qa*Euler  »  a  qui  on  doit 
le  Calcnl  intégral  des  différentielles  partielle»  »  traite  les 
équations  dn  premier  ordre  i  trois  variables. 

De  tintégtation  des  équations  diffèrentieUes  partiellei 
des  ordres  supérieurs  au  premier. 

3i8.  'Lorsqu'on  passe  au  second  ordre»  les  coe9&> 
ciens  différentiels  de  cet  ordre  sont  au  nombre  de  trois 
pour  une  fonction  de  deux  variables ,  et  une  équatico 
différentielle  partielle  du  même  ordre  peut  exprimer 
en  général  une  relation  entre  les  variables  indépendantef» 
la  fonction  cherchée,  et  ses  coefficiens  différentiels^ 
tant  du  second  ordre  que  du  premier. 

L'analogie  fait  voir  que  l'équation  générale  d'un  ordre 
quelconque  I  et  d'un  nombre  quelconque  de  variables  i 
doit  renfermer  les  variables  indépendantes .  la  fonction 
cherchée ,  et  ses  coeificiens  différentiels  depuis  le  pre« 
mier  ordre  jusqu'à  l'ordre  dont  elle  est  incla^vement. 
Avant  de  nous  occuper  de  ce  cas  général  ^  nous  en  ferons 
connoitre  quelques-uns  qui  s'abaissent  a  des  ordres  in- 
férieurs à  celui  dont  ils  sont. 

1^  Toute  équation  i  trois  variables  qui  sera  de  la 
forme 
-,  f  d^        d^-^-'g         à'^^'t  d"-*"'"a  1 

X^'^'ây^'     àjcdy^'    dr*dy'«'"'dx-d>^''  J~^' 

quoique  de  Tordre  m--{^n,  se  ramène  sur  le  champ  à  une 

d^z 
équation  de  l'ordre  m ,  en  faisant  -^ —  =  v  ,    parcs 

qu'elle  se  change  en 
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On  y  doit  supposer  alors  y  constant ,  puisque  tous  les 
coei&ciens  différentiels  de  u  qu'elle  contrent  sont  relatifs 
à  X  ;  et  elle  peut  par  conséquent  se  traiter  par  les  mé« 
thodes  propres  aux  équations  qui  ne  contiennent  que 
deux  variables ,  savoir  :  x  et  v  ;  mais  il  est  évident  que 
pour  donner  à  l'expression  de  v  toute  la  généralité 
dont  elle  est  susceptible ,  il  sera  nécessaire  de  rem* 
placer  les  m  constantes  arbitraires  qu'elle  doit  renfer-» 
mer ,  par  autant  de  fonctions  arbitraires  de  la  variable^ 
prise  d'abord  pour  constante.  Ayant  obtenu  v ,  on  re* 

montera  à  z,  par  le  moyen  de  Téquation  — =1^,  dans 

laquelle  on  doit  maintenant  regarder  x  comme  constant» 
et  qui ,  devenant  par  là  une  équation  de  Tordre  n  entre 
deux  variables  seulement ,  pourra  se  traiter  par  la  mé-* 
thode  du  chapitre  précédent  -,  en  observant  néanmoins 
de  changer  en  fonctions  arbitraires  de  « ,  les  n  constantes 
arbitraires  introduites  par  cette  nouvelle  intégration* 
2^.  Les  équations  de  la  forme 

./                   àz            d»z  d"»  \ 

f(^x,jr,x,  -,         .-^, -d?";=<>> 

-,/  At  d*z  d'z  \ 

'[^'y'^Ty'    -^ wH' 

peuvent  toujours  être  traitées  immédiatement ,  comme 
8*il  n'y  entroit  que  deux  variables  »  savoir:  xetzdànê 
la  première  ,y  etz  dans  la  seconde  ;  et  après  Tintégra*- 
tion,  on  substituera  aux  constantes,  dans  l'une  des 
fonctions  de  ^ ,  et  dans  l'autre  des  fonctions  de  x. 
Les  équations  du  second  ordre. 


dxdy  dx  dxdy         dy 

dans  lesquelles  P  et  Q  ne  contiennent  que  x  tl  y , 
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la  première  devient -T—+Pi';=Ç,  équation  do  premei 

degré  et  du  premier  ordre  ,  par  rapport  aux  vahafalu 
et  _y ,  et  dont  l'inlégrale  est 

v=e-/P-'x(^ferP'iyQdy+C)  Ç  a57). 

Si  l'on  met  pour  v  ba  valeur  r^  >  ^t  qu'on   change  C 
en  f  (x),  oa  aura 

en  intégrant  cette  fois ,  par  rapport  à  z  et  à  x  seuU ,  Oi 
trouvera 

K=/d*e-/*''^[/e-r''''jQdy4-^Cx)]4-4C^); 

en  traitant  de  même  la  seconde  équation ,  on  amVero/f  à 

Lorsqu'on  anraP:=;o,  tesrésultatsci-dessus  se  réduiront i 

7.  =  fàTfQày+/dx<pi:ç)  +  4-(y). 
dans  un  cas ,  et  dans  l'autre  à 

nais  comme   la  fonction  <^  est   arbitraire,  on  êcriti 
simplement 

Z=fda:rQdy  +  ^(x)  +  ^iy), 

z=fàyfQàx  +  ,p{y~}  +  ^(x-}. 

Nous  observerons  que  ces  deux  cas  ne  dépendent  qaeit 

l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable,  et  cul 

été  traités  sous  ce  point  de  vue,  dans  le  n°.  2^7. 

On  a  des  «Jtemples  de  la  ieconde  forme  géaérale  daw 

kl 
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les  deux  équations 

lorsqu'on  suppose  que  P  et  Q  renferment  x ,  y  et  z.  La 
première  doit  être  traitée  comme  un*b  équation  du 
second  ordre ,  entre  les  variables  x  et  z  ;  les  cons- 
tantes arbitraires  dues  à  son  intégration  seront  des 
fonctions  dey:  on  opétera  de  la  même  manière  sur  la 
deuxième ,  par  rapport  aux  variables  jy  et  z,  et  on  chan- 
gera les  constantes  arbitraires  en  fonctions  de  x.  Pour 
ne  donner  que  le  cas  le  plus  simple  ^  nous  réduirons 
les  équations  proposées  à 

et  nous  supposerons  que  Q  ne  contienne  que  «  et  y;  les 
formules  du  n^.  dsa  nous  donneront  immédiatement 

z^fdxfQdx^-Cx+C,     %=fdYfQày+  Cy+C, 

d*où  nous  conclurons 

z=fdxfQdx-^x^(y)^^(j), ,  ^=fdyfQày^y(Kx)^^x). 

5iC).  Passons  maintenant  aux  équations  du  secon 
ordre  à  trois  variables,  qui  renferment  tous  les  coef- 
ficîens  différentiels  de   cet  ordre ,   mais   au    premier 
degré  seulement.  Pour  simplifier  les  calculs ,  nous  ferons 
usage  des  dénominations  suivantes 

d  z  =p  àx-^qày 

dp^=rdx  +  sày  d<;  =  jdx-|-^dy 

d*z  =  dpdx+dçdjf  =  rdx*  +  ^sdxdy-i-tdy* 
Cale.  diff.  Ff 
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L'éqaation  diflFérentielle  partielle  du  second  ordre 
et  à  trois  variables,  considérée  dans  le  cas  général, 
ne  peut  donner  que  l'expression   de  Ion  des  coeffi- 
cîens  r,  s,  t,  en  fonction  des  deux  autres  et  des  quan- 
tités p ,  q,  X  f  y  ,x;et  en  la  combinant  avec  les  équa- 
tions dp  =  r  d  x  +  ^  d  y,  d  9  =*  d  x+^djr,  on  ne  pourra 
éliminer  que  deux  de  ces  coelBciens.  Représentons  la 
proposée  par  Rr-^Ss+TtzziV  ^  et  suppoM>n8  que 
les  quantités  R»  S ,   T  et  F,  renferment ,   d*une  ma- 
nière quelconque,   x^  y ,  s»  p  et  f  *,   substituons-j 
les  valeurs  de  r  et  de  ^ ,  tirées  des  équations 

dp  =  rdar  +  #dj^  fdq  =  sdx  +  tày , 

•t  qui  sont 

d£--£d^  d^--^dx 

dx     •  d^        ' 

nous  trouverons 

Rdpày+  Tdqdx^Vdxày^s(^Rdy*Sdxdy+  Tdx^)  , 

■ 

équation  dans  laquelle  le  coefficient  ^  reste  indéter- 
miné ,  et  qui  seroit  satisfaite  indépendamment  de  ce 
coefficient,   si  l'on  avoit  en  même  temps 

/^dpd^-l-rdçdx  — rdxdj^  =  o 
R  d  y»_5  dxdjf  +  Td  x»  =0. 

En  résolvant  la  dernière  de  ces  équations  par  rapport 
i  d^,  on  en  déduira  deux  antres  qui  pourront  être     j 
représentées  par 

dj'— m'dx=o,        djf— m"dx=o, 
m'  et  m"  étant  les  racines  de  l'équation 
/î  m«  — 5  TJi -f- r  =  0. . .  .(i4). 
Si  Ton  met  successivement  chacune  des  valeurs  de  d  y 
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dans  Rdpày  +  Tàqàx — Vàxdy  =  o  ,  on  aura 
les  deux  systèmes  d'équations: 

dy—  m'dx=o  1^  ^ 
Rm'dp+Tàq—rm'àx  =  o  j^*^' 

dy — m'dx  =01. 
R m"d p+  Td  q—Vm'dx  =  o  i  ^^^  ' 

a  chacun  desquels  il  faudra  joindre  l'équation 

àz  =  pdx  +  qdy, 

qui  exprime  la  relation  qu*ont  avec  la  fonction  z  > 
les  coefficiens  p  et  9  *,  et  si  on  peut  tirer  de  l'un  quel- 
conque de  ces  systèmes  ,  deux  équations  primitives 
de  Ja  forme  M=:a,  iV=6,  l'intégrale  première  de  la 
proposée  sera  iV=:  ^  (  iM)  ,  ^  désignant  une  fonction 
arbitraire.  Cette  proposition  est  analogue  à  celle  du 
n^.  3i6  >  et  se  prouve  de  la  même  manière. 
Par  les  équations  M=:ia,  iV=fr,  oa  a  d*abord 

dM  ^    .    dM  ,    .    dM  ,    ,   dM  ,    .    dM. 

_.dx+  -^ày^-^  dz+—dp+—dg=o. 

dN  .    ^dN  .    ^    diV  ,    ,    diV  ,  ^    dN. 

-d^^^+-i7^^+-dr^+'d7^^+"d7^^°' 

mettant  dans  ces  dernières ,  au  lieu  de  ds;  savaient 
tirée  de  dz^=pdx+qdy ,  tt  celles  de dj^  etded^, 
tirées  des  équations  (1)1  on  trouvera 

.   /dN      Rm'  dN\, 

+  i-d7-~-d?j'^=°' 

Ff  u 
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équations  qui  doivent  être  identiques,  et  qui  se  par- 
tagent par  conséquent  dans  les  suivantes  : 

dM  ,      ,  àM   ,  ,     ,         ,^dilf  ,  Vm'  ditf 

dT+'"  -d7  +  (P  +  9'"  5-di-+-r -d7=°' 

ÙM      Rm'àM  _ 

Tf       T  àq~°' 

àN    ,  àN  j,     ,        ,^àN  ^    Vm'  àN 

-3^+'"  a5;+(p+9'">di+-r-d?=°' 

àN     Rm'àN_ 
Tf       T    dq~°' 

L'équation  i\r=f  (Jlf  )  étant  difFérentiée  ,  donne 

diV=ç^(M)d3f, 
ou 

dx  ày  "^      ds  dp   '^      dq  ' 

„^idAr,     .  dM,    ,  dM .     ,  dAf,    ,  dW     | 
♦  (M){j-dx+^dy+-^d.+  ^-dp+— d^}; 

si  Ton  substitae  dans  cette  dernière  les  valeurs  de 

àM     ÔM     àN     âN 
dx'     dp  '  dx  '"d>"' 

prises  dans  les  quatre  précédentes ,  et  quon change  d s 
en  pàx-^qày  ,  on  obtiendra 


/àN^   diV\    ,  ,. 


) 


+  y^(^Rm'àp  +  Tàq—Vm'àx)  = 

♦w{(T"+'é)<''-'"'''' 
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ce  qui  revient  à 

en  faisant 

^^    .         ^^  .rn^/àM      .  àM\ 


i  /  àN         „^  ditf  \ 


Si  l'on  remet  rdr+jdy  et  jdx+^dy ,  pour  dp  et  iq^ 
et  que  Ton  égale  à  zéro  ce  qui  multiplie  chacune  des 
différentielles  indépendantes  Ax  et  ày  ,  on  obtiendra 

d'où 

R  m'r+R  m'»  s+  Ts+  T  m't-^Vm'^z  o ,  en  chassant  »  ; 

enfin  ,  l'équation  (A)  donnant  Rm'''z=S  m'—T  réduit  la 

précédenteàm'(jRr+5*+T^— fO  =  o,  et  Ton  rentre 
ainsi  dans  la  proposée. 

330.  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer, 
ainsi  que  ses  analogues  dans  les  ordres  supérieurs ,  n*a 
pas  la  même  généralité  que  celui  du  n^  5i6  ;  car  il  faut 
bien  remarquer  que  les  équations  (i)  peuvent  renfermer 
a  la  fois  les  cinq  variables  x^y^z^petg^ei  qu'en  y 
joignant  même  l'équation  àzzznpàx  -jr  q ày»  on  ne 
sauroit  parvenir ,   par  l'élimination,  qu'à  une  résul- 
tante contenant  trois  variables,  laquelle  par  conséquent 
ne  pourroit    dériver  d'une  seule  équation   primitive, 
que  sous  certaines  conditions  (3io).  On  se  tromperoit 
néanmoins  si  l'on  concluoit  de-là  que  quand  les  con- 
ditions dont  on  vient  de  parler  ne  sont  pas  remplies, 
réquation  différentielle  partielle  proposée  ne  peut  elle* 
même  dériver  d'une  seule  équation  primitive. 

ff  3 


•      » 
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Ssi.  Soit  pour  exemple,  Féquatioa 

Ar  +  Bs+Ct  =  r, 

clans  laquelle  À,  B  et  C  ,  sont  constans ,  et  V  est  une 
fonction  de  x  et  de  y.  L'équation  {A)  devient  pour 
ce  cas  Am* — Bm-^  C=o;fie8  racines  m'  et  m'  sont 
constantes ,  et  les  deux  systèmes  déquations (i)  et  (a) 
donnent  par  l'intégration 


Am'p  +  Cq—m'fVdx 

y  —  m!*  xz 

Am'p+Cq-^mYFdx 

rintégrale  fVà  x  ne  dépend  que  d'une  seule  variable  , 
parce  qu'on  peut  chasser  y  de  V ,  au  moyen  de  sa 
valeur  prise  dans  la  première  équation  de  ebaque  sys- 
tème. On  aura  donc  en  même-temps  ces  denx  intégrales 
premières  de  la  proposée , 

Am'  p  +  Cq-^m'  fVàx=:^{y  —  m'x), 
A  m'p+Cq—m'fVAx  =  '^{^y  —  mx)\ 

et  en  intégrant  l'une  quelconque  de  ces  équations  ,  on 
arrivera  à  l'intégrale  seconde. 

Prenons  la  première ,  par  exemple  \  elle  donne 

C 

On  peut  pour  simpliGer  »  mettre  m"  au  lieu  de 


Ar'' 


Q 

puisqu'en  vertu  de  l'équation  (y<),  Tn!m=:  — ;  en  subs- 
tituant dans  da  =  pdx+ 9 d^,  o«  trouvera 

dz—  — /rdx—  d  cc^f  (y  —  m'.r)  =  çC  dy—  m"  d  x)  : 
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les  équations  à  intégrer  (3i6)  seront  donc 

dy — ml'dx=o ,       dz /  Kdx>— d  x  ç-^y^^mfx)  =  o. 

On  tire   de  Tune,  y^^m'x-=id  ^  ce   qui   change 
Tautre  en 

dz  — if-/rdx— d a:<f  [  a'+(m"  — m' )  a:]  =  o  , 
A 

dont  l'intégrale  est 

z  -- i-  fax  f  Vax J--r-  f  (a'-Km"-»B»= y , 

et  devient 

lorsqu'on  remet  pour  a'  sa  valeur  «  en  observant  que  f 
est  une  fonction  arbitraire ,  dont  les  coelHciens  dîfféren-* 
tiels  sont  arbitraires  aussi ,  et  dans  laquelle  on  peut 
comprendre  telle  quantité  constante  qu'on  voudra.  Il  faut 
aussi  remarquer  que  pour  obtenir  /d  xfVd^x  p  on  doit 
intégrer  une  première  fois  p^r  rapport  à  x ,  en  substi- 
tuant au    lieu  de  ^  sa   valeur ,   tirée  de  Téquation 
y — mx=af  comme  il  a  été  dit  plus  haut  ;  mais  lors- 
qu'on sera  parvenu  au  résultat  >  on  remettra  au  lieu  de  a 
sa  valeur  y-^mfx ,  et  avant  d*effectuer  la  seconde  inté- 
gration ,  on  changera  y  en  a'^mf^  x  ,  ainsi  que  Texige 
Téquation  y — m*^x=:a',  trouvée  en  dernier  lieu.  En 
général ,  quand  on  aura  plusieurs  de  ces  intégrations 
successive!  à  eflectuer  ,  on  ne  pourra  jamais  employer 
à  leur  simplification  que  les  équations  qui  doivent  avoir 
lieu  en  même-temps.  Asiec  ces  attentions»   l'intégrale 
seconde  de  TéquatioD  proposée,  Ar  +  Bs  +  C  =^V, 
sera 

Ff  4 


■  ^    «     ' 
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Si  ronavoîti4=:i,B=o,  C  =  o,et  r= — c*,  ce 
qui  changeroit  Téquation  proposée  en 

r^cU=o,    on   — =c*g^.(*), 
rintégrale  deviendroit 

•m 

522.  Lesfoootions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  in- 
tégrales des  équations  différentielles  partielles ,  se  déter- 
minent >  en  supposant  que  la  fonction  z  prenne  des 
formes  particulières  ,  lorsqn  on  assigne  des  relations 
entre  les  variables  y  et  x.  Voici  deux  exemples  de 
cette  détermination  : 

i".  Si  l'on  a  i=ill^(r)  ^MetV  désignant  des  fonctions 
données  en  x,  y  et  z,  et  qu*on  veuille  déterminer  la 
fopction  représentée  par  la  caractéristique  ç ,  de  manière 
qu'en  posant  F(x,  j' ,  «):;^  o  ,  on  ait  en  même-temps 
/(x,y,2)=o,  les  caractéristiques  F  et  ^  désignant 
des  fonctions  connues,  on  fera  F=(,  et  on  combi- 
nera les  trois  équations 

y  =  t,     F  {x,y,  z)=zo,    fix,y,z)  =  o, 

pour  en  tirer  des  valeurs  de  x ,  y  et  2  ;  en  ^  ;  subs- 
tituant ces  Valeurs  dans  M,  qui  deviendra  une  fonc« 
tion  de  t  y  que  je  désigne  par    T,  on  aura 

et  la  fonction  ^  sera  par  conséquent  déterminée ,  si 
{*)  Cette  écrnation  est  celle  des  cordes  vibrante!/ 
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Ton  remet  dans  cette  dernière  équation  pour  t  et  T,  leur 
valeur  en  x  ,  y  et  z. 

2\  Soit  i=M<pir)  +  N4^{V)\ 
comme  il  y  a  deux  fonctions  à  déterminer ,  il  faut 
qu'il  y  ait  deux  conditions  :  on  doit  supposer  que 

F(x,y ,  z)  =  o,  donne  f(x,y,  z)=o; 
que   F'(x,y,  2)  =  o  ,  donne /'(x,  y,  z)  =  o. 

Faisant  toujours  V=t,  et  tirant  des  trois  équations 

r==t,F(x,y,  z)  =  o,/(x,y,  z;)  =  a, 

les  valeurs  de  j; ,  ^ ,  z  en  t ,  on  changera  les  quan-^ 
titéa  M,  N,  en  fonctions  de  t.  Soient  T  et  4  ces  fonc- 
tions, on  aura 

combinant  ensuite  les  équations 

V=t,  F'(*,y,*)  =  o,/'  (x,y,«)=o, 

pour  obtenir  les  valeurs  dex,  y,  z  en  t,  on  changera 
par  ces  valeurs  les  quantités  M  tt  N  en  fonctions  de  t , 
que  je  désignerai  par  T*  et  tf'  ,  et  il  viendra 

i=r<i>(0  +  «'>KO.-.(9). 

Au  moyen  des  équations  (i)  et  (a)  on  déterminera  les 
fonctions  ^  et  4^  en  t'y  pois  on  remettra  à  la  place  de  t 
sa  valeur  F^  (*). 


rt«M 


(*)  La  détermination  des  fonction!  arbitraires ,  revient  à  faire 
passer  les  surfaces  qui  représentent  les  équations  proposées ,  par  de» 
courbes  données;  et  ces  courbes  peuvent  être  continues  ou  dis- 
Guntiaues ,  ainsi  que  les  foactioas  elles-mémei. 
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Des  équations  différentielùs  Moles  qui  ne  satisfont  pas 
aux  conditimu  énnUgtabUité. 

3â5.  Nous  «tout  fait  yoûrdatti  le  n*",  Sio»qn*oa« 
équation  difPérentielIc  du  pramier  ordre  à  troîa  Taria- 
bles  ,  de  la  forme  Pd«  + Qd  y  4-Rd«=o,  ne 
pouToît  être  satisfaite  par  une  fonction  de  denx  Tai- 
riables,  qu'autant  que  Téquation 

étoit  identique  par  elle-même  ;  mab  en  établiaaant  mM 
dépendance  quelconque  entre  j; ,  y  »  s ,  on  la  changera 
dans  une  autre  qui  ne  contiendra  plus  que  deux  de  cet 
variables,  et  déterminera  parcoaséqaestPiue  de  ceDee-ci 
en  fonction  de  Tantrè. 
Si  Ton  avoit,  par.  exemple,  Téquation 

dfc  xAx^yày 

z—c  ~  ap(a:— ^)  +  j'(y— ^)* 

qui  ne  peut  remplir  la  condition  énoncée  ci- dessus,  tant 
que  a  et  6  ne  sont  pas  nuls,  et  qnon  y  fît  ^=f  (x)? 
ç  désignant  une  fonction  quelconque  ,  elle  se  chan- 
geroit  en 

dz  _        [x-f  ^(x)^'(x)]dx 
c— c~x(x-a)  +  ^(x)[f(x)-61 

et  doùneroit  autant  de  relations  diSFérentes  entre  ji  et  x , 
que  Ton  assîgneroit  de  formes  particulières  à  la  fonc- 
tion f .  Si  Ton  prend,  par  exemple  y  f  (x)  =  x  ,  on 
aura 

dg  a X d X  a  d  X 

z — c      x(x-«-a) -f-x(x— è)        ax— »a<— 6  * 


•nrf*  ■•  .  -  .- 
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d'où  on  tirera  z^^c^zC^ax — a  —  i),  C  étant  une 
constante  arbitraire  ;  et  la  proposée  sera  satisfaite  par 
le  sy sterne  des  équations 


Newton ,  dans  son  Traité  des  Fluxions  (*) ,  avoit  déjà 
indiqué  cette  manière  de  résoudre  les  équations  diiTé- 
rentielles  qui  contenoient  plus  de  deux  variables;  mais 
elle  a  Tinconvénient  d'exiger  une  intégration  pour  chaque 
résultat  qu*on  Teut  obtenir,  et  Monge  a  remarqué, 
en  1784  9  qu'on  pouvoit,  par  l'introduction  d'une  fonc- 
tion arbitraire ,  parvenir  à  un  système  général  d'équa- 
tions qui  en  donnât  une  infinité  de  particubers ,  satis- 
faisant tous  à  la  proposée. 

524.    Le  procédé    que  Ton   doit  suivre  pour   in- 
tégrer   l'équation 

Pdx+Qày  +  Ràz=o, 

par  unB  seule  équation  primitive ,  lorsque  la  chose  est 
possible  y  conduit  autsi  à  la  solntion  la  plus  générale 
que  Ton  puisse  obtenir  pour  cette  équation ,  dans  le  cas 
contraire.  En  effet ,  si  on  l'intègre  d'abord ,  en  regar- 
dant une  des  variables  qu'elle  renfenue  comme  cons- 
tante ,  z  ,  par  exemple  ,  que  Ton  représente  par  U=C  j 
Téquation  primitive  qui  répond  à  P  d  x-f-  Q  ây  =  o , 
que  Ton  différentie  cette  équation  primitive ,  en  fai- 
sant varier  à  la  fois  or ,  j^ ,  s  et  C,  et  que  l'on  compare 


(*)  Kewtoni  opusçula  >  tome  I ,  page  8*  9  édition  de  174^. 
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le  résultat  à  la  proposée ,  on  arrivera  à  l'équatioD 

àC       AU 

*  a  2        d  2 


»     k 


ft  étant  le  facteur  qui  rend  Pda:+  Q  dy  une  differea- 
lielle  exacte.  A  la  vérité  ,  le  second  membre  ne  se  ré- 
duira plus  h  une  fonction  de  z  seul ,  comme  cela  arrive 
dans  le  cas  où  la  condition  d'intégrabilité  est  remplie, 
et  ne  pourra  donner  C,  comme  Texige  cette  condi- 
tion \  mais  il  est  évident  qu'en  supposant  toujours  qne  C 
soit  une  fonction  de  2,  l'équation  proposée  sera  satis- 
faite par  Téquation  primitive  U=>  C  >    si  l'oo   a  en 

même*temps 

àC       âU 

pdr         dz 
faisant  donc  C=  f  (s) ,  le  système  des  équatioHS 


àz 


satisfera  à  la  proposée ,  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
fonction  ^,  et  pourra  se  particulariser  d'une  infinité 
de  manières  en  prenant  ç  arbitrairement. 
Appliquons  ceci  à  l'équation 

àz xàx+yày 

z — c      x{x  —  o)-\ry{y  —  à)  * 
que  nous  avons  prise  pour  exemple  dans  le  n*.  précc* 
dent  ;  nous  aurons 

^,  xd.r+ydy  _  ^ 

et  faisant 

^=rx(a;  — a)  +  y(y  — t), 
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nous  trouverons  U=zx'^'\-y^  :  nous  obtiendrohs  par 
conséquent  lés  équations 

De  la  méthode  des  J^ariations. 

Recherche  de  la  variation  d'une  fonction  quelconque. 

5a5.  Lorsque  ]'état  de  la  question  a  déterminé  une 
dépendance  entre  plusieurs  variables ,  la  différentiation 
ordinaire  suppose  que  cette  dépendance  demeure  tou  - 
jours  la  même  dans  le  cours  du  calcul  ;  on  conçoit  que 
si  Tune  des  variables  doit  être  fonction  des  autres ,  la 
forme  de  cette  fonction  ne  change  point,  et  que  par 
conséquent  les  accroissemens  ou  les  décroissemens  qu'elle 
éprouve  sont ,  par  sa  nature  ou  par  Téquation  dont  elle 
dépend ,  liés  d*une  manière  invariable  avec  ceux  que 
peuvent  recevoir  les  quantités  qui  entrent  dans  sa  com- 
position. Divers  problêmes  de  géométrie  et  de  mécanique, 
proposés  peu  de  temps  après  la  découverte  du  calcul  dif- 
férentiel ,  ont  bientôt  fait  sentir  aux  Analystes  que  ce 
point  de  vue  n*étoit  pas  assez  général ,  et  qu*il  y  avoit 
des  cas  où  il  étoit  nécessaire  de  supposer  que  la  forme 
de  la  fonction  variât  elle-même  ;  c*est  là  ce  qui  a  donné 
naissance  au  calcul  dont  nous  allons  nous  occuper ,  et 
dont  la  découverte  est  le  résultat  des  premiers  travaux 
de  Lagrange.  On  avoit  bien  avant  lui  résolu  des  ques^ 
tions  du  genre  de  celles  qu*on  atteint  par  ce  calcul  ; 
mais  seulement  par  des  procédés  particuliers ,  qu'il 
falloit  modifier  selon  les  diverses  circonstances  que  pré- 
sentoient  les  applications  qu'on  avoit  en  vue. 
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Voici  l'idée  la  plus  générale  que  l'on  puisse  se  formtc 
du  calcul  des  variations  : 

Que  les  variables  iv  et  y ,  d'abord  liées  eiitr*eUes  par 
une  équation  ou  par  une  dépendance  quelconque  »  vien- 
nent à  changer  parce  que  la  forme  de  cette  équation . 
ott  la  relation  qui  résulte  de  la  dépendance  établie 
entr*elles,  a  cessé  d'être  la  même;  on  ne  sauroitexpri-' 
mer  cette  circonstance  d'une  manière  plus  générale  qu'en 
regardant  les  accroissemeds  de  «  et  de  y ,  conmie  ab- 
solument indépendans  Tun  de  l'autre ,  parce  qa'«n  effet» 
cette  hypothèse  »  ne  désignant  aucune  relation  pardcu-  1 
lière  entre  x  et  y ,  les  comprend  toutes.  Il  soit  de-li 
que  le  calcul  des  variations  ne  peut  être  employé  que 
pour  des  exf>ressions  auxquelles  on  a  déjà  appliqué  le 
calcul  différentiel ,  et  qu'il  ne  diffère  de  ce  dernier  que 
par  l'indépendance  qu'il  suppose  entre  des  variables 
qu'on  avoit  regardées  auparavant  comme  Nées  •ntr'ellcs 
par  des  relations  constantes.  L'exemple  suivant  éclair- 
cira  ces  notions» 

y  ûcc 
L'expression-^ — ,   qui  appartient  à  la  soutangente 

d'une  couibe»  représente  une  fonction  déterminée  de  jt, 
quand  on  y  considère  y  comme  une  fonction  dont  la 
composition  en  x  est  connue  ;  et  si  cette  demidre  vient 
à  changer  »  la  première  change  aussi.  On  éprouvera 
peut-être  quelques  difficultés  à  concevoir  comment  on 
a  pu  soumettre  au  calcul  la  variabilité  d'une  fonction 
qui  n'est  que  la  dépendance  abstraite  dans  laquelle 
plusieurs  quantités  se  trouvent  les  unes  à  l'égard  des 
autres  ;  mais  il  est  facile  de  les  lever ,  en  observant 
que  la  liaison  entre  les  quantités  y  et  x  changera , 
si  l'on  fait  varier  la  première ,  indépendamment  de  la 
seconde.  Ainsi  dans  l'exemple  actuel»  si  l'on  suppose 
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ây 
que  X  demeurant  le  même  >  ^^  et  —  changent ,  la  rela- 

tîon  àeyetdex,  aura  changé  nécessairement ,  puisque 
ces  quantités  sont  des  conséquences  immédiates  de  cette 

relation  :  on  peut  même  ne  faire  varier  que  ,  dans 

d  X 

V  d  j- 
la  formule'^-= — ,  parce  quelle  ne  dépend  que  d*une 

seule  valeur  de  y  ;  mais  si  Ton  considéroit  une  expres- 
sion qui  fût  affectée  du  signe  /,  il  faudroit  faire  varier 

•  ày 

en  même  temps  y  et  -~  ,  car  il  suit  de  la  théorie  de 

« 

la  formation  des  intégrales  ,  exposée  dans  le  n°.  209, 
que  la  valeur  d'une  semblable  fonction  dépend  des 
valeurs  consécutives  dej^,  lesquelles  se  déduisent  de 

celles  de  f^. 

QX 

3si6.  Il  est  évident  que  pour  différentier  sous  ce  point 
de  vue  quelque  expression  que  ce  soit ,  il  sufEt  d  y  faire 
varier  y  y  ày  %  à* y. . .  etc.  sans  toucher  à  x;  mais  en 
traitant  cette  dernière  variable  comme  la  première  ,  on 
parvient  à  des  résultats  plus  généraux  et  {^us  symé* 
triques  que  ceux  qu'on  obticndroit  autrement  »  et  qui 
conduisent  à  des  remarques  très*  intéressantes  sur  la 
nature  des  formules  différentielles,  c'est  pourquoi 
nous  en  userons  ainsi  dans  ce  qui  suit.  Pour|  ne 
pas  confondre  les  signes  de  la  nouvelle  espèce  de  dif- 
férentiation ,  dans  laquelle  x  et  ^  sont  regardés  comme 
indépendans ,  avec  ceux  de  la  première  ,  où  l'on  con- 
sidéroit une  de  ces  variables  comme  fonction  de  l'autre , 
nous  employerons  y  ainsi  que  Lagrange  «  la  caractéris- 
tique (T:  nous  supposerons  av«c  lui ,  que  quand  ^  ne 
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change  que  par  TefTet  du  changement  de  x  ^  qui  de* 
vient  x+da: ,  sa  différentielle  est  à  y  >  mais  que  quand 
la  relation  de  y  et  de  x  varie ,  ces  deux  quantités  de- 
vienuent  respectivement  X'\'^x ,  y'\'iy\  et  noiw  désig- 
nerons sous  le  nom  de  iforiations  les  accroisaemens  Sx 
et  Sy. 

Il  suit  de-là  que  de  même  qu*on  a 

j         di* ,      ,  au 

^"=di^*+d^^-y' 

u  étant  une  fonction  de  a:  et  de  y  ,  on  aum  ausfi 

.         J'u.     ,  Su. 

S'x       ^cTy    -^' 

V  d  X 
en  apph'quant  ceci  à  Texemple  ^ —  ,    il   faudra  re- 

djC 
garder -p  comme  fonction  de  a:  et  de  j',  et  il  viendra 

d*après  cela 

/dx\_  âyS'àx—àxfày  _  àyài-x—àxàfy 

**     [ày)"        57         -        57         • 

car  S'dx=d^x ,  Sdy=iàSy.  Cette  dernière  remarque  est 
de  la  plus  grande  importance  dans  le  Calcul  qui  va 
nous  occuper  ,  et  voici  comment  on  peut  en  établir  la 
vérité. 

Soit  F*,  une  quantité  quelconque;   on  aura 

d  V=  F—  V, 

V  étant  la  valeur  consécutive  de  F,  et  en  se  bornant 
au  premier  terme  du  développement  de  V^ ;  differen- 
tiant  ensuite  par  rapport  à  la  caractéristique  «T ,  il  viendra 

crdr=/r— cfF; 

mais 
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mais  pour  obtenir  dfV,î\  faudra  changer  de  même  «TK 
enfVt  et  prendre  la  différence  des  deux  résultats: 
on  trouvera  donc  ainsi  d<rf^=J^  F'— «T  F,  et  par 
conséquent ,  «T  d  F = d  J^  F. 

Il  suit  encore  déJâ,  qvie  fà*  V=àfAP'=à*^  V. 
En  continuant  ainsi ,  on  obtiendra  ce  théorème  général  : 

crd«F=d""*d«-"r=d«*r, 

et  il  est  facile  de  voir, qu'il  rentre  dans  celui  qu'on  a 
démontré  n®.  ida  (*). 


(*)  Toat  ce  qui  précède  se  peiat  ainsi  qu'il  soit ,  au  mojin  des  « 

considérations  géométriques  : 

Lorsqu'on  regarde  y  comme  nne  fonction  de  jr  de  forme  cons- 
tante ,   les   diverses  valeurs  que  peuvent  prendre   ces    variables 
sont  représentées  par  les  ordonnées  et  les  abscisses  d'une  même 
cour)^  CEffg»  56  ;  mais  Quand  leur  relation  change,  oh  passe FlG.^tf. 
de  cette  courbe  à  une  autre  quelconque  y  « ,  dont  la  nature  dépend 
de   la  loi  suivant  laquelle   ce    changement  a  lieu.  Nous  avons 
défà  présenté  de  pareilles  circonstances ,  en  faisant  varier  les  cons- 
tantes qui  entroièht  dans  les  équations  des  courbes  ;  mais  alors 
nous  né  considérions  que  des  variations  particulières  ,  parce  que    \ 
nous  regardions  la  forme  de   ces   équations    comme   déterminée , 
tandis  qu'ici  nous  supposons  qu'dles  soient  quelconques.  Dans  ce 
dernier  état  de  choies ,   la  ligne  AifA }  qui  exprime  le  changement 
qu'éprouve  l'ordonnée  PM  on  y,  en  passant  de  la  courbe    CE 
à  la  courbe  ^^  t ,  est  absolument  indéterminée.  Si  l'on  prend  un  se- 
cond point  M^i  que  l'on  mène  Vordonnée  P^M',  consécutive  à  PAf, 
et  que  l'on  tire  Mit,  ^f ,  pamDèles  k  AP  et  fAmf  parallèle  à  la 
courbe  MWy  on  aura  m'f  =:Af'À=d^  5  eXm'fil^zft!  fm^f  sera 
le  changement  qu'éprouve  d^  dans  le  passage  de  la  courbe  C£  à  la 
courbe  y% ,  ou  tày.  Mais  on  peut  aussi  regarder  cette  ligne  comme 

la  différence  entre  Af/urs/.FMsdMW  et  M'fi'^^.P'W,  elle 
deviendra  ainsi  ai' y.  on  aura  doue,  comme  ci-dèssos, /d^=sd/jf. 

Ce  n'est  que  pour  ne  pas  compliquer  la  figure  que  nous  avons  fait 

varier  AP  ou  x  de  la  même  quantité  pour  les  deux  courbes  CE  et  >•. 

Cale,  diff.  G  S 
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5^7*  Pour  ne  pas  noos  aitéter  i  des  exemples  par* 
ticnlien  »  supposons  que  u  soit  une  fonction  da 

ây       ,    àp 

on  en  trouvera  la  variation  en  differentiant  i  l'ordi- 
naîre,  mais  en  se  servant  de  la  caractéristique  /  anlîeii 
de  d;  et  la  diiFérentielle  ordinaire  étant 

du=Xd:r  +  Ydy+Pdp  +  Qd9  +  lldr+etc. 
la  variation  sera 

S'uznXfx+YS'y+'P^p+Q^q+Rfr+^c. 
en  observant  que  les  quantités  p  9  g  9  r,  etc.  doivent  y 
être  regardées  comme  renfermant  deux  variables  indé- 
pendantes ,xety  (p?.  précéd.)  ;  et  que  par  conséquent 
on  peut  prendre  leur  variation  dans  deux  hypothèses 
dilKrentes»  savoir  :  çn  ne  faisant  varier  qu'une  de  ces 
quantités»  ou  en  les  faisant  varier  toutes  les  âeiix«Nout 
opérerons  sous  ce  dernier  point  de  vue,  parce  que, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  il  est  plus  général,  et  que 
d'ailleurs  on  en  tire  les  résultats  qui  conviennent  au  pre- 
mier ,  en  supprimant  les  termes  relatifs  à  celle  des  va- 
riables que  Ton  veut  traiter  comme  constante  ;  et  à 
cause  de  ' 

'^      àxi  y  dx*  dx 

âp[  K       àx^p^pMix     d/o— qd^ 

fl = -1.  >  nous  aurons  <  «ra= ^^ — ^ =     '^  ,^ 

^      dxf  .     J  da;»  dx 

àq\  f ,       àxtdq^qMix_d^q^-Td^ 

àxj  V  ^^  ^^ 

etc.  etc. 

A  l'aide  de  ces  formules  on  trouvera  la  variatipn  d'une 
expression  quelconque  »  renfermant  x ,  y^  et  leurs  dif- 
férentielles, de  quelque  ordre  que  ce  soit. 
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328.  On  peut  aussi  demander   la  variation  d*une 
formule  intégrale ,  telle  que  fU^  U  renfermant  o^,  y , 
dx,  d*x. .  .dj',  d*y . . .  \  car  les  formules  de  ce  genre  , 
exprimant  certaines  fonctions  dont  la  composition  dé- 
pend de  la  relation  établie  entre  les  variables  x  et/ , 
éprouveront  des  changemens  si  Ton  fait  varier  cette  re- 
lation y  c*est-à-dire  ,  si  on  regarde  les  variables  x  et  y 
comme  indépendantes  Tune  de  l'autre  dans  les  chan- 
gemens qu'elles  subissent.  11  faudra  donc  appliquer  à 
ce  cas,  les  règles  de  diiférentiation  que  nous  avons  déjà 
employées  pour  la  fonction  u,  et  en  observant  que  cette 
differentiation ,  n*ayant  pas  lieu  dans  la  même  acception 
où  te  trouve  employé  le  signe/ qui  alTecte  la  formule  pro- 
posée ,  elle  ne  peut  ni  le  détruire  ni  le  modifier. 

Nous  allons  donc  établir  ce  théorème  :  Jfi/=zfi'U  ; 

en  efiFet,  ^fU=fU'—fU/ir  étant  ce  que  devient  U 

lorsqu'on  y  met  jc+/jc  et  y-^-^y ,  au  lieu  de  x  et  /  ;  et 

commeona/y'— /r/'=/(l/'— î/),   V—U^iW, 

il  s'ensuit  ^fU=flU. 

539.  Cela  posé ,  soit  U  une  fonction  de  x,y,  et  de 
leurs  différentielles  ;  on  aura 

d  U=Mdx+  Nà^x+Pà^x+  Qd^x  +  evc. 
+  mdy  +  nd*y  +pd^y+  qd*y+etc. 

et  par  conséquent^ 

^U=M^x+N^dx+PJ'd''x+Q^d^x  +  etc. 
+  m^y+n  ^dy  +  p^d^y-^q^d^y  +  etc. 

d*où  il  suit  : 

fi^Uzr^JiM^x  +  Nt'dx+P^d^x  +  Qt^d^x  +  etc.) 
+  fimfy  +  ni'dy  +  p  ^d*y  +  q ^d^jf-f-etc.  ) 

Cette  expression  n  est  pas  réduite  à  la  forme  la  plus 

Gg  a 
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•impie  qu'elle  paÎAie  aToir^  car  ai  on  intègire.par  par- 
ties f  on  aara  : 

fMhc  =fMf'x 
fN^dx=fNàhf^Ntx^/dN*x 

=Q  d*^x -HlQd*t  +  d»Q/je-/d' Q/x 
etc.  etc. 

On  aura  pareillement , 

fn  idy  z=zfndfy=ni'y  — fd  n  /y 

fpid*  y  =fp  d*  ly=pdty  —  d  p  /'y  +fd*pfy 

f(ji'epy=fqd^iy=ild^iy—dq  d  fy+d^qfy^flfqiy 

etc. 
et  en  substittiant»  il  Tiendra 

//ir==:(iV:-^P+d*Q— etG.yir+(P--dQ+^^ 

+(Q— ete«)d*JbH-«is» 

+(«— rfp+d*g  — etc.)^+(  Jl^— *d  9+etc.)dJy 

+(  7— etc.)d*/)f +etc 

+/(M— diV+d*P— d3Q  +  elc.)^« 
+/(  m  ^  d  n  +  d»  p— .  d'  ç  +  ettt.)  ty 

SSo.  On  remarquera ,  d'après  cette  formule^  qae  si 
Ton  avoit 

M— diV+d*P  — d'Q  +  etcrîo 
m  —  dn  +  d»p-*-d*  ^ -f-etcSo 
la  variation  fi'UxrtAt  entièrement  déK?rée  an  signe/; 
mais  ces  équations  sont  précisément  celles  qui  âoîvent 
avoir  lieu  pour  que  la  fonction  l/soit  intégrale  par  elle» 
même  9  et  nous  allons  le  prouver  à  priori  ^  en  ap- 
pliquant i  la  recherche  de  ces  conditions  la  méthode 
mime  des  variations. 
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En  eiFet»  soit  £/*,  la  difFérentielle  d'une  fonctionne/*; 
on  aura  âl/:izU,  et  par  conséquent 

d'où  il  suit  que  si  U  est  une  différentielle  complète  » 
^U  en  doit  être  pareillement  une  ;  et  par  conséquent 
]orsqu*on  a  fait  sortir  du  signe  /,  dans  Tex  pression 
de/^27,  tous  les  termes  qui  peuvent  8*intégrer,  il  faut 
que  Tensemble  de  ceux  qui  restent  âoit  nul  parlni*mênie, 
sans  qu*on  ait  besoin  de  supposer  pour  cela  aucune  re- 
lation entre  «,  y ,  ^x ,  et  ^y. 

33 1.  Ces  remarques  ne  se  bornent  pas  à  l'expression 
de  fU:  elles  s'étendent  également  à  celles  de  ffUt 
ffr  U ,  etc.  quel  que  soit  le  nombre^  des  signes  d'inté- 
gration ;  et  cherchant  la  variation  de  ces  dernières 
formules,  comme  on  a  fait  àTégard  de/U,  on  trouvera 
les  équations  de  condition»  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  la  quantité  U  soit  la  différentielle  complète  d'une 
fonction  ^(/i  d'un  ordre  immédiatement  inférieur ,  d'une 
fonctionnel/ d'un  ordre  inférieur  de  deux  unités,  etc.» 
et  ainsi  de  suite.  Soit^  pour  y  arriver , 

+  mly  +  Il ài'y  +  pd*  /jr  +  ^ d^  4^y  +  etc.  y 

on  aura ,  par  ce  qui  précède , 
//V=(iV— dP+d»Q— etc.)/tr+(P— dÇ+etc.)d^jr 

4-  (  Q— €tc.)d»*r+etc. 
-f-  (ji — d  p+d»9— etc.)^y  +  (  p—  d  q  -f-etc.)d/y 

+(  ç— etc.)d»/y-fetc. 
-f./(itf-diV+d»P— d^Q+etc.)  /x 
+ /(  m.— d  «  +  d»  p^d^  g  +  etc.)  ^jr  ; 
mais    ^fU^z  ^U,  et  à  cause  que  ^ l/=  rf* U ,  il  viendra 

Gg  3 
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on  obtiendra  done  /V  en  intégrant  de  nouTMii  //V, 
et  en  faisant  sortir  de  dessous  le  premier' signe  d*iiii^ 
gration,  tout  ce  qn*il  sera  possible  d*intégrer.  On  troa- 
▼era  ain5i 

+/(Q— etcO**r+etc. 
+yÇ«— d  p+dV— etc.)^ +/(  p— d  9+6tc.)d/jr 

+/(?  — etc.)d»fy-fetc. 
+/AM-diV+d*P— d^  Q4.etc.)*c 
+^w»-dn+d*p— d^9  +etc.)J|y 

et  en  intégrant  par  parties  les  termes  susceptibles  de 
Têtre,  c'est-à-dire,  tons  ceux  qui,  comme  fPA^x^ 
par  exemple,  contiennent  des  différentielles  de /x  et 
de  /jf,  on  aura 

///T7=/*lfc(P— dQ+dH-^tcO^+CQ— dB  +etc)d*L- 

+(B— etc.)d»/bc+ctc. 

4-(p  — d  9+d  r— etc.)fy+ (  9 — cl  ^  +  «tc.^d^ 

+(r— etc.)d»/y+ctc. 

+/îiV-adP+3d»Q-4d3/?+etc.)*r 

4:/yîAf— diV+d«P— d^Q+d^B— etc.)*r 

+/(  n— adp  .f3d*7  — 4dV  +etc.)«(y 

+/7t'»— d«+d*p— d3<7  +  d^r— etc.)^ 

Telle  est  l'expression  de  la  variation  d*nne  formule  qui 
dépend  de  deux  intégrations  successives  ;  il  est  évident 
qu'elle  ne  peut  être  délivrée  des  signes  d'intégration  ,  à 
moins  qu'on  n*ait 

N  — a  d  P+  3  d*  Ç  — 4dSjR+  etc.  =o 

3f_diV+    d«P  — d^Q  +  d^R— etc.=  o 
n  — ad  p  +  3  d*  <7  — 4^^^  +  ®*c.  =o 

m— dit+    d*p  —  d^ç  +  dV — etc.  =  o. 

Quand  ces  équations  seront  identiques ,  le  résultat  qui 
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aéra  ^  17,  n'aura  besoin  qned'être  intégré  une  fois,  par 
rapport  aux  variations,  pour  donner ^^17|  ou  Tintégrale 
seconde  de  la  proposée. 
Soit  pour  exemple 

U=x  d^y  -^aàsày^^-yi^x", 
on  aura 

^U=d^ylx  +  :idyàlx+yâ^i'x 

+  d*xJy+  ndxdi'y+xà*  ^y, 
M=zày,    iV=îidy,    P=y 
m=d*j?,     n  =  2dr,    p=]*; 

et  par  conséquent,  les  équations  de  condition  ci-Jessus 

deviendront 

ady  — 2dj^=o 

d»  y  —  2  ày-{-  à*y=zo 

aàx — 3dx=:o 

d*x — fl  d*j?+ d*  X  =:  o , 
d*où  il  résulte  qire  Ta  fonction  proposée  est  immédiate- 
ment intégrable  :  la  partie  ^^x  +  x^^,  délivrée  du 
signe  /,  donne ,  en  Tintégrant  par  rapport  aux  varia* 
tions  t^^U=^xy. 

03a.  Nous  avons  supposé  que  l/contenoit  seulement 
deux  variables,  x  et  y\  les  procédés  seroient  encore 
les  mêmes,  et  les  résultats  parfaitement  analogues,  s*il 
en  contenoit  trois,  x,  y  et  z,  par  exemple;  sa  diifé- 
rentielle  d  U  seroit  de  cette  forme  : 

d  U=Mdx  +  Nà^x+P à^x+Qà^x  +  etc. 

+  m  d^+  »  d*  j^  +  p^^y  +  9  ^^  y  +  €^^' 
-H/i^dz+f  d*«  +«'d^a  +  />d4«  +  e^c* 
et  de  là  on  tireroit  ^C/en  changeant  un  d  en  ^.  Il  est  ai^é 
de  voir  que  la  troisième  variable  z  donneroit,  sous  Is 
wgne/,   la  fonction 

(|Lt  —  d  r  +  d»  T  —  d  *  ]•  +  e  t  c .  )  (^^ , 

Gs4 
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et  hors  de  ce  aigne  »  les  ternua 

(9_clir-fâ*p— etc)/s  +  (^— -dp-f  ete.>dJk  ' 

+(p— ete.)d*/«+«le. 

Cette  marche  contient  évidemment  i  un  qomlm  qmt 
conque  de  variables  ,  et  il  en  résnlte  qne  A  on  ffflllok 
chercher  les  équations  de  coçj^tion  d^uis  c«  cas,  en 
égalant  à  zéro  la  quantité  qçi ,  sons  le  signe  f,  nudâpli» 
chaque  variation  indépendant^  i  on  auroit ,  pour  nna 
première  intégration ,  autant  d'évictions  qae  de  va- 
riables ;  denx  fois  autant  »  s*il  s'i^ssoit  de  deux  in- 
tégrations successives *y  et  en  général»  si  m  étoit  k 
nombre  de?  variables,  et  n  celui  dça  intégrations  â 
effectuer,  on  auroit  m  n  équations,  de  condition* 

Si  en  supposoit  que  la  différentieUe  de  Pune  des 
variables ,  celle  de  :ç ,  par  exemple ,  fût  constante ,  on 
auroit  alors ,  N,  P ^  Q^  etc.  éga^ix  çlmcnn  i  zéro >  et 
ia  variation  se  réduirpit  i^ 


pL+à*  7— d^r+etc.)^+(p^-d7+etc)d^y 

+(^— etc.)d•l^y -Htc. 

+/(m— dii+  d*p— etc.  )  ^^+  ®*c. 

et  il  faut  observer  que  V  poy vant  dans  ce  cas  être  mis 
sous  la  forme  Fdx»  on  aura,  en  différentiant^  par 

rapport  a  x ,  iw =— -  d  x ,  et  par  conséquent 

dx 

àV 

fMix=f-^Ax^'x  =  V^x 
^  ax 

la  partie  intégrée  sergit  donc  augmentée  de  ce  terme. 

553.  Toutes  les  applications  qu^on  a  faites  jusqu'à 
présent  du  calcul  des  variationsj.  ont  .<u  ppi^  objet  des 
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formalea  intégrales  indéterminées  :  j'appelle  ainsi  les 
formules  générales ,  telles  que  fydxy  dans  laquelle  on 
n'assigne  aucune  forme  particulière  à  la  fonction  j^.  On 
8*est  proposa  de  trouver  la  relation  qui  devoit  exister 
entre  j^  et  x  ,  pour  que  ces  formules,  prises  entre  des 
limites  assignées  >  devinssent  des  maxima  on  des  mt* 
nima  ;  avant  de  passer  à  ces  applications,  il  est  à  propos 
de  rappeler  ici  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n**.  aiS,  sur 
la  nature  des  intégrales  et  sur  leur  division  en  intégrales 
indéfinies  et  en  intégrales  définies.  Il  ne  peut  être  ici 
question  que  des  dernières,  qui  sont  les  seules  suscep- 
tibles dune  valeur  fixe  ;  et  par  conséquent,  lorsque  nous 
considérons  la  variation  d'une  formule  intégrale ,  cette 
variation  sera  nécessairement  assujettie  aux  limites  as- 
signées à  cette  intégrale,  Umites  qui  sont  ou  fixes  ou  va- 
riables,  suivant  la  nature  delà  question  proposée. 

Pour  éclaircir  ceci,  nous  observerons  que'  la  for- 
roule /Fd  a:  peut  toujours  représenter  la  longueur  d'une 
courbe  ,  on  Taire  de  cette  courbe;  alors  ,  si  l'on  de- 
mande la  valeur  de  cette  intégrale  depuis  un  point 
fixe,  pris  dans  le  plan  de  la  courbe  proposée ,  jusqu'à 
une  autre  qui  soit  également  fixe ,  et  que  l'on  fasse 
varier  y  ei  x  y  indépendamment  l'un  de  l'autre ,  on 
change  momentanément  la  relation  qui  existoit  entre 
ces  quantités ,  et  par  conséquent  la  nature  de  la  courbe 
à  laquelle  elles  appartiennent  ;  mais  puisque  les  points 
extrêmes  sont  fixes,  il  n'existe  aucune  variation  pour 
eux ,  et  toutes  les  courbes  consécutives  que  Pon  pour- 
roit  envisager  ,  doivent  passer  par  ces  points  (^).  S*il 

{*)  Les  variations  de  x  ti  àt  y  étant  regardées  comme  indépen- 
dantes les  unes  des  autres ,  il  s'ensuit  nécessairement  que  celles  d'un 
IKiint  n'ont  aucune  influence  sur  celles  du  suivant  ;  et  que  par  coo- 
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8*agi«M>itaa  contraire,  d'ane  fominle  intégrale  r^taSitm 
WO.  57.  à  la  courbe  AByJig.  67  ,  comprise  entre  deax  anfte» 
conrbea  données  AÀ*^  et  BB\  il  est  évident  qn  en  faiaanf 
Tarier  l'intégrale  qui  exprime  cette  longueur ,  ses  lioHlet 
varient  aussi  ;  car  en  passant  de  AB  à  A'B'  »  les  eztré^ 
.  mités  il  et  £  se  meuvent  »  et  les  abscisses  qui  répondcat 
au  commencement  et  i  la  fia  de  Tiotégrale  f  après  q«  elle 
a  varié»  ne  sont  pas  celles  qui  convenoientà  son  état 
primitif. 

I«es  développemens  que  nous  avons  donnés  des  varia- 
tions que  reçoivent  les  formules  dans  lesquelles  il  entre 
des  intégrales  indéterminées,  offrent  des  moyens  d'expri* 
mer  ces  circonstances  suivant  la  nature  des  questions 
qu'on  peut  avoir  à  traiter.  En  effet ,  ces  développement 
renferment  deux  sortes  de  termes,  les  unr  sont  affec- 
tés du  signe  /,  les  autres  en  sont  délivres;  de4à  résulte 
une  distinction  importante  à  faire  entre  les  premiers  et 
les  seconds  :  ceux-ci  se  rapportent  entièrement  â  des 
points  déterminés  de  Tintégrale  proposée;  et  les  autrea 
représentent  la  somme  de  toutes  les  variations  particu- 
lières qui  affectent  séparément  chacun  àes  élémens  de 
l'intégrale,  compris  entre  ces  points.  '       , 

Pour  bien  entendre  ceci,  il  faut  se  rappeler  qu*nne 
intégrale  peut  être  envisagée  (209),  comme  la  L'mite  des 
sommes  â*un  nombre  indéfini  d'élémens  \  et  par  consé- 
quent ,  si  chacun  d*eux  varie ,  le  résultat  sera  égal  à  la 
somme  de  ces  variations  partielles.  Or ,  des  deux  parties 


séquent  les  courbes  consécntiYes  dont  nons  parlons  ici  ne  sont  assn- 
ietliesàaacnnesloiz  et  peuvent  être  discontinnes.  Celte  remarque 
sert  ponr  montrer  comment  les  méthodes  employées  par  les  Ber- 
BonlH  et  par  Enler ,  pour  résoudre  le  problème  des  isypérimètret 
anqnel  s'appliqne  la  méthode  des  variations ,  se  rapprochent  d* 
•elle  méthode. 
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que  contient  le  développement  des  variations ,  ce  ne  peut 
être  que  celle  qui  est  restée  sous  le  signe/,  qui  représente 
cette  somme  des  variations  particulières  à  chaque  point; 
car  on  ne  sauroit  l'obtenir  qu'après  avoir  établi  entre 
les  variables  une  relation  qui  permette  d'intégrer  y  tandis 
que  la  partie  délivrée  du  signe  /  est  indépendante  de 
toute  relation  de  cette  espèce,  et  ne  peut  par  consé- 
quent avoir  rapport  qu'à  des  points  isolés. 

334.  Cela  posé ,  toutes  les  expressions  que  nous 
avons  trouvées  dans  les  articles  précédens ,  pouvant  être 
mises  sous  cette  forme  :  ^^=4'i'/^>  ^  ^°  suppose 
que  xiza,  y=b  ,  etc.  soient  les  valeurs  qui  répondent  i 
l'origine  de  l'intégrale  ,  c'est-à-dire ,  au  point  où  elle  est 
nulle  y  x=:af ,  y=^',etc.  celles  qui  répondent  à  la  fin, 
c'est-à-dire ,  au  point  où  elle  est  complète  ;  qu'on  ren- 
ferme entre  des  parenthèses  Q  1^^  quantités  relatives 
au  premier  point  et  entre  des  crochets  []  celles  qui  se 
rapportent  au  dernier,  on  aura  pour  l'un  (/'<p)=(4), 
pour  l'autre  [^^]  =  [4]  +  [/'^]  ;  et  la  variation  prise 
dans  toute  l'étendue  de  l'intégrale  sera  exprimée  par 

[«r^]_(^<f)=[4]-(4)+[/^]. 

II  est  évident  que  les  termes  (4)  et  [4]  i  qui  ne  con- 
tiennent que  les  quantités  a,  ft,  etc.  a',  b' ,  etc.  et  leurs 
variations ,  s'anéantiront  d'eux-mêmes  lorsque  ces  quan- 
tités seront  invariables ,  ou  ,  ce  qui  revient  an  même , 
lorsque  l'intégrale  sera  prise  entre  des  limites  constantes. 
On  a  vu  9  dans  le  n^3ag  ,  que 

^fU=i  N  — d  P-fd»Ç-etc.y*+(P_dQ4-etc.)d<Jir4-etc. 
+(/'M— diV+d»l*— d*Ç.fetc.)*r 

-|-(  n  —àp+d*q — ctc.y^-Kp— <3^+etc.)dfy+etc. 
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il  A*«ii8uivra  •  ep  tyAnt  égtrd  i  eo  qui  tient  d*ètre  dk  ^ 
que  si  tfV  doit  être  piû  dtoft  bf  linûtet  iocUqnéa» 
pli6  luiut  y  o«  a^ra  ' 

+[il-<lp+dV--etc.]*6r 

^(J«.^+d*e-«teO^ 
^n-^  p+d  V-ete.yil 

S+[P.^Q4.etç.]dAi' 
+ [p— dç +etc]d/fc'+etc 
~(P-.dQ+etc.)dAï 
— (p— d9+etc.)d/ft — etc. 

+[/(af— diV+d*P— d'Q  +  ctc.}/* 
4/{m— dii  +  d*p— d»9  +  ctc.}  />r]. 

Tonte  la  pieioiècQ  partie  de  cette  expression  se  ré- 
dnua  4  i|iro,  si  /a>  ^'>  «te  /&,  ^^  «te.  sont  nnb^ 
dans  le  cas  contraire  •  8*1]  existe  des  conditions  entre 
ces  yariatiops ,  il  faudra  7  avoir  égaird  »  ea  introdoi- 
sant  dans  Féquation  précédente  les  relations  donnée^ 
par  la  natiu'e  de  la  question. 

335.  Il  est  important  de  remarquer  qae  cette  exprès* 
sion  suppose  qne  l'origine  des  reriablesx ,  y^  etc.  soit 
fixe,  et  que  les  quantités  a^  h^  etc.  a\  b\  etc.  n'en* 
trent  point  dans  la  fonction  U;  car  si  le  contraire  avoit 
lien  9  la  variation  ne  seroit  point  complète ,  puisqu'on  la 
calculant,  on  n'auroit  pas  eu  égard  i  tous  les  termes 
qui  doivent  en  faire  partie. 

Occupons-nous  d'abord  du  cas  où  la  quantité.  U  ren- 
fermeroit  a ,  & ,  etc.  a\  b' ,  etc.  il  est  évident  qu*il  fan- 
droit  ajouter  à  l'expression  de  i\j  du  n^^Sag.les  tenues 
suiv^tns  : 

Ala+B^b  +  etc.  +  A'  ^a' +  B'  ^b' +  etc. 
+.f  d^a-}-B,.'î  ^b  i-  etc.  ^A^df^a'  +B\AW+  etc. 
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et  les  variations  ^a^^b,  etc.  ^a\  ^b\  etc.  étant  indé- 
pendantes des  variables  x ,  y^  etc.  passeront  hors  du 
signe/,  tandis  que  A,  A\  etc.  À,^  il'^,  etc.  qui  renfer- 
ment ces  variables  et  leurs  différentielles ,  y  resteront 
soumises  ;  il  faudra  donc  introduire  dans  la  première 
partie  de  la  variation  les  tenues 

/a/.4+  ^6/5+etc.       lafÀ'^  ^^b'fB"  +  etc. 
+à^ufA,+dnfB^+etc,+àMfA\+A  n' fB\  +  etc. 
en  ayant  soin  de  prendre  ces  intégrales  entre  les  mêmee 
limites  que  la  proposée. 

336.  Passons  maintenant  au  casoùrorigine  des  coor- 
données est  supposée  variable;  concevons  qu'on  ait 
fait  x=:x — a^y^^y' — b ,  et  que  Torigine  des  nouvelles 
coordonnées  x' ,  y\  etc.  soît  fixe  ,  mais  que  les  quan- 
tités a,  b,  etc.  soient  variables;  il  est  évident  qu^on 

aura 

^j:=irx'— «Ta,  ^y=i=f /— ^&  ,  etc. 

quant  aux  diffei^ntielles  d  x ,  etc.  ày  »  etc.  elles  n*é-« 
prouvent  aucune  variation  par  rapport  i  aouk  b ,  puis- 
qu'elles ne  dépendent  pas  de  ces  quantités.  Cela  posé,  subs- 
tituant les  valeurs  qu'on  vient  de  tfouver  dans  ^U(i2^)^ 

«n  aura 

Jlf(J*a/— /^a)+iV^dx'+etc. 

^m  (/^y'—  ^6)  +  n  fày  +  ctc* 

d'où  il  suit  qu'il  faudra  joindre  à  la  variation ,  trouvée 
dans  le  n*.  cité ,  les  deux  termes  —  ^afM ,  —  ^bfm. 
Si  maintenant  on  fait  a  ,  6 ,  etc.  égau)c  à  zéro  ,  sans 
néanmoins  annuller  ^a,  ^6,  etc.  alors  x'se  changera 
en  X,  etc.  et  les  fonctions  M,  m  ,  seront  les  mêmes  que 
celles  du  n**.  cité.  Il  est  aisé  de  voir  pourquoi  on  n'a 
point  annuité  les  variations  i'a^n  ^  car  on  peut  conce- 
voir i^a  ftb ^  etc.  comme  le  premier  degfé  de  grandeur 


•pj 
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de  a  y  & ,  etc.  On  se  convaincra  d'ailleors  aisémant  qoa 
si  Torigine  des  abscisses  et  celle  des  ordonnées  ont  qb 
moayement  »  on  peut  le  transporter  aux  abscisses  et  ans 
ordonnées  elles-mêmes  ,  ponrvn  que  ce  soit  avei^'  an 
sigpe  contraire/  et  écrire  par  conséquent  /»—  #« 
et  iy^^b^  au  lien  de  ^  et  de  iy.  Lesititégrales/lf  étym 
doivent  être  priser  dans  les  mêmes  limites  que  la  j^Or 
posée. 

Des  maxima  et  des  minima  des  formules   intégrales 

,  indéterminées» 

337.  L'application  vraiment  spéciale  du  Calcul  des 
variations»  a  pour  objet  les  maxima  et  les  imnima 
des  formules  intégrales  indéterminées  ;  elle  est  fondée 
sur  les  mêmes  principes  que  la  théorie  générale  des 
maxima  et  des  ndnima  des  fonctions  déterminées» 
exposée  dans  le  n^  i34.  En  effet  ,  si  00  repré- 
sente dx 9  ây,  d*x ,  etc.  par x^^  y^,  x^,  etc. le  résultat 
de  la  substitution  de 

x+^x,  7+^>',Xr  +  ^*,,...x,-f.^x.,  etc. 
dans  une  fonction  quelconque  de  Xty,àXfdy,  d*x,  etc. 
pourra  s'ordonner  comme  celui  de  la  substitution  de 

*+dx,y+dy,  ar,+dx, ,  J't+dy, ,. .  .x.+dx.  ,etc. 
qu'on  obtiendroit  facilement  en  suivant  la  marche  dn 
n**.  121 ,  et  en  changeant  d  en  /.  Mais  sans  faire  ce 
développement ,  il  suffit  de  remarquer,  que  si  Tofi 
désigne  par  u  la  fonction  proposée ,  bn  trouTera  pour 
les  deux  premiers  termes  u  +  àu  ,  qui  deviendront 
u-\'i'u'f  et  iu  ne  contenant  que  des  termes  dam 
lesquels  fe ,  ^y,...^x,  ,/)*, ,  fe,,  etc.  ne  montent  qn*au 
premier  degré  I  et  qui  pourront  par  conséquent  changer 
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désigne  ,  devra  s  anéantir  lors  du  maximum  ou  du  mini- 
mum ,  en  vertu  des  articles  rappelés  ci-dessus  :  on  aura 
donc  pour  Yun  et  l'autre  cas,  ^=o.  Maintenant  si  wr^fU, 
il  viendra  ^£7=0,  à  cause  de  i^u=:f^U;  et  comme 
le  développement  de  f^U  est  composé  de  deux  par* 
ties,  Tune  de  la  forme 

A  ^x+B  ^y -f-  ^'d  ^x+B'à  ^y  +  etc. 

l'autre  de  la  forme 

fi^^x  +  z^y+ ), 

qu'on  ne  sauroit  comparer  entr*elles ,  puisque  la  der- 
nière n*est  point  intégrable  tant  que  ^  et  ^y  conservent 
l'Indépendance  qu'exige  la  généralité  du  calcul,  on  ne 
peut  faire  évanouir  ce  développement  qu  en  égalant 
séparément  à  zéro ,  dans  Tune  et  l'autre  de  ses  parties  » 
les  quantités  qui  multiplient  les  variations  indépendantes. 
D'après  ces  principes,  la  fonction  soumise  au  signe/ 
donne  les  équations  indéterminées  f =o  »  Z'=o ,  etc. 
et  quant  à  la  fonction  délivrée  de  ce  signe ,  il  faut  égaler 
aussi  à  zéro  le  coefficient  de  chacune  des  variations  qui 
restent  indépendantes  après  qu'on  a  eu  égard  aux  rela- 
tions qui  résultent  des  conditions  relatives  aux  limites 
de  u ,  en  observant  que  les  variations 

d/j?,     d•l^a:, d^y,    d'iTy 

ne  sont  point  liées  en  général  avec  /x,  f/ ,  etc.  Les 
équatiorvs  qu'on  tirera  de  la  partie  dégagée  du  signe  / 
appartenant  à  des  points  particuliers  seront  déterminées. 
Pour  compléter  la  théorie  des  maxima  et  des  mi- 
nima  des  formules  intégrales  indéterminées ,  il  resteront 
à  assigner  les  caractères  auxquels  on  peut  distinguer 
le  maximum  du  minimum;  et  il  est  aisé  de  voir  qu'ici, 
comme  dans  le  cas  ordinaire ,  ces  caractères  dépendent 
«0  général  de  l'examen  des  termes  du  second  ordre. 
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dans  le  développement  de  la  valeur  censécativc  à  a , 
mais  eo  prenant  >  comme  cî-dessus ,  ce  dévdof^ement  par 
rapport  i  la  carastéristiqué  f.  Nous  n'eutreroM  pas  ici 
dans  cette  recherche  qoi  est  fort  délicate  (  vô)rtx  U  Tmiié 
du  Cale,  diff.  et  du  Cale*  int»  )  «  nous  aooa  bonMrooii 
éclaircir  ce  qai  précède  par  qaelqnes  exénplae* 

■ 

338.  Soit  d'abord  yVda:»+djf*;  en  ^tasâbt  k  va- 
riation 9  on  aura 

^  (  »/d  «•+  d y  1=        ■,^_li=g~^  ; 

comparant  cette  ezpreisioii  avec  celle  de  1ir(5flg)  »  et 
faisant  ^  àx^+dy*  :=ds ,  on  trouvera 

*  „      dx  ^     ^      ^ 

illsOf     iVŒ -r*- ,    7fi=sio.     n=t±-*. 

d*  as 

et  par  conséquent 

Eu  égalant  à  zéro  les  deux  termes  aflfectés  du  signe/, 

on  ne  trouvera  que    Téquation   dxd^y— dyd^icraoi 

dy 
qui  revient  à  d.  rp=:o ,  et  dont  l'intégrale  est  par  con-i 

séquent  j^=:  Cx+  C'. 

Sirintégrale/Vdx»+dy*  doit  être  prise  entre  la 
Kmites 

a:=a,    y=h ,    x=a\    y^V, 

a'  et  b'  étant  des  quantités  invariables  »  la  partie  de  la 
variation  délivrée  du  signe  /  s'anéantit  d'elle-même  à 
cause  de 

fa=iù,     M=o,     l^a'=o,    i'b'=o, 
et  les  eonstantes  C  et  C  doivent  être  déterminées  de 

manière 
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iHanière  qu'en  faisant  successivement  xzrza^  x^=^a\ 
on  ait  y=ib ,  y=b'. 

La  question  que  nous  venons  de  résoudre  >  rapportée 
à  ]a  Géométrie»  a  pour  objet  de  trouver  la  ligne  la  plus 
courte  qu*on  puisse  mener  entre  deux  pointa  pris  sur  un 
plan ,  et  notre  résultat  nous  a  conduits  à  l'équation  d'une 
ligne  droite ,  ainsi  que  cela  devoit  arriver» 

Si  le  premier  point  étoit  Exe,  et  que  le  dernier 
fût  variable ,  on  auroit  seulement  ^,  ^&,  égaux  à  zéro  » 
et  il  resteroit  l'équation  da^'+d6'^i'=ro,Pour  y  sa- 
tisfaire ,  en  supposant  que  le  dernier  point  doive  se 
trouver  sur  une  courbe  ayant  pour  équation  ây^=^fiàso', 
il  faudra  qu'on  ait  W=fi^a'  -,  substituant  cette  valeur 
dans  l'équation  précédente»  on  trouvera  daf+fiàb'=Oj 

'           d^'           1  . 

et  par  conséquent  3-7  = •  ce  qui  nous  apprend  que 

la  droite  cherchée  doit  couper  à  angles  droits  la  courbe 
proposée.  Il  faudra  donc  déterminerles  constantes  Cet  C 
par  les  deux  conditions  suivantes  :  1^.  qu'elle  passe 
par  le  point  fixe  )  9l°,  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  la 
courbe  donnée  par   l'équation 

dy=  ^  d  x'. 

Satisfaire  à  ces  conditions  ,  c'est  résoudre  des  pro-^ 
blêmes  qui  n'entrent  pas  dans  notre  sujet  ;  mais  nous 
devons  faire  remarquer  l'avantage  que  procurent  les 
équations  déterminées.  Quoique  l'équation  y:=Cx+C 
appartienne  à  la  ligne  qui  est  la  plus  courte  entre  deux 
points  quelconques ,  il  est  évident  que  lorsque  ces  points 
ne  sont  pas  déterminés»  ainsi  qu'il  arrive  dans  la  dernière 
hypothèse ,  on  peut  tirer  une  infinité  de  lignes  droites  qui, 
à  la  vérité  ,  sont  plus  courtes  que  les  Ugnes  d'une 
autre  nature,  menées  par  les  mêmes  points,  mais  qui 

Cale,  dijf  H  h 
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étant  inégales  entr*eU«s,  doivent  avoir  litn  à  ait  mi» 
idmwn  relatif.  Le  caractère  qui  convient  à  ce  miainuim 
m  eaoroit  être  déduit  de  l'équation  indéterminée  ;et  Tidée 
mai  ae  présente  la  première  pour  le  trouver  »  seroit  de 

cheroher  i  exprimer  la  valeur  deTintégrale/V^dr^-l-d/* 
.  en  fonction  des  constantes  C  et  C ,  ce  qu'on  poorroit 
faire  »  en  prenant  la  valeur  de  x  et  de  y»  à  Taide  de  l'é- 
quation de  la  courbe  donnée  et  de  celle  de  la  plus  courte 
ligne  ;  diiférentiant  ensuite  le  résultat  de  cette  substitu- 
tion »  on  auroit  les  yalenrs  de  Cet  (7  qui  conviennent  an 
maximum  ou  au  minimum  cherchés  :  mais  les  équations 
déterminées  présentent  tfn  chemin  plus  court  pour  ar- 
river an  résultat  9  puisqu'elles  font  connoitre  inunédîa» 
tement  quelle  est  la  condition  à  laquelle  il  £int  satisfairs 
pour  Tobtenir. 

33g.  Proposon^nons  pour  second  exemple 
nous  aurons 

l/d*»-hdy+dz* 

Soit  pour  abréger ,  l/  d  x*  +  dy*  +  d  »*  =  d  *  ;  ea 
oomparant  aux  formules  du  n°.  Sag ,  il  viendra 

mm  %r       àx  dy  dz 

m=o,     iY=  — ,    m=o,    n=—,  fA=o,  •=:?-  ; 

€15  d^  d  X 

et  si  on  regarde  les  trois  variables  x ,  /»  z,  comme  indé- 
pendantes, on  trouvera  ,  en  égalant  séparément  à  zéro 
les  multiplicateurs  des  variations  f^  ffy»  ^»  les  troif 

équations 

,    -dx  -dy  ,d« 

d  — =0      d;=»^  =  o,      d  — =  0, 
ûs  as        _         as 

dont  deux  sul&ront  pour  déterminer  la  ligne  droite  qui 
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résout  la  question  proposée,  savoir  :  celle  de  trouver  la 
plus  courte  ligne  qu*on  puisse  mener  entre  deux  points 
de  l'espace. 

Mais  !ti  on  veut  que  cette  ligne  soit  toute  entière  sur 
une  surface  courbe ,  ayant  pour  équation 

d«  =  «da:+i8  d^ , 

il  faudra  que  cette  relation  ait  perpétuellement  lieu 
entre  les  coordonnées  x^  y  et  z^  quelques  variations 
qu'elles  subissent  d^ailleurs  ;  on  aura  donc 
^z=«  ^x  •}-  fi^y  f  et  il  n'y  aura  que  les  deux  varia- 
tions ^x  et  ^  qui  soient  indépendantes.  En  substituant 
dans  la  variation  de  la  fonction  proposée ,  on  trouvera  : 

et  les  formules  du  n®.  «^29 ,  donneront  immédiatement 

<'(S)+-(r:)=-'-  ^(i^>"(f:)=«- 

Ces  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule ,  et  l'on 
peut  s*en  assurer  en  les  ajoutant  ensemble ,  après  avoir 

multiplié  la  première  par  â  —,  et  la  seconde  par  2—; 

QS  d5 

car  on  a  alors 

ou,  en  mettant  ds  pour  atdx+fiiy  et  en  intégrant ^ 

Ax^+ây^+ài^'_ 

ils*  ■*"  ' 

équation  identique  :  il  ^suffira  donc  d'employer  l'une 
quelconque  de  celles  que  Ton  vient  de  trouver.  Lorsque 
Ton  voudra  l'appliquer  à  une  surface  courbe  en  parf  icu- 
iier,  on  mettra,  au  lieu  de  «, sa  valeur  enx,jr,  tirée 
de  réquatioû  de  cette  surface  ^  ainsi  que  celle  de  d  s  î 

Hh2 
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le  rteillat  tent  différentiel  dv  second  ordre,  1  Inté» 

MktioB  iotredoum  denx  cemtantes  arbitraires  »  qu'il 

j^adra  dittniuner  ponr  satîs&ire  ans  conditions  des 

MJBftigctrêmes  »  et  dont  la  yalear  s'obtiendra  en  asso- 

|gtlissaot  la  ligne  cherchée  à  passer  par  ces  points  ^Ib 

mukt  fixes  ;  mais  s'il  s'agissoit  de  trouver  la  pins  courte 

«ifgne  menée,  d'un  point  fixe  à  une  courbe  donnée ^  il 

Cufdroit  avoir  égard  à  l'équation  du  dernier  point» 

^qniest 

Soit  dy=y  d  af  l'équation  de  projection  en  »,  j ,  de  la 
courbe  donnée  ;  on  aura  /&'  =  y/a',  et  par  con- 
^quent, 

(da'+«diB0  +  (di'+/8d*')y=o; 
avec  un  peu  d*attention,  on  reconnoftra  qu'en  vertu 
de  cette  condition, la  courbe  résultante  de  l'équation 
indéterminée  doit  couper  la  courl^e  donnée  â  angles 
droits;  /  et  z'  désignent  ici  ce  que  deviennent  j  et  s 
lorsqu'on  met  a'  et  &'  au  lieu  de  x  et  y ,  dans  l'équation 
de  la  surface  proposée. 

Enfin ,  s'il  s'agissoit  de  trouver  la  plus  courte  ligne 
qu*on  puisse  mener  entre  deux  courbes ,  il  faudroit  d« 
plus  avoir  égard  à  la  variation  du  premier  point  ;  et 
comme  elle  fournit  une  équation  entièrement  semblable 
â  celle  du  dernier ,  on  en  conclura  que  la  l«gne  cherchée 
doit  être  perpendiculaire  à  la  fois  aux  deux  courbes 
données. 

54o.  Cherchons  quelle  doit  Être  la  relation  entre  les 
variables  x  ety,  pour  que  la  formule  / —  '^-- 

%/l^nrv— 1^^ 
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soit  an  minimum  (*);  on  aura 

et  81  on  fait  pour  abréger 

il  viendra 

\uj  u»       ^    uds    ^    uàs    ' 

et  par  conséquent  (îag) 

uûs 
as  d  y 

La  partie  de  la  variation  affectée  du  signe  /donnera 
d'abord  diV=0|  m  —  d  /i=o  ;  l'une  de  ces  équations 
suIEt  pour  déterminer  Ta  courbe  :  nous  prendrons  la 
première  parce  qu'elle  est  la  plus  simple,  et  comme 
elle  donne  Af=:C,  nous  en  conclurons 

uûs                    es                          -^j         f  ' 
doù  on  tire  Ax= ^        ^^   -.   • 


(*)  Ce  problème  est  celai  de  la  bracbjitochrdne ,  on  de  la  conrbe 
le  long  de  laqnelle  nn  corps  dctacild  dans  le  moins  de  temps  possible 
d'an  point  à  on  antre* 

HkS 
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pai8X  =  a,  y=&,  iusqo'i  x:=a^  ^y=b\  on  ann  » 
poar  le  i^emier  et  le  dernier  point ,  les  éqaâtioos  soi- 
yantea 

Supposons  pour  plus  de  généralité  que  la  conftante  K 
soit  fonction  des  quantités  a  et  6  ;  il  faudra  alors  >  d'après 
ce  qui  a  été  dit  ,n^.  335  >  faire  yarier  l'intégrale  proposée 
par  rapport  à  ces  quantités ,  en  sorte  qu'on  aura  de 
plus  les  termes 

4  ajouter  i  la  première  des  équations  précédentes  » 
qui  defîendra 

+{("'-*^(/4?-)}»=- 

Il  reste  à  déterminer  maintenant  les  quantités  (N) ,  [N} , 

(n),  [b],  ainsi  que  Tintégrale  A-/-,  qui  doit  être  prise 

entre  les  limites 

x=fl,    y=h,    ttx=a\    y  =  h' ; 

or  ,  l'équation  m— d 71=0  donne 

di  ày 
r  —  d.— f-=o, 

*   et  en  intégrant, 

J    vr  uàs 

Mais  parce  que  l'intégrale  doit  commencer  au  point 
dont  les  coordonnées  sout  x:=:a, y=sb,  il  s'ensuit 
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qu'on  a  C'+[— j-  )  =  o,  ou  C=  —  (n),  pour  ce 
point  ;  et  pour  le  dernier ,  il  viendra 

d  OÙ  il  suit 

Ces  équations   peuvent  être   simplifiées  en  observant 

dx 
que  iV=  — — =  C,  que  par  conséquent  (iV)=:[iV]=5C/ 

et  si  Ton  suppose  que  a  et  b,a'  et  b\  appartiennent  i 
des  courbes  données  par  les  équations 

da=Ad&,        àa'=K'dh\ 
les  précédentes  deviendront 

{c-l^{(„)-[«]}  }^--{(«)-^{('')-C»]}  }=o 

CA'+[n]=o. 

djr     dj: 

lorsque  -r—  et  -rr  seront  nuls ,  on  aura 

Cx  +  (n)  =  o,     C^'  +  [n]==o; 
et  à  cause  que 

^=~J7-    C»)=(^). 

on  en  conclura 


on  trouvera  de  même 

rdx-i C__      _»_ di^ 

Ld^ J  ""  [b]  """"  h'  —      do'  * 

Hb4 
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ce  qoi  nons  apprepâ  que  la  conrbe  cherchée  doit  cos- 
per  à  angles  droits  les  deux  conrbcs  données. 
Enfin ,  lorsqu'on  fait  K=:b ,  il  vient 

djr  djr 

réqnation 


relative  au  premier  point,  se  réduit  àCx-4*['(]=o; 

Téquation  relative  au  dernier ,  demeurant  la  même  »  il 

Fui 
suit  de  li  quex  =  —  ^'  =  A'»d*où  Ton  voit  que  la 

deuxième  conrbe  donnée  doit  encore  être  coupée  à  angle 
droit  par  la  courbe  cherchée ,  et  que  la  tangente  de  la 
première,  au  point  où  elle  rencontre  la  courbe  cherchée, 
doit  être  parallèle  à  celle  de  la  seconde,  menée  par 
aon  intersection  avec  la  même  conrbe. 

34l.  Les  questions  que  nous  avons  traitées  précé- 
demment se  rapportent  à  des  maxima  ou  à  des  minima 
absolus  ;  mais  il  s'en  présente  pour  lesquelles  on  exige 
êes  m€ixima  ou  des  mrUma  relatifs.  En  voici  un  exem- 
pie  :  Parmi  toutes  les  relations  que  peuvent  avoir  eit^ 
tf elles  les  variables  x,  y,  et  qui  donnent  une  .même 
ifoleur  à  [intégrale  indéterminée  fU ,  prise  depuis  x=:a 
jusqu'à  x=a*,  trouver  celle  qui  rend  la  formule  fW  un 
ma^fimum  ou  un  minimum ,  dans  tes  mêmes  circonstances. 
Nous  n^entrerons  point  ici  dans  le  détail  de  la  solodon 
de  cette  question ,  nous  nous  bornerons  à  dire  qu'elle 
consiste  à  égaler  à  zéro  la  variation  ffU-^-  C  ^fU%  C  étant 
na  coefficient  constant  indéterminé* 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTEGRAL. 


Des   différences    et   des  Séries. 

Du    Calcul  direct  des   Différends. 

JJans  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral,  nous  n*aY0D8  envisagé  les  séries  que  comme 
un  moyen  de  développer  les  fonctions  algébriques  oa 
transcendantes ,  de  manière  à  faire  connoître  quelques- 
unes  des  propriétés  de  ces  fonctions,  que  la  forme  sous 
laquelle  elles  se  présentoient  ne  rendoit  pas  assez  évi- 
dentes ,  ou  bien  pour  en  obtenir ,  dans  certains  cas , 
des  valeurs  approchées.  Sous  ces  diflerens  points  de 
vue ,  nous  avons  toujours  connu  Torigine  des  séries 
dont  cous  avons  fait  usage',  et  nous  ne  nous  sommes 
occupés  de  leurs  propriétés  que  par  rapport  aux  fonc- 
tions dont  elles  dérivoient^  maintenant  nous  allons  les 
considérer  en  elles-mêmes  et  indépendamment  d'au- 
cune fonction  particulière* 
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34s»  Supposons  qu'on  ait  une  série  de  la  iormm 

dans  laquelle  les  chiffres  inférieurs  affectés  aux  coef- 
iiciens  des  puissances  de  x,  et  que  je  nommerai  imUo^p 
font  connoitre  le  rang  qu'occupe  chaque  terme.  Ce  qui 
distingue  cette  série  de  toute  autre,  c'est  la  loi  que  fat* 
Tent  les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  x;  or  » 
quelle  que  soit  cette  loi ,  *il  est  évident  que  la  valeur 
de  chaque  coefficient  en  j^articulîer  dépend  du  rang 
qu'il  occupe  dans  la  série ,  en  sorte  que  si  Ton  avoft 
Texpression  du  terme  général  A^,  qui  répond  i  un 
indice  quelconque,  on  en  déduiroit  tous  les  autres» 
en  donnant  à  n  différentes  valeurs  ;  car  AotA^^A^t  A^,  atc 
ne  sont  autre  chose  que  ce  que  devient  A^  lorsqu'on  j 
fait  successivement 

Faisons  donc  abstraction  de  * ,  ou,  ce  qai  revient  as 
même,  faisons  jc=i,  et  considérons  seulement  la  série 
des  coefficiens  Ao >  Ai ,  A^,  A3,  etc.  comme  représen* 
tant  la  suite  des  divers  états  par  lesquels  passe  la 
fonction  A^  ,  en  vertu  des  accroissemens  que  reçoit 
Findice  n. 
Soit  fait  Ai—A,;=Bo 

A^ — ^1=^1 

etc. 

les  quantités  B^,  B^,  J?. ,  etc.  qui  sont  les  différence 
qui  régnent  entre  les  termes  de  la  suite  précédente,  for- 
meront elles  -  mêmes  une  nouvelle  suite  dont  la  na- 
ture dépendra  de  celle  de  la  première. 

Si  l'on  ayoit,  par  exemple,  A^'=3'i'^n,  en  posant 
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successivement  n=Oy  n=  1 ,  ii=:2,  n=.3,  etc.  on 
obtiendroit  pour  les  A  la  suite  des  nombres  3»  5 , 7,  9,  etc. 
et  les  £  seroient  tous  égaux  à  2;  en  eiFet,  la  suite  pro- 
posée ne  seroit  autre  chose  que  la  progression  par 
différences  (*). 

Dans  le  cas  où  les  quantités  B^,  Bj  ,3^,  B^,  etc.  ne 
ftont  pas  toutes  égales  entr  elles,  on  en  peut  déduire 
une  noutelle  suite ,  en  prenant  leurs  difTérences  ;  et 
faisant  JB, — Bo=Co 

JBft — B,=C, 

etc. 
on  aura'  à  considérer  la  série 

^oi       ^11        C^a  f       V3  ,     etc. 

Soit  pour  exemple  i4n'=5+3n*;  il  résultera  de  cette 
fonction  5^     8,     17,     32,  etc. 

pour  les  nombres  A  ;    ' 

3|     9}      i5,      etc. 

pour  les  nombres  B  ; 
enfin  6,      6,        6,  etc. 

pour  les  nombres  C,  qui,  comme  on  voit,  sont  cons* 
tans.  Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on 
a  pu  remarquer  les  dilférens  ordres  des  séries  ,  en 
comparant  entr*eux  les  termes  successifs  d*une  même 
série. 
Les  quantités  J5o>  B^  ,B^, . .  ,  se  nomment  les  diffô* 


{*)  c'est  ainsi  qae  j'appellerai  désormais  la  progression  arlthméti- 
qae ,  et  )e  donnerai  à  la  progression  géométrique  le  nom  de  pro» 
pression  par  quotietu.  Voyex  la  seconde  édition  des  EUmens  d'At- 
ghhrt  >  à  l'usage  de  r£cole  centrale  des  Quatre-Nations. 
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tences  premières  i  oo  ayoplameiit  lesdifferencet  detqoa»» 
tités  Ào»  At ,  A^,  etc. 

Les  quantités  C^ ,  C, ,  C»  »  etc.  qui  sont  teê  diSe- 
rences  premières  de  Bo  ^Bj^B^t  etc.  o«  les  diHerencei 
des  différences  de' i^oii^o  A^f  etc.  se  nommeiit  Indif- 
férences secondes  de  celles-ci. 

Itj  a  entre  les  quantités  À^B^  Cf  etc.  des  fdstkms 
qu^il  est  important  de  connoitre ,  et  an  moyen  desquelles 
on  détermine  les  unes  par  les  autres  ;  ce  sont  ces  ida« 
tions  qui  constituent  le  Calcul  direct  des  différences. 

545.  Soit  Uii  Uft ,  Us»* . .  une  cuite  de  quantités  qu*o» 
suppose  être  des  valeurs  consécutives  que  reçoit  la  fonc- 
tion u,  soit  en  vertu  des  variations  qu'elle  éprouve  par 
elle-même,  soit  par  l'effet  de  celles  qui  arrivent  à  des 
quantités  dont  elle  dépend;  nous  ferons 


lia— "i     =Aî*i 

1*3— u,     =ùu^       \ (»)  ^ 


en  nous  servant  de  la  caractéristique  A  ,  pour  désigner 
la  différence  qui  existe  entre  les  deux  états  consécutifs 
d^une  même  quantité.  Lorsque  cette  quantité  varie  par 
des  degrés  égaux  ,  les  différences  Au ,  AU| ,  Au^ ,  etc. 
sont  toutes  égales  ;  mais  si  le  contraire  a  lien ,  oa 
fera  par  analogie 

Au,"— Au      =A.Au       =A*u 
Au»— :^u,       =A.AU|       =A*U| 

;  «. 

^  WiiT— Au»,  i  =  A .  A  u  i.-.!  :=;  A*u».i 
etc. 
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i^*aa— A*M,       =A.A*tt      :^A^«, 
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A«u,— A*/i,_,=A .  A*u«_,=A^u«_, 
etc. 


O). 


Cela  poaé ,  on  aura ,  en  vertu  des  équations  (1),  (2),  (3) , 

,==M        +Att 

Au,     =Au      +A*u 
Auji     =Au,     +A*ii, 


a-=U,       +Al*, 
î=Wa       +A«^ 


A*u,      =A*w  -f  A'a 


=ttii— , +Au„_, 


A  «Mn^  =A*U^  ^+A'*I<,_,. 


Par  le  moyen  de  ces  valeurs ,  on  peut  arriver  à  des 
expressions  de  zii ,  i/a ,  U3. . . .  {/«,  qui  ne  dépendent  que 
de  la  quantité  primordiale  u ,  et  de  ses  différences  suc- 
cessives Au,  A*u,  A^u,  etc.  En  fai&ant  les  substitutions 
nécessaires  on  obtiendra 

■ 

«,  =tt-f-    Au 

Ua  =  li+2AU+    A*  U 

U3  =u  +3  A  u  +3A*  u+A'i* 


d'où  on  conclura  par  analogie 

*   1  1.2  '  1.2.3 

puisque  les  coeiHciens  numériques  des  expressions  pré- 
cédentes sont  les  mêmes  que  ceux  des  puissances  du  bi- 
nôme :  on  pourroit  d*ail leurs  facilement  vérifier  d'une 
manière  générale  cette  conclusion. 

On  peut  également  exprimer  la  différence  d*un 
ordre  quelconque,  A"Uy  par  le  moyen  des  valeurs 
consécutives  u^u^  u^ etc.  on  tire  d*abord  des 
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équatioDS  (i),  (2),  (3), 

A«u=||j^ — OLUi  +  U 


et  Tanalogie  indique  Texpresaioa  générale 

1  1.3  1.2*3 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  Ton  peut  écrire  les 
équations 

pourvu  que  l*on  se  rappelle  de  changer  dans  le  dérelop* 
pement.de  la  première ,  les  exposans  des  puissances  de  As 
en  exposans  de  la  caractéristique  A ,  et  que  dans  celui  de 
la  seconde,  on  transforme  les  exposans  de  u  en  in- 
dices. 


5'i4.  Lorsqu'une  fonction  est  donnée ,  rien  n*est  plus 
facile  que  d*en  obtenir  les  dllFérences  successives  ;  nous 
prendrons  d*abord  pour  exemple  la  fonction  x".  Fai- 
sons u=rx^  ,  et  supposons  que  x  augmente  de  la  quan- 
tité h  ,  nous  aurons  u^  =  (  ar  +  A  )"* ,  et  par  consé- 
quent 

,    7n(m — i)(m  — a)  ,,, 

1.Ù.3 

Pour  passer  aux  différences  ultérieures  A*u  ,  A^u ,  etc. 
il  faut  faire  varier  x  de  nouveau ,  ce  qui  présente  deux 
hypothèses,  Tune  consiste  à  supposer  que  la  quantité  x 
prenne  toujours  des  accroissemens  égaux  j  et  l'autre  que 
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ces  accroissemens  soient  eux-mêmes  variables  ;  nous  notu 
occuperons  d'abord  de  la  première.  £û  subdlituauc  X'[  h 
au  lieu  de  x  dans  A  u,  on  aura 

Au,=mh(x+h)'^-'+  ^^^~^^A'(x+ft  )*""•»+  etc. 

Il  est  visible  que  si  Ton  développe  l'expression  de  Au, , 
et  que  Ton  en  retranche  celle  de  Au,  le  résultat  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  de  h ,  sera  de  la 
forme 

A»u=  m(  m— i)x'"-*ft*+Jlfir«-3ft^+itf4*'»-4;,4-(.etc. 

Msf  Mj^,  etc.  désignant  des  coefliciens  dépeudans  de 
l'exposant  m. 

Par  une  nouvelle  substitution  de  x-^-h  dans  cette  der- 
nière équation ,  on  parviendroit  à  A^u^ ,  et ,  en  obfer* 
Tant  que  A^ii=A*u, — A»m,  on  obtiendroit 

A^u=zm{m—i)  (  m— a)  x'^-^h^+M'^x»-^  +  etc. 

La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  dévelop- 
pemens  e^t  évidente ,  et  Ton  voit  que  l'expression  de  A^a 
doit  commencer  par 

m  (m — i)(ro — a). .  .(m— n-|-i)i:"^''/i«  ; 

mais  pour  parvenir  au  terme  général  de  cette  exprès* 
sîon  ,  il  sera  plus  facile  de  former  immédiatement  A"u, 
par  le  moyen  des  valeurs  de  Ut  >  ^ a  i  U3 ,  etc.  sans  passer 
par  celles  de  Au,  A^u,  A'u,  etc.  Il  est  évident  que 
dans  l'hjrpothèse  présente  les  valeurs 

répondent  à 

x-j-fc,     x^2hf     x+5h, jc+nft  , 

et  que  Ton  a  par  conséquent 
K,=(x+ft)%    Ua=(r-}-afc)'", M«=(x+nA)'«  ; 
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00  tirera  de- là 

i.a  '' 

n(n — \)Cn — a).     .  ,       «v ,  ,«.  . 
-    ^     ^^^^;^        [^+(«—3) h r+etc. 

Si  Ton  désrgne  par  i  l'exposant  de  h  dans  le  terme  général 
du  déTeloppement  de  Téquation  ci-dessus ,  l'expressloa 
de  ce  terme  sera  ^ 

m(m — i)(m — 2) (m — î+i)  ... 

— ^ ^-^ ^ i 4— i  *  «-'i'X 

i  »  ^  »  %j  »  •  •  •  •  «  1 1 

„'_-(„_,)' 4. _L-_J.(„_2)'—etc.}  ; 

maïs  comme  nous  avons  observé  que  le  développement 
de  A"  IX  ne  pouvoit  contenir  des  puissances  de  h  dont 
l'exposant  fût  moindre  que  n  ,  il  s'ensuit  que  la  fonc- 
tion 

n' (n-O'-j î^ i(«_2y— etc. 

j  1.2       ^ 

est  nulle  tant  que  i<Cn ,  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier.  D'ua 
autre  côté  ,  le  coefilcient 

mfm — i)(ni—  2) (m— i  +  i) 

* 

s'évanouissant  lorsque  i  =  m+ 1  ;  il  en  résulte  que  la 
plus  haute  puissance  de  h  ,  dans  le  développement 
de  A^u ,  ne  peut  être  que  h"^  et  que  par  conséquent  A  "a 
se  réduit  à  son  premier  terme 

m  {m — i)(m— 2) 2.  i  ,/i" 

dans  le  cas  où  Ton  a  m=zn,  11  est  évident  qu'alors  les 
diîTerences  ultérieures  A'»H;»  u  ,  A'»-^*  u  ,  etc.  sont 
nulles. 

U 
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Il  est  facile  de  conclure  de-là  que  toute  fonction 
rationnelle  et  entière  de  x  a  toujours  des  différences  cons- 
tantes ,  savoir  :  celles  dont  l'ordre  est  marqué  par  l'cxpo- 
siant  de  la  plus  haute  puissance  àe  x ,  qui  soit  dans  la 
fonction  proposée.  En  effet,  cette  fonction  étant  de  la 
forme  A  a:*+  B  a;^+  Cjt  V  -j-  etc.  on  aura  nécessaire- 
ment 

A"(^Aaf'+B  x^+Cxy+etc.  )  = 

A  A" .  x'-t-BA-» .  xC+  CA" .  x>+etc.  (*)  j 

et  si  «  désigne  le  plus  haut  exposant  de  x  >  il  viendra 
pour  le  cas  où  n=x , 

A*.  jc*=i  .2 tth*  ,       A*. 07^=0,       A*.xO'=o ,  etc. 

en  sorte  que 

A«(^ x*+B x^4- C xy+  etc  )=i  ,u,3 aAh^. 

Il  n*estpas  nécessaire  d'avertir  que  chaque  fois  qu'on 
prend  la  différence  de  deux  fonctions ,  cette  opération 
peut  faire  disparoitre  une  constante  *,  car  les  calculs 
précédens  ne  diffèrent  de  ceux  du  a**.  8 ,  qu'en  ce 
que  nous  avons  considéré  en  même  temps  tous  les 
termes  du  développement  de  la  différence,  au  lieu  de  ^ 
nous  borner  au  premier ,  comme  pour  le  Calcul  dif- 
férentiel. 

Au  moyen  de  ce  qni  précède  on  développeroit  sans 
difficulté  les  différences  d'une  fonction  composée  de 
puissances  quelconques  de  x.  Avant  de  pousser  plus 
loin  >  il  convient  de  montrer  comment  les  mêmes  dé- 
veloppemenSy  et  en   général  ceux  des  différences  des 


(*)  Il  ne  faut  pas  confondre  A",  x*  avec  A'*x^;  car  la  première  de 
CCS  expressions  est  la  différence  de  l'ordre  n  de  la  fonction  x*  > 
tandis  que  A'»:r*=(A'*jf)*» 

Cale,  dlff,  l  i 
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5i6.  A  Taide  du  théorème  de  Taylor  ,  le  déyeloppe-. 
ment  des  dilFérences  d*un  ordre  quelconque  pour  one 


auront  bien  laUi  l'origine  de  cette  notation  dams  le  n*'.  5  y  poissent 
révoquer  en  dente  son  analogie  avec  les  principes  qpie  Lagraage  em- 
ploie dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques  ;  elle  esinème  plos 
propre  qne  tonte  antre  à   en  rappeler  le  sonvenir,  Qodles  qmn 
soient  les  notions  préliminaires  ,  ie  coefficient  diffiremiiel^  on  U 
fonction  prime  (  d'après  Lagrange  )  »  sera  toujours  la  fonction  qui 
multiplie  la  première  puissance  de  l'accroissement  dans  le  dévelop- 
pement de  la  différence  de  la  fonction  primitive  ;  en  prenant  le  pre- 
mier terme  seul  on  aura  une  différence  tronquée  ou  tuu  digirem* 
t telle  y  et  cela  ,  sans  rien  prononcer  sur  sa  grandeur  ahâolme,  sans 
rappeler  en  aucune  manière  Pidie  d'infiniment  petit.  Le  ehangemcnt 
de  métaphysique  ne  sauroit  donc  conduire  à  un  changement  de 
notation ,  si ,  comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre  ,  la  notation  a»- 
denbe  a  des  avantages  marqués  sur  celles  qu'on  voudroit  loi  sol»- 
tituer.  Il  faut  d'abord  observer  qu'elle  doit  être  débarrassée  des 

parenthèses  qu'Euler  employoit  En  effet ,  ^L  et  — ^  sont  aossl 

'  dx        d/ 

clairs  que  (j-J  »    (  T~  )  '»  ^^'  ^*  ^^^^  de  la  question  indique  ton- 
Jours  si  les  variables  x  ety  sont  indépendantes  ou  non  ,  et  empêche 

-i-d*-f-— i  dy 
d  r             d  X  d  y 

qu'on  ne  confonde  l'expression  -p  avec  ,   qui 

ne  signifie  qaelque  chose  qu'autant  qu'on  regarde  (  an  moins  impli- 
citement )  y  comme  une  fonction  de  x ,  voyez  d'ailleurs  le  n®.  isS. 
Les  notations  employées  dans  la  Théorie  des  Fonctions  ne  me 
paroissent  pas  offrir  les  mêmes  avantages.  Les  accens  ne  peuvent 
servir  seuls ,  qne  lorsqu'il  s'agit  des  fonctions  d'une  on  de  deux  va- 
riables ,  en  affectant  les  accens  sapérieurs  ans  variations  de  l'nne 
et  les  accens  inférieurs  à  celles  de  l'antre.  Poar  aller  au->delà  ,  l'il- 
Instre  Auteur  de  cet  ouvrage ,  écrit  entre  parenthèses  la  quantité  ou 
les  quantités  qu'il  regarde  comme  variables ,  et  désigne  par 

{'{') ,    f'(.ï) ,    f'(  i) , 

f"(»),    f\y),    no.    f'(*.>).    f"(».0.    f''(/,i>. 
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fonction  quelconque  s'obtient  sans  difficulté  :  on  a  pre« 
tnièremeût 

du  h  .    d*u    ft*     ,    d^a      h^       . 
dx  1    '  do?»  1.2        dx^    1.2.3 


les  coeffîciens  difFérentiels  da  premier  et  da  second  ordre  pour  la 
fonction  f(Xfyyi)  (  Théorie  des  fonctions,  page  ig»  ).  Ilamô* 
difié  depuis  sa  notation  dans  le  traité  qn'il  a  publié  sur  la  résolatioa 
^s  équations  numériques,  où  il  représente  les  mêmes  coefficient 
comme  il  suit , 

(|).  (^.  (|) 

(iTî).    (p).     (pi),     (--r).    (ijp)'    (y^y 

m 

Z  étant  la  fonction  primitive  proposée. 

En  partageant  avec  toute  l'Europe  le  respect  attaché  an  nom  et 
aux  travaux  de  Lagrange ,  j'oserai  néanmoins  n'être  pas  de  l'avis 
de  cet  homme  si  justement  célèbre ,  sur  les  motifs  qui  paroissent 
le  porter  à  introduire  celte  nouvelle  manière  d'écrire  les  résultats 
du  Calcul  différentiel  ;  car  je  croîs  avoir  prouvé  dans  ce  qui  précède 
que  l'ancienne  n'a  point  en  elle-même  nneonvénient  de  rappeler 
c ontinuelltment  Pidée  fausse  des  infiniment  petiu  ,  et  je  demandera 
si  la  multStade  de  parenthèses  très-resserrées ,  qui  résnlteroit  des 
signes  qu'il  propose ,  ne  rendroit  pas  les  formules  aussi  longues  et 
aussi  chargées ,  que  l'emploi  de  la  caractéristique  d.  J'avouefai  même 
que  sa  seconde  notation  ne   comportant  point  de    dénominateurs 
qui ,  dans  l'impression ,  exigent  une  double  ligne ,  me  paroit  pré- 
férable à  sa  dernière ,  semblable  i  celles  d^Eoler  et  de  Waring,  dont 
elle   ne   diffère  que  par  les  accens   qui  tiennent  la  place  des  ^, 
dont  le  premier  se  servoit  avec  tons  les  Géomètres  sortis  de  l'école 
de  Léibnitz ,  et  des  points  dont  le  second  a  fait  usage ,  ainsi  que 
ttms  les  Géomètres  Anglois.   Voici  nn  exemple  de  chacune  de  cet 
notations: 

l'ob^rverai  que  la  dernière  priveroit  souvent  les  analjstes  de  la. 

Xi  3 
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et  comme  Au,  est  ce  qae  deyient  Au,  lorsque  x  se 
change  en  X'^h ,  il  s'ensuit 

,     ,    dAufc   .   d»Au   h»     ,  d^Au   h^      , 

Attt=Au+-T h  -3 — ; +  "T~T  ■  4+  etc. 

*    dx   i  ^    dx'    1.2        dAf^  1.2.3  ' 


faculté  de  représenter  des  quantités  analogues  par  la  même  lettre 
accentuée  diversement ,  ce  qni  sereit  nn  Inconrénient  astes  grave. 

C'est ,  )e  pense ,  un  principe  avoné  de  tout  le  monde  ,  qu'il 
ne  fant  changer  les  signes  reçus  que  lorsqu'ib  sont  en  contradiction 
manifeste  avec  les  idées  qu'ils  doivent  représenter ,  ou  lorsqu'on  peut 
les  abréger ,  ou  enfin  lorsqu'en  les  modifiant ,  on  les  rend  propres 
à  développer  de  nouveaux  rapports  qu'o|i  n'anroit  pas  apperçns 
sans  cela.  Les  signes  du  Calcul  différentiel  ne  sont  dans  aucun  de 
ces  cas  :  tout  ce  dont  Lagrange  a  enridii  l'Analyse  dans  sa  ThéorU 
dis  Fonctions ,  et  dans  son  traité  iU  la  Rùolndiêm  éUs  if  nations 
numériques ,  peut  être  exprimé  avec  autant  de  simplicité  que  d'élé- 
gance par  les  caractères  usités  »-  comme  on  peut  le  voir  dans  le 
Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  (  in-4.^.  )  pour 
lequel  j'ai  profité  avec  empressement  de  plusieurs  remarques  im- 
portantes insérées  dans  les  excellens  écrits  que  je  viens  de  citer.  II  y 
a  plus ,  j'ai  la  persuasion  que  le  Calcul  des  fonctions  ne  sauroit  at- 
teindre à  rien  que  le  grand  Géomètre  ,  qui  en  est  l'inventeur ,  ne 
puisse  déduire  du  Calcul  différentiel,  fin  ne  sauroit  d'ailleurs  con- 
tester que  le  passage  de  l'Algèbre  au  Calcul  différentiel,  ce  der- 
nier étant  présenté  comme  l'a  fait  Lagrange  dans  les  Mémoires  de 
TAcadéroie  de  Berlin  ,  pour  l'année  1772^  ou,  comme  je  l'ai  fait 
d'après  lai ,  dans  le  premier  volume  de  mon  Traité  ûi-4.  et  même  par 
les  limites  comme  dans  celui-ci ,  ne  soit  aussi  simple  que  le  passage 
dp  l'Algèbre  au  Calcul  des  fonctions.  Enfin  ,  je  crois  qu'avant 
d'adopter  de  nouveaux  signes  ,  il  faut  penser  à  l'embarras  qu'éprou- 
veroient  ceux  qui  étudient  les  mathématiques  ,  d'avoir  à  rapprocher 
sans  cesse  des  formules  et  des  opérations  analogues  rendues  par  des 
caractères  différens;  et  c'est  la  crainte  de  voir  ouvrir  cette  nouvelle 
source  de  difficultés  ,  qui  m'a  engagé  à  entrer  dans  des  détails  dont 
la  longueur  sera  justifiée  par  l'influence  que  ne  peut  manquer  d'exer- 
cer l'homme  célèbre  qui  semble  projeter  une  révolution  A  cet  égard. 


.w 
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d'où  ^ 

àAuh  ,   d^Au   h*      .  d^Au     h^      , 

àx   1  ^  dx*  1.2  ^  d«^    1.2.3^ 
on  troaY€ra  de  même 

A^u=    ^  .- — ; Uetc. 

dx      1         dx*    1.2 

Ate=  _- 1.  etc, 

dx       I 

etc. 
En  effectuant  les  déTeloppemens  successifs  indiqués  ci- 
dessus ,  il  viendra 

"^         dx»     I     "^d^    2     "^  dx4    2.3"*"**^' 

d^ii    h^         d^     ft* 
■*"  dx^     2    +'d^ïïT+^*''* 

,     d4u      ft*       , 
+  -d^^  +  ^'^- 

Il  seroit  facile  de  trouver  la  loi  que  suivent  les  termes 
de  cette  expression ,  mais  nous  y  parviendrons  d'une 
manière  plus  générale ,  au  moyen  de  l'analogie  qui 
existe  entre  la  dilférentiation  des  quantités  et  leur  élé- 
vation aux  puissances ,  analogie  dont  nous  avons  déjà 
fait  remarquer  quelques  traits  dans  le  n®.  I25« 

547.  On  a  vu  (  24)  que 

X         X*  x' 

é'=  iH 1 1 i+  «te. 

1       i.a       i.a.3 

et  il  suit  de  cette  formule  que 

du  - 

^x  .  duh  .     du»      h*      .du'      h^      , 

d*i       dx»      1.         dx3    1.2.3 
du  - 

^  duh  ,    du»      *»      ,    du3      h» 

*        -*  =  diT+lî^T17+dP"î:^+'^^- 

lié 


.  --^"•-  ■       ^  - 
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Si  maintenant  on  transporte  les  exposans  des  puissances' 
de  du  à  la  caractéristique  d»  le  second  membre  det*é^ 
quatioD  précédente  deviendra 

du^        d«u      ;i*      .    d^u      h^      .     ^ 

1 1 . Y"  c^c. 

djci        dx*     1.3        dx*  i.a.3 

et  sera  la  même  chose  qoe  Au;  on  aura  donc 

du  , 

m 

Au=«         — 1, 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre 
on  transporte  à  la  caractéristique  d  les  «cposans  des 
puissances  de   du. 

D*après  ce  résultat ,  Lagrange  a  remarqué  le  premier 

du. 

qu*on  avoit  en  général        A«u  =  \e  — i/, 

en  observant  toujours  de  transporter  i  la  caractéris- 
tique d  les  exposans  des  puissances  de  du;  et  voici 
comment  Laplace  a  démontré  cette  proposition. 

Il  est  évident  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°.  précédent  , 
que  ,  quelle  que  soit  l'expression  de  A"  u  ,  on  doit 
avoir 

A\  A'\  etc.  désignant  des  coefHciens  qui  ne  dépendeat 
que  de  n.  Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes 
les  formes  qx'e  peut  prendre  la  fonction  u,  conviendra 
nécessairement  au  cas  où  u=e^  ;  mais  alors 

du d*u d^u 

dx       djf*        dx^  ■ 

A'r/— c'(e*— i)^ A''u='^(e*— 1)\ 
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Substituant  cette  yalear  de  A"u  ,   dans   le   premier 
membre  de  l'équation  posée  plus  haut ,   et  celles  da 

T-  >    ■; — •  etc.  dans  le  second  ,  il  viendra 

(e*— i)«=/i»+^'h"^-'+i4''ft«-+-»+  etc. 
d*oà  il  suit  que  les  coefficiens  A! ,  À\  etc.  doivent  être 
les  mêmes  que  ceux  du  développement  de  (e* — ^i)", 
puisque  raccroisseroent  h  doit  demeurer  indéterminé. 
II  ne  peut  d'ailleurs  exister  aucune  difficulté  à  Tégard 
des  coefllciens  différentiels  de  u ,  qui  se  déduisent  tous 
des  puissances  de  du  par  le  changement  indiqué  dans 
les   exposans. 

La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  diffé- 
rences se  retrouve  dans  les  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  ,  et  se  prouvera  d'une  ma« 
nière  analogue: 


du. 

du  - 

—  h 

~h 

d* 

à» 

348.  L'équation  Au=c  ?— i  donne  c  =i+A  u  , 
et  si  on  prend  les  logarithmes  de  part  et  d'autre ,  il 
viendra 

équation  qui   sera  vraie ,  si   dans  le  développement 

de  \{\-\-^u)y  on  transporte  à  la  caractéristique  A,  les 

exposans  des   puissances  de    Au  ;   on  aura  par  ce 

moyen 

du 

—  A  =  A  u—{A*u+jA3u— {A4 u+ etc.  (  28  ). 

Au  lieu  de  nous  arrêter  à  démontrer  ce  cas  particulier, 
nous  prouverons  qu'en  général 
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en  chasgeant  A  u*,  à  ii',  etc.  en  AHt ,  A^v,  atc*  H  .c«t 
TÎiible  que  la  question  revient  à  dÀeminer  lei  cocffi- 

dans  differentiek  -r-.  -r— r  »•  • .  etc»  en  fonction  dea 

as     Qx* 

différences  succeiMves  de  u,  et  que  ponr  cela  on  a  àtê 

éqnations  de  la  forme 


.  d*"^ii 

dans  lesquelles  les  coeffidens  ^Bfférentiels  ne  montent 
qu*an  premier  degré;  on  pent  donc 


-—^  fc'-ix:  A"tt  +  B'AH-i  „  4- jr'A'H-«tt-j.j|fcNHa^etc. 

On  obtiendvoit  facilement  la  valeur  des  coefiEiciens  in- 
connus B\  B" ^  B>*\  etc.  par  l'élimination  succes- 
sive de 

di==*-"*^'  dï=^*"^'^^^- 

mais  puisque  réquation  Ii3rpotIiét}qne  doit  avoir  lieu  , 

quel  que  soit  u  1  elle  subsistera  encore   lorsqu'on  y 

fera  ii=ie^>  ce  qui  donnera 

d'u 
■^-j-  =  c*         et  à!u=  €*(  c*— 1)' , 

quelque  valeur  qu*ait  le  nombre  entier  i\  et  on  tron- 
vera  par  conséquent 

A«==(eA— i)«+Jî'(c*— i)«-+->+BXe*— i)»-*-»+etc. 
Four  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  membres 
de  cette  équation,  il  sufHt  d'observer  que 

h-  =  {l(i+c*--i)}-. 
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parce  que  le  développement  de  1  (i+e*— i) ,  ordonné 
suivant  les  puissances  de  c*— i ,  et  qui  est 

e*-.,_i  (eA-i)»+  j  (e*— 1)3—  i  (c*— i^+etc. 

étant  élevé  à  la  puissance  n  ,  deviendra  comparable  à 
la  série 

(eA— i)»+B'(e*— i)'-*-'+FV— 0'^*+e»c. 

dont  les  coeificiens  numériques  ^,  B",  etc.  seront  par 

conséquent  déterminés.  Si  Ton  écrit  Au,  i  la  place 

d"ii 
dee* — i,et--= — A*  à  celle  de  ^",  on  aura  Véqua- 

d"  u 
tîon  -= — i"=|||(i+Au)}«,  posée  précédemment. 

En  faisant  pour  abréger  e*—  i  =  « ,  et  dévelop- 
pant (« — 7«*+7«3 — J*^+etc.  )",  suivant  les  puis- 
sances de  «>  par  la  méthode  du  n^.  45 ,  on  obtiendra 
les  valeurs  de  B' ,  B\  etc. 

Application  du  Calcul  des  afférentes  à  l'interpolation 

des  suites, 

^49*  ^*^^  d^  principaux  usages  du  Calcul  des  dif« 
férences  a  pour  objet  Y  interpolation  des  suites  ;  cette 
opération  consiste  à  insérer  entre  les  termes  d'une 
suite  donnée  de  nouveaux  termes  assujettis  à  la  même 
loi  que  les  premiers.  Soient  U| ,  «a  »  U3 ,  etc.  les  valeurs 
particulières  que  reçoit  une  fonction  quelconque  u^ 
dépendante  de  la  variable  x ,  lorsqu'on  y  change  succes- 
sivement X  en  x+h ,  x+afc,  x+3A,  etc.  on  aura  ces 
deux  suites  correspondantes  : 

X,    x+fc,     x+afc ,    j:+3/i,  etc. 

u ,       U( ,  Ua  »  1/3 ,       etc. 

mais  outre  les  valeurs  ci-dessus ,  la  fonction  u  en  a  une 


5o3       TRAITÉ      ÉLKMKNTAIRS 

infinité  d*autres  résultantes  des  valeurs  de  x  .  interniez 
diaires  entre  .celles  qui  répondent  à  la  suite  proposée: 
déterminer  ces  nouvelles  valeurs  de  u,  sans  connoître 
l'expression  du  terme  général  de  la  suite,  ou  la  ma- 
nière dont  la  fonction  u  ^st  composée  en  a: ,  et  sen- 
lement  par  le  secours  des  valeurs  numériques  des  quan- 
tités Uf  u^f  Ua,  1/3  y  etc.  c*est  là  ce'qa*on  appelle  in- 
terpoler  la  suite  u,  U| ,  Ua»  U3,  etc. 

La  question  que  nous  nous  proposons  ici  revient  donc 
à  trouver  la  valeur  de  u  lorsque  x  se  change  en  x-\-h\». 
V  désignant  une  quantité  quelconque ,  en  n'employant 
dans  le  résultat  que  les  différences  de  la  fonction  u 
calculées  dans  Thypothèse  où  x  varie  de  la  quantité  h  ; 
or ,  on  a ,  par  le  n®.  3^7 ,  ' 

~^  A'  =  A'u+  ^'AH-«  „  +^"AH^  u+A'^jÊfu  +  etc. 

d^où  il  suit 

-^ft"  =  ^'  (  A'  M  +  ^' AH-i  u  +  /^"A'H-rj  +  etc.  ). 
dx*  h'  .  ' 

Si  on  tiroit  successivement  dq^ette  équation  les  va- 

,  ,    6u       d»iz        d^u  ,  ,     . 

ieurs  de  ^  ,   — —  ,  — -^ ,    etc.  pour  les  substituer 

dans  la  série 

j  au  h'       d°u    h'^        tVu      W^ 
^'^iix  ï  "^  djc»   i.a  "^dx^    1.2.3  "'*^*^- 
qui  exprime  ce  qtfe  devient  u  lorsque  x  devient  x+A' , 
o^  auroît  un  résultat  de  la  foripe         ^ 

D\  B",  B', ,  9'ù  B"'„  etc.  étant,  ainsi quey4',  A.",  etc.  des 
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coefEciens  numériques  indépendant  de  h  ;  et  désig- 
nant par  ^'u  laccroisseraent  que  reçoit  la  fonction  u 
dans  le  passage  de  x  à  x+h\  il  viendroit 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  ,  quel  que  soit  u  » 
subsistera  encore  dans  le  cas  cù  urre' .  et  se  chan- 
géra  alors  en 

c*'=i+^'(e*— i)+^5'-|.+5^^Vc*-i)«+etc.    . 

équation  dont  on  ramène,  par  le  développement,  le 
premier  membre  à  la. même  forme  que  le  second,  en 

observant  que  e*'=[i-f-(e* — î)]  ''  j  et  comme  en  re- 
mettant daM|le  second  ^u ,  A*u ,  etc.  à  la  place  des 
quantités  e^m.  (e* — 1)*,  etc.  on  retombe  5ur  le  dé- 
veloppement q6  i-i-^^u,  on  doit  en  conclure  que 

pourvu  qu*on  se  rappelle  fle  transporter  à  la.  carac- 
téristique A ,  dans  le  second  membre ,  les  exposans  des 
puissances  de  au. 

Ce  résultat  ,  aussi  simple  qu  élégant ,  a  été  présenté 
par  Lagrange  comme  une  conséquence  de  l'analogie 
que  les  différences  ont  avec  les  puissances.  En  eifet , 

il   suit  de  Téquation  e^*^    =i+Aii,  (348),  que 

e^^   =  (  1  4-  A  u  )  ^  ,  ce  qui  donne  sur  le  champ  , 

i4-A'tt=(i+Au)  '*,  puisque  e^^    =i+ifci. 
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En  développant  le  second  membre  de  l'équation  qoe 
nous  venons  d'obtenir,  ainsi  qu'il  a  été  prescrit,  on 
trouvera 

h'  ,     ,  h'Ch'—K) 

•^  h.ak.ih  «-t-Mc. 

Si  l'on  fait  h:=ï,  on  aura 

A'u=:— AuH i ^  A»  u 

1  I.2 

+  —^ -^ iA»u+etc 

série  qui  n*eAt  autre  qae  celle  du  n^.  343  $  dans  la- 
quelle on  auroit  mis  h!  i  la  place  de  n. 

*•- 

35o.  Venons  maintenant  à  des  applications.  Si  Von 
désigne  par  u'  ce  que  devient  u  »  lorsque  x  se  change 
en  x-j-W,  on  aura  u':=zU'^à'uy  et  il  est  visible  que 
pour  tirer  parti  de  l'expression  de  A'u ,  il  faut ,  ou  quelle 
se  termine ,  ou  du  moins  qu'elle  forme  une  série  con- 
vergente. Le  premier  cas  a  lieu  toutes  les  fois  que  la 
suite  des  différences  Au ,  à*u ,  ù^u ,  etc.  se  termine 
elle-même  ,  c'est-à-dire  ,  lorsque  Ton  parvient  à  un 
ordre  dont  les  différences  sont  constantes ,  ce  qui 
rend  nulles  celles  du  suivant. 

Soit  d'abord  la  suite 

3»        7»        ï9>        ^9»        ^7»     «t<î- 
correspondante  aux  indices 

o,         1,  2,  3,  4,     etc. 

on  a  pour  ce  cas, 

tt=3,  *=o,  hz^^i,  Au-=4i  ^*u=S,  a'u=o; 
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Texpression  de  a'u  se  réduit   à    ses   deux  premiers 
termes,  et  Ton  obtient  par  son  moyen 

ainsi  pour  Tindice  h',  il  viendra  u'=3  +  4^'*'  En 
prenant  h'=  ^  »  par  exemple ,  on  trouveroit  que  le  terme 
correspondant  à  cet  indice  est  aS. 
Proposons-nous  encore  la  suite 

i,  4»  ^*  3,  9,  iS,  etc. 
en  prenant  les  indices  comme  à  Fordinaire ,  savoir  : 

o,         1,        2 ,        3,        4,  5  p    etc. 

et  formant  les  différen  ces ,  on  trouvera 

fc=i,  uzzri,  AU=:3,  A*u=a— 5,  A^uinB,  A^u=: — G,  à^U=:o, 

d*où  on  tirera 

1  i.a  i.a.3 

g  />'(ft'-i)(ft'-a)(V-5)  . 

1.2.3.4  ' 

en  réduisant  cette  expreuion  ,  et  Tordonnant  par  rap* 
port  aux  puissances  de  ¥,  on  aura 


u 


12 


Il  est  important  de  remarquer  que  l'expression  de  u\ 
dans  cet  exemple  et  dans  le  précédent ,  étant  rigon-> 
reuse,  et  convenant  à  tontes  les  valeurs  de  h' ,  ofFr» 
le  terme  général  de  la  suite  proposée  »  puisqu'elle  en 
donne  tous  les  termes  particuliers  en  y  faisant  suc- 
cessivement V=:o,  fc'=i ,  /i'=2 ,  etc.  et  quoique  nous 
n'ayons  rapporté  que  les  premiers  termes  de  cette 
suite,  on  peut  la  continuer  aussi  loin  qu*on  voudra, 
•uivant  la  loi  observée  dans  ces  termes.  Il  en  sera  tou' 
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jours  de  même  quand  la  série  proposée  aura  des 
dilFérences  constantes,  parce  qu'elle  ne  peut  résulter 
alors  que  des  valeurs  successives  d'une  fonction  algé- 
brique rationnelle  et  entière, 

35 1.  Les  cas  auxquels  on  applique  le  plus  fréquem- 
ment la  formule 


h      ^     h,ah  ^        h.ah/6h 


etc. 


sont  ceux  dans  lesquels  les  difFéreuces  an ,  A*u ,  a'^ei,  etc. 
vont  en  décroissant»  parce  qu'alors  elle  est  conver- 
gente. En  voici  un  exemple  tiré  des  tables  de  logarithmes. 
Je  suppose  qu'on  veuille  obtenir  le  logarithme  ordinaire 
de  3,1 41 5.9^6536,  par  le  moyen  d*une  taUe  contenant 
les  logarithmes  depuis  1  jusqu'à  1000,  avec  dix  déci« 
maies  ;  on  regardera  alors  les  logarithmes  contenus  dans 
la  table  comme  des  valeurs  particulières  de  la  fonction  u, 
les  nombres  comme  les  indices  auxquels  répondent  ces 
valeurs  )  et  on  formera  le  tableau  suivant 


u  - 

1/3: 
U4: 


:o,4983 105538 
10,4996870826 

:0,5oi  0692622 

:o,5o24a7i2oo 


i38oqo57 
13766288 
13721796 
13678578 


—43769 
— 43492 

—43218 


I 


+^77 
+^74 


-5 


dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  dt 
3,ii,     3,16,     3,16,     3,17,     5,18; 

la  seconde,  leurs  différences  premièrci?-,  la  troisième, 
leurs  différences  secondes  ;  la  quatrième  ,  leurs  diffé- 
rences troisièmes,  et  la  cinquième  leurs  différences 
quatrièmes  qui  se  réduisent  à  trois  unités  du  dernier 

ordre  : 
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wdre  :  on  aura  par  ce  moyen 

A  B  =  +  0,00 1 3809057  ,      A*M=— 0,00000437fK)  , 

A  u=  +0,0000000277  ,    A^w= — o,ooooooooo3; 
«t  comme  A=o,oi ,      *'=    o.ooiSgaGSSG, 

on  obtiendra 

-jj- =0,15926535,      ___  = -L_l=_o,4ao3S73a 

h'—nh      V 

-Jh 34— f=— c,6i3578ai. 

avec  ces  valeurs  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombres 
la  formule 


u'=u  +  -  AU+  ^^-^A-«+         ,.l3A     ^'^ 

qui  donnera  «'=0,497*^9872^- 

n  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les 
loganthmes  des  nombres  exprimés  par  beaucoup  de 
chiffres ,  mais  le  précédent  est  très  -  propre  à  siervir 
d'exemple  pour  la  médiode  d*interpolatioQ.  On  doit 
reconnoitre  déjà  que  cette  méthode  s*étend  à  beaucoup 
d'autres  cas;  elle  est  sur-tout  d*un  très-grand  usage  dans 
les  calculs  astronomiques. 

352,  Si  on  développe  Texpression  générale  de  u\ 
suivant  les  puissances  de  h\  le  résultat  ^era  dt  la 

forme 

u'=u+i<  A'+  Bh'^+CV^+  etc. 

et  le  dernieir  exposant  de  hf  marquera  Tordre  de  la  plut 
plus  haute  différence  i  laquelle  on  ait  eu  égard.  Il  est 
ûOcdiff.  '       '  Kk 
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TÛible  qu'en  considérant  V  comme  mi^  alMcisse ,  et  1/ 
cootaie  l'ordonnée  correspondante»  Fécpatioa  cî-dearat 
appartiendra  i  nne  courbe  da  genre  parabolique  ;  et 
psiiqa'oii  doit  ayoir  snccestiTement 


u'^SUf    u':=SUtt     tt'=lf|,     i/=ii3^elc» 

lorsqu'on  bit 

A'mo,    A'=r*.    A'=aft,    i'=3ft,etc. 


il  s'ensuit  que  Cette  courbe  doit  passer  par  autant  de 

points  donnés  »  qu'on  a  de  Talenrs  particulières  de  u. 

Jjà  méthode  d'interpolation  que  nous  Tenons  d'exposer 

rerient  donc  i  faire  passer  par  un  nombre  déterminé 

de  points  donnés ,  une  courbe  parabolique ,  sût  laqnello 

•n  suj^osé  ensuite  que  sont  placés  les  points  qui  corres* 

boudent  aux  Valeurs  intermédiaires  qoê  Jflm  cltercbe. 

C'est  Nevton  qui»  le  premier,  à  résolta  citte  question  , 

et  voici  comment  : 

Pour  une  Talenr  quelconque  ao^  de  la  variable  or» 

il  fait 

tt<=  m+fi  af+  yx^^+ *x'^+  etc. 

ee  qui  donne   pour  la  suite  des  yalenrs  partie»» 
lieras  Xp  X|,  x^f  x^^  etc.  ces  équations 

tt  ;=zm+lix  +>»'  +fx^  +etc. 

tf,=«  +  ^*i  +  >**«  +  J'*'i+etc. 

«»=«  +  ^  ^.+ y  «%+  J^x*,  +  etc. 

W=Ç»  + /8*s+ y  **s+ J'x's  +  «te 
etc. 

dont  le  nombre  doit  être  égal  i  celui  des  coefficiens  » 
déterminés  m^  iS  9  7  ^  etc.  En  retranchant  successiTe- 
ment  la  première  de  la  seconde ,  celle-ci  de  la  troi- 
sième» etc.  en  parvient  i  des  résultats  req^ectivement 
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divisibles  par  X(-*:r ,  x,— X|  >  x^ — x^,  etc.  et  d*où  l'on 


tire 


*.  — X, 

etc. 


=  ^  +  7(j^a+^i)+^^â+JP«JP|+JC*i)  +«tC. 


posant  pour  abréger 


u,— tt 


=  1/^,      iÎLJÎL— i;,,«tc. 


3C  •^"^X  SUf^^^X  ^ 

on  anra  les  éqnatiofis 

I7=j8+y(jr, +  a:  )  +  J'(x»i+x,  x  +a?*  )+etc 
rr,=j3  +  y  (x,+  a?,  )  +  /  (x».  +  x,  x,  +x*,)  +etc. 
l7,=^  +  y(xs+«.)  +  J'(**s  +  «s  *.+*••)  + etc.     ' 
etc. 

retranchant  encore  UieU^f  V^  de  C/*.  et  ainsi  de  suite , 
et  désignant  par  lf,Vt ,  etc.  les  quantités 

—  •     — ^—  etc. 


on  trouvera 

IT  =y  +  ^(A  +  ^i  +  «  )  +  etc. 
£r,  =  y  +  /(afà+x.+x,)+etc. 
d*où  on  tirera 

IT,— ir=/(x3  — ir)+etc. 
Maintenant  si  l'on  fait 

— î =£r, 

•n  aura  I/"=/'4.  etc.  et  li  pour  fixer  les  idéei  on  n» 

Kka 
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I 

inppoaecpie  quatre  termes  i  l'exprearion  de  u ,  Topé- 
ration  sera  terminée  i  l'éqaatîoii  ci-dewns  ;  prenant 
la  Taleor  qn*eUe  donne  pour  Jh,  et  remontant  i  celles 
de  7  9  /B,  # ,  parle  moyen  des  expressions  ET»  CT  et  u, 
n  Tiendra 

y=  ir— ir  (  X. + jp, +x') 

Substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  u' ,  on  aura 
t+  Er(x'-<c)+  ï7'[x'«^(x,+*)«'+x,x]  ^ 

+  I7''[a/'— -(Xa+x,-f-x)a/^+(XtX,+*«x-#-XtX)x  — xr  jxj  J 
U  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  àe  U^IT  €t  I7^« 
sont  décomposables  en  facteurs  simples»  et  que  Ton 
peut  mettre  u  sous  cette  forme 
i/=tt+l7(a/--x)+  Cr(x^— *)(x'-<-x,) 

+U\jf-x^a!^x,X^-x;i. 

En  poursuivant  d'après  cette  méthode ,  on  obtiendroit 

une  formule  analogue  à  la  précédente  ;  et  que)  que  fât  le 

nombre  des  valeurs  x»  Xn  Xj^»  • .  .de  l'abscisse  x\  on  au- 

roit  en  général 

u'=ii+  &(x'-x)+  cr(x'-x)(x'-*,)+t^(«'-«X* -*.)(*'-*.) 

+  Cr'X«'-*)(x'-x,)(a/-^0(^-*s)+etc. 
en  faisant 

■  =^t =^i> =t7g,— 2 ==:c7j,etc. 


— : =  ir,  — ' — î-=i/,,  --2— -•= cr,,  etc. 

jr.— X  Xj— X,  »   -      ^  • 


— î =  tr, — î ^=tr\,  etc. 

Xs — X  Xj^ — x^ 


etc. 


DE  CALCUL  IKTÉGEAL.  617 

Qaand  les  ordonnéee  u,  U|  »  u^,uj^  etc.  sont  éqni* 
distantes  j  on  a 

x,— jc=apj|— *,  =  jr3  — *a,  etc. 

d'où  il  suit  évidemment 

4f,  =  x-f  A ,    jr,  =: ar+a  fc^,    4f3=: *+3  h ,  etc. 


^  =  -^AU,    I7i=-^AII„I7.=  — Atta|ï^3='T-AU3,  etc. 

IT^'s:*—- •  A^u,  etc. 

etc. 

faisant  x'=zx+V ,  il  en  résultera 

x'—x=h\x'—x,:=:h'—h,   x^— *.=*'— a  A, 

«'— X3=A'— .3A,  etc. 

et  Ton  voit  ainsi  que  Texpression  précédente  de  »% 

qui  devient  alors 

a  h.2à 

rentre  dans  celte  que  nous  avons  trouvée  ^  n^.  349 ,  par 
une  voie  bien  différente. 

353.  Lagrange  a  présenté  l'expression  de  </ sons  une 
forme  nouvelle ,  en  observant  que  puisque  les  équatioa^ 
u  =«  +  fix  +y  A*  +  ^«'  +  etc 

««=  *  +  /8  x»+ y  a:**  -f  i'x^  +  etc. 

etc. 


^l8       TJLAXTi   .^LÉMBVTAl&E 

ibiit  àjBL  premier  degré  teiilemeiit ,  par  rapport  à  ékar 


cune  dee  quantités  #i  /l  9  y  »  etc.  u,  Utt  U^»  ete.  et 
que  u'  doit  être,  exprimé  en  â/  »  de  manière  qu'en  j 
faiiant  sncceaiiyenieDt  x^zzx,  s/ssx^,  afssx^^  etc.  il 
vienne  11^=;:» I  u'=:U|^  vf:=:u^f  on  peut  écrire 

u'sXtt4^X,ii,+  Z;ii»+etc 

ponrm  qne  X  9  X, ,  Xg   etc.  aoient  dee  fonctione 

telles  qne  par  la  supposition  deâ6%=r«  on  ait  ea  miaie 

temps 

JTss  1 ,    Xi^  o  »    Xc=  o  »  etc. 

qne  par  celle  de  x'sszx^ ,  on  ait 

Xiszo,    X|=:i,    X^rsOf 

que  par  celle  de  x'^zx ,  on  ait 

Xszof    Xf^o^    X^isz  1  f  ein* . 

et  ainsi  de  suite  |  conditioiis  qui  seront  femf^es  A  Ton 
prend 


(a? — X,)  (jc—  a?»)  (x — xs) 
jp  _(x^— x)(3/— jr^(*^— X3-) 


(*,— X)  (Xg— X|)  (x,— Xs  ) 


etc. 


La  loi  qu'il  faut  obsenrer  dans  la  formation  de  ces 
quantités  est  on  né  peut  pas  plus  simple  ;  leur  numé- 
rateur contient,  ainsi  que  leur  dénominateur ,  autant  de 
facteurs  qu'il  y  a  de  quantités  x>  x,  »  x»,  etc.  moini 
une  ;  et  si  Ton  y  fait  les  hypothèses  indiquées  ci- 
dessus  y  non-seulement  on  se  convaincra  qu'elles  satis- 
font à  la  question  proposée ,  mais  on  verra  de  plus  com- 
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ment  il  a  été  possible  de  prévoir  qu'elles  y  satisfe- 
roient.  On  a  donc  cette  nouvelle  formule  d*interp»* 
lation 

/ C^  """-^i)  C'^  — J^a)  \p^  """"^3)  '  •  ' 

(jf  — X,)  (X Xa)  (X X3).  .  . 


{x' x)  (x" Xa)  (X^—  X3)  .  .  , 

(*,—  x)  (x,—  JfJ  (a'i— JC3)  •  •  • 

+  7 ^7 77 r w»  +  etc. 

très-commode  dans  la  pratique,  parée  qu'on  en  peut 
calculer  chaque  terme  par  le  moyen  des  logarithmes. 
II  ne  seroit  pas  difficile  de  la  ramener  à  celle  du  n^  pr^ 
cèdent ,  et  mêm.e  à  celle  du  n^.  3^9  ;  c'est  pourquoi  nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas. 

354.  Quoique  le  but  de  Tinterpolation  soit  en  gé- 
néral de  déterminer  des  valeurs  intermédiaires  entre  des 
quantités  observées,  sans  connoître  la  loi  qui  lie  ces 
quantités  à  leurs  indices ,  ou  à  la  variable  dont  elles  dé- 
pendent, on  remployé  aussi  lorsque  cette  loi  est  connue 
et  exprimée  analytiquement ,  mais  que  les  calculs  né« 
cessaîres  pour  évaluer  en  nombres  les  formules  qui  en 
résultent  sont  très-compliqués.  On  se  contente  alors  de 
déterminer  par  ces  formules,  de  distance  en  distance,  des 
résultats  rigoureux ,  entre  lesquels  on  interpole  ensuite  les 
valeurs  intermédiaires  qui  doivent  compléter  la  série  qu'on 
se  propose  de  former.  Dans  ce  cas  an  ne  prend  point  les 
différences  successives  des  valeurs  calculées  par  les  for- 
mes résultantes  de  la  loi ,  maïs  on  déduit  cea  différences 
de  Texpression  analjrtique  de  cette  loi  ;  on  en  pousse  la 
suite  jusqu'à  ce  qu'il  s'en  trouve  d'assez  petites  pour  qu'on , 
puisse  l^s  négliger ,  et  par  le  moyea  des  précédentes  on 

Kk4 
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calcule.  les  Talears  tnccessiTeft  àm  k  fonctioo  tt.  Qmcmjam 
la,  formation  decesvaleiuifoitfiicileàdéduin  des  ni»-' 
tioDS  obtenues  dans  le  n^343»  néanmoins  pour  plae  dm 
clarté,  j'en  rapporterai  ici  le  tableau ,  en  tenant.  coiApte 
des  différences  troisièmes  qne  je  snppoeerai  constantea 
ce  qai  donnera 


u  = 
iii=u  +Aa 
11,=»,  4- Au, 


•tt4=U3-f-Au3 

etc. 


Au,=Au4-AH» 
AUj^==Au,-4-A*u, 

etc.  [etc. 


^A*  «+A> 


On  Toit  par  ce  tableau  qu*il  faut  calculer  d'abord  sur 
chaque  ligne  ^  h  différence  placée  dans  la  colonne  la  plus 
à  droite.  Fdur  obtenir  04 ,  par  exemple  »  on  forme  AHt», 
en  ajoutant  à  la  valeur  de  AHi,  celle  de  A'u,  gui  est  re- 
gardée comme  constante  ;  ajoutant  ensuite  A'u»  avec  Au^ 
qn*on  suppose  déjà  connue ,  on  panriendra  à  Aug  qu*il 
Ipudra  joindre  avec  U)  pour  aToir  u^. 

Pour  éclaircir  cet  usage  du  Calcul  des  différences , 
nous  allons  considérer  les  fonctions  logarithmiques» 
qui  sont  celles  dont  les  tables  serrent  le  plus  fréquem- 
ment. 


355.  Soit  ii=d .  X  ;  on  aura ,  par  la  formule  du  n*.  29, 


A*uc= 


+ 


} 


+  etc. 


i^uz=     M  l  — j-  .—  etc.    S 


«te. 
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On  poussera  ces  suite» >  selon  la  grandeur  du  nombre  a?, 
jusqu'à  ce  que  la  dernière  différence  soit  assez  petite 
pour  être  négligée  sans  erreur  sensible.  Si  Ton  ayoit  p 
par  exemple  x=  loooo  »  et  6=  i  ,  on  tronyeroit  pour 
les  logarithmes  ordinaires , 

A  u=  o,oooo4  3427a  76865 
A»u=— 0,0000.  00043  4^077 
A'tt=     0,00000    00000    00867^ 

et  il  est-  évident  que  si  l'on  ne  vouloit  avoir  les  derniers 
résultats  qu*avec  dix  chiffres  seulement  >  on  pourroit, 
sans  craindre  d'erreur  sensible ,  négliger  A^u^ou  regar- 
der A^u  comme  constante. 

Cela  posé,  on  aura  le  logarithme  de  10001 1  en  ajou- 
tant à  celui  de  10000,  qui  est  4}0oooo  00000  00000 
la  valeur  de  Au  rapportée  ci-dessus;  pour  passer  à 
celui  de  10002»  il  faudra  ajouter  à  celui  de  loooi 
la  quantité  Au  —  A^,  puisque  A*u  est  négatif;  et  si  Ton 
représente  cette  quantité  par  Au.,  le  logarithme  de  iooo3 
^'obtiendra  en  augmentant  celui  de  10002  de  la  qnan« 
tJté  AU|— A*u-{'^^U'  Faisant 

Au, — A*u-HA'u=Aus,     —  A*u-|-A3u=— A^u,, 

la  qiiantité  Aua"— A*u,-|- A^u  sera  ce  qu'il  faut  ajouter 
au  logarithme  de  iooo3>  pour  avoir  celui  de  iooo4f 
et  ainsi  de  suite.  On  peut  former  ainsi ,  par  de  simples 
additions ,  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers 
consécutifs  à  10000,  tant  que  la  somme  des  différences 
qu'on  néglige  à  chaque  opération  n'est  pas  assez  con« 
eidérable  pour  influer  sur  le  dernier  chiffre  décimal  au- 
quel on  veut  borner  l'exactitude  de  la  table  ;  et  c'est  ce 
qu'on  reconnoît  au  moyen  de  quelques  logarithmes 
calculés  rigoureusement  à  des  intervalles  éloignés}  car 


5S5I      TU  Al  TÉ     ÉLâHBHTAim^E 

lorsque  par  U  suite  des  additioiia  sUceeirifae,  0a  par-> 
Tient  i  cet  logarithmes  ,  il  faut  qoe  1»  nèthodo  de» 
diffSérences  Ie$  donâfe  tels  qu'ils  ont  été  dédaita  â  jnim, 
an  moîos  dans  les  dix  prrâneFs  chiffres  »  d  c*eet  i  ca 
nombre  que  Ton  vent  s'arrêter.  On  iroit,  par  ee  qni 
.  précède,  josqu'i  loioo,  sans  trpnTer  d'errenr  sur  h 
dixième  déciinale ;  pacrenu  i  ce  but,  on  calcnleroit  da 
nouveau  à  priori  les  diffSérences  Aif ,  AHi  »  A'u  »  et  on 
•e  senriroit  de  ces  derniers  résultats  comme  des  pré- 
oédens  »  pour  obtenir  les  lofaritlmies  des  nombres  eiw 
tiers  qui  suirent  loioo* 

Du  Calcul  inverse  des  diffUrwces,  par  rapport  aux 
fonctions  d^une  seule  variable ,  damnées  de  forme. 

356.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est,  à  Tégard 
du  Calcul  direct ,  ce  qu'est  le  Calcul  intégral ,  par  rap- 
port au  Calcul  différentiel  :  il  a  pour  objet  de  remonter 
dès  différences  aux  fonctions  primitives.  Nous  nous 
occuperons  d*abord  du  cas  où  les  différences  sont  données 
explicitement  par  la  variable  indépendante,  c'est-à- 
dire  ,  où  l'on  a ,  pour  déterminer  la  fonction  u  »  une 
équation  de  cette  forme  A"tt=sf(x,ft),  h  étant  la 
différence  de  la  variable  indépendante  x. 

Soit  premièrement  ii=i,  ou  Att=f(x,fc).  Cette 
équation  ne  fait  coonoitre  que  le  changement  qu'éprouve 
la  fonction  u  lorsque  x  devient  x-f-A ,  et  ne  détermine 
pas  la  valeur  absolue  de  cette  fonction }  mais  si  roo 
suppose  que  quand  x  =  a,  on  ait  u=i,  il  sera  facile 
de  former,  en  partant  de  ces  données^  toutes  lea va- 
leurs de  u;  car  aux  indices 

B,        a^h,  O'^^h^  a-f-3ft,  etc. 
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correspondront  ces  valeurs  de  u  : 

i+£(a,  h)+{(^a+h,  h)+f^a+2h,  h)  ,  etc. 

L'introduction  de  la  quantité  arbitraire  b  a  lieu  ici 
comme  dans  le  Calcul  intégral  »  pour  remplacer  la  cons- 
tante que  la  differentiation  fait  disparoître  (  344  )  ; 
maïs  on  voit  que  la  signification  de  l'équation  àu;=£(x,  h) 
repose  dans  le  cas  actuel  sur  la  valeur  assignée  à  l'ac- 
croissement &  9  ^  qu'on  ne  tire  de  cette  équation  qu'une 
cuite  de  valeurs  discontinues  qui  se  succèdent  d'après 
une  loi  donnée. 

Si  i;on  avoit  A*u=:f  (x ,  h),  on  ne  pourroit  tirer  parti 
de  cette  équation  »  qu'yen  se  donnant  une  première  va- 
leur de  u  avec  celle  de  Au  qui  lui  correspond ,  ou  deux 
valeurs  consécutives  de  u.  En  effet,  si,  lorsque  x=a, 
on  posoit  11=6 ,  et  Au — ç ,  on  auroit ,  par  le  tableau 
du  n^.  354 ,  pour  les  indices 

fl,  a^h,  a-f-ah»  a+3h,  etc. 

cette  suite  de  valeurs 

b,  b+c,  i+flc+f(a,ft),  b+Zc+2Î(^a,Ù)+{{a+h,h),  etc. 

Les  différences  de  l'équation  A^=f(x,  A)  donnant 
successivement  A'u,  A^u^  etc.  on  peut  aussi  s*élever  im- 
médiatement à  u«,  par  la  formule 


1.2  1  ,2,0 

dans  laquelle  on  voit  évidemment  que  les  deux  premiers 
termes  u  et  nAu  demeurent  arbitraires.  Il  est  facile 
maintenant  d'étendre  ces  considérations  \  tel  ordre 
qu'on  voudra. 

557.   Les   valeurs  successives  de  u,  données  par 
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Téquation  ^u=:{{x,h)'j  n*éfftDt  a^tre  ebxnm  foe  les 
tommes  coDaécutivea  des  tenn«f  de  la  série 

f(a,*).    tia+h^h),    f(«+2ft,4),..-f(a+i*,»X 

€orreq[K>ndaiis  aux  indices 

ftogmeotéesde  la  quantité  arbitraire  ft»  il  s'ensàit  que  ai 
Ton  regarde  o+r/!^  comme  représentant  la  Taleor  indé» 
terminée  de  x ,  l'expression  générale  de  la  iomme  des 
termes  de  la  même  série,  pris  depuis  le  commencement 
fnsqn*au  terme  correspondant  i  ce  dernier  indice,  in- 
clusivement,  sera  u+fC^+n^ » *)— i»  ou u+f(«,  Jb)— 3| 
ou  enfin  u  j  Au— «t.  Pour  s*en  convaincre,  il  suffit  de 
former  la  valeur  de  u.  »  qui  répond  i  Tindice  a+nh ,  et 
dont  le  développement  est 

On  peut  déduire  immédiatement  ce  résultat  des  formules 
générâtes  du  n*.  343 ,  en  faisant  la  somme  dei  équa- 
tions (i),  qui  donnent 

et  par  conséquent 

on  comme  ci-dessus , 

U+Au_fc=f(a,  fc)-f  f(a+ft,  h). . .  .+f(a+ii7»,  K), 

en  changeant  u^  en  u»  uen  &,  et  mettant  pour  Au,  Au,,  etcl' 
leurs  expressions  relatives. 

On  voit  par  ee  qui  précède,  que  la  recherche  des 
fonctions  X  primitives  y  par  le  moTen  de  leurs  différences 
premières,  revient  à  la  sommation  des  suites,  et  que 
Tunè  de  ces  opérations  conduit  à  l'autre.  En  effet,  sf 
l'en  désigne  par  5*  l'expression  générale  de-Ih,  somme  des 
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termes  de  la  suite 

Au,       Au,,        Aua, AUrt_,,       AUn9 

on  aura 

5^=u«+Au„— u  et  ii„=Si,— Au,+  u, 

équation  dans  lesquelles  Un  est  la  fonction  primitive  dont 
la  diiFérence  première  est  exprimée  par  le  terme  gé- 
néral Au«  de  la  suite  proposée  »  etu  représente  la  cons- 
tante arbitraire.  Par  la  première ,  on  obtiendra  la  somma 
de  la  suite  proposée ,  lorsqu'on  ponrra  trouver  la  fonc- 
tion primitive  correspondante  à  son  terme  général  ;  et 
la  seconde  donnera  cette  fonction  primitive  dans  tous 
les  cas  oà  Ton  connoîtra  à  priori  le  terme  général  et  la 
somme* 

Pour  indiquer  le  passage  d'une  diiFérence  à  la  fonc- 
tion primitive  dont  elle  tire  son  origine,  on  se  sert  le 
plus  communément  du  signe  S  ;  ainsi ,  lorsque  Au=f(x,  h) 
on  a  tt=Sf(  r,  ^)+conj^  D'après  cette  notation  et 
les  équations  précédentes ,  il  viendra  pour  la  série  dont 
le  terme  général  est  f(x,  fc), 

SfiXyk)=%{{x,h)  +  f{x,h)''Const. 
2f(x,^)=Sf(x,fc)— f(x,^)  +  conJ^ 
en  changeant,  par  analogie,  S„  en  5f (x,  h). 

On  donne  aussi  le  nom  ^intégrale  aux  fonctions  pri- 
mitives :  u  est  l'intégrale  de  Au,  Sf(x,^)  est  celle  de 
f(x,  h).  Cette  dénomination  se  présente  naturellement 
lorsqu'on  regarde  le  Calcul  différentiel  comme  un  cas 
particulier  du  Calcul  des  différences.  L'expression  gé- 
nérale de  la  somme  d'ua  nombre  quelconque  de  ter- 
mes de  la  suite  proposée ,  ou  5f (x,  /t  ) ,  s'appelle  terme 
sommatoire;  et  les  équations  rapportées  ci-dessus, 
donnent  la  relation  entre  le  terme  général,  son  inté^ 
|rale  première  et  le  terme  sommatoire. 
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'358.  Les  règles  pour  Tintégration  des  différences  sont 
en  très -petit  nombre,  et  malheureusement  les  cas  où 
Ton  peut  s*en  servir  avec  succès  sont  frès-bomés.  Il  suit 
de  la  formation  des  différences  »  i  ^,  que . 

A{X+Y—Z)=àX  +  àY—àZ, 
et  en  remontant  aux  fonctions  primitives ,  on  a 

S(AX+Ay— AZ)  =  2AX  +  2Ay— 2AZ, 
ce  qui  ramène  l'intégration  des  différences  polynômes 
à  celle  des  monômes; 

a*».  Que  A.aX=aAX,  doù  aX=2.aAX'=aSAX,  ce 
qui  prouve  qu*on  peut  à  volonté  faire  sortir  da  signe  lE» 
ou  introduire  sous  ce  signe ,  un  facteor  constant. 

5"*.  Lorsque  u=j:"*^*  et  que  m  est  nombre  entier,  il 
vient 

^("'+1)^)^  .  (m+i)in        ^^,     (m+i)m(m-0^_,^, 
1  i.a  ^  i.a.3 

(m+.)m(m-.)(m-.a)^3^^ 

'  i.a.3.4  ^ 

En  intégrant  terme  à  terme  chaque  membre  de  cette 
équation  >  remettant  dans  le  premier  x'<H-i^  au  lieu  de  u , 
et  passant  hors  du  signe  %  les  facteurs  constans ,  on 
obtiendra 


1  i.a 

1 .3.0 

Cette  équation  feroit  connoitre  Tintégrale  24f»,  si  Ion 
avoit  2*"»-*,  Sa"-*, 2x%  puisqu'on  en  tireroit 

(m4-i)A 

)  —  ^^0;^*+    ,  ^  /A'Sx"-> . . ,  +  ^ft"2x*.  > 
C 1  a  i.a.3  m+i  3 
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Si  l'on  écrit  successivement  dans  cette  dernière  m— 1 , 
m — a»  m-*3»  etc.  poarm,  on  formera  des  expressions 
de  2x"»""',  Sa"»—*,  2*"*"^,  etc.  qui  ne  dépendront  qua 
des  intégrales  des  puissances  de  x  qui  leur  sont  res<» 
pectivement  inférieures.  On  peut  aussi  fprmer  ces  va« 
leurs  en  remontant  ;  et  si  l'on  prend  d*abord  m=:o ,  il 

Tient  Sx'*^=T  >  parce  que  la  formule  générale  ne  doit 

renfermer  qu*nn  nombre  m  de  termes  affectés  du  signe  !?• 
Cette  conclusion  se  vériBe  d'ailleurs  à  priori  »  loit  en  ob* 
•ervantqae  deirr-g,  il  résulte  Ax=sh .  xf*,  ar-rh^g^,  et  par 

conséquent  ra:^=  T  ;  soit  en  prenant  la  différence  def 

fonction  primitive  -^,  pour  laquelle  on  trouve 

x4-h        X 

Faisant  ensuite  msi  ,  m=s  ,  m=a3  »  Cjte.  et  subs- 
tituant successivement  pour  Sx^,  Sx\  Sâ^,  etc.  les 
valeurs  auxquelles  on  parviendra  >  oa  formera  cette 
table  : 

X 
1  x'       1  1 

s*»  =  i__i*^  +  -L.«A 
4  A      a      '   a. a 


6  A      3      '  a. 6  9.6     .     . 
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Aa  lieo  de  pousser  pins  loin  cette  induction  ,  soppôp 
tons  qn'on  ait  en  général 

nons  aurons  ,  en  prenant  la  différence  ptemHra  de 
chaque  membre,  -  - 

l  .  ^ 

1.2  1.2.3 

■ 


1  .  i.a 

.        cfci?      «— *^etc. 
'  1 

.4-etc* 

et  comparant  entr*eux  les  termes  affisctés  d*nne  même 
puissance  de  «^  nous  obtiendrons  entre  lee  coeB- 
ciens  A,  B,  C,  D,  etc.  les  relations  suitantee 

(m+i)h 

a       ~      ' 

^„,      j  (m+i)fiiA*        p  mh 
*"  2/6        ""        2 

jv_      j(m+i)m(m^i)A^     „mfm— i)A*     /.f»»— i). 

*^—  ■■■il  g^  ^  ■    jP     ■  _        — C"  A 

2.3.4  a.3  a 

etc. 

arec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres 
les  coefficiens  de  Texpression  de  Zx",  quel  que  soit 
Tezposant  de  la  puissance  m.  En  calculant  immédiate- 
ment 
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taenX  les  douze  premierd  termes,  oq  trouvera 

~  (m+i)A        â 

*  ^  '»»^     «—•       *  fii(m— Ofm — ^tVi^        , 
a  a. 5  6         a. 3. 4.5 

2.      m(m— i)(m— tt)(m~3)(m  — 4^^>  ^^_^ 
6  2.3.4.5.6.7 

3  m{m — 1  ) (m  —  6)  A'  _ 

10  a. 3 0.9 

5  m(m  —  i)....(m  —  8)^9 

6  a. 3 10.11 

691  m{m  —  1) (m — io)ft*'  _ 

210  .  a. 5 ia.i3 

35  m(m  —  1) (m  —  laV'*^ 

a  a. 3 i4.i5 

_      36i7  mjm^i)....  (m— i4)ft>5       >■ ^ 

5o  2.3 16.17 

43867  m(m  — 1) (m  — i6)A'7  _ 

^         42  2.3 18.19 

1322277          m(m — 1). . . .  (m— i8)A*9 
••- «  '  '  '  — — — ■■  ■  ■  ■  ■  x******* 

110  2.5 20.21 

etc.  +  const. 

formule  dans  laquelle  les  coelGcîens  exprimés  en  nombres 
méritent  attention  ,  parce  qu'ils  reviennent  souvent  dan« 
la  Théorie  des  suites. 

Nous  observerons  »  avant  de  finir  cet  article  »  que  si 
l'on  multiplie  Sx-"  par  h  ,  et  qu'on  passe  cet  accroisse- 
ment sous  le  signe  2 ,  on  aura  cette  équation 

jjiiH-i       ,      -,   1  mfc* 

S  x«  fc= ; x'^h  + 5-  x"-»  — etc. +cow^ 

m+i       2  2  a. 3  ^ 

doiit  le  second  membre  a  pour  limite  — p-  +  const. 

jn-f-i 

Cale.    diff.  Ll 
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lorsque  h  s*évanouit ,   ca«    auquel  Sx"*&   se  change 
en  fx^âXf  d'après. ce  qu'on  a  vu  dans  le  n''.  209. 

55g.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'intégrer 
toutes  les  fonctions  algébriques,  rationnelles  et  en- 
tières ,  dans  le  cas  où  la  variable  indépendante  reçoit 
un   accroissement  constant.  Prenons  pour  exemple  la 

fonction 

Ax^+Bx^'+Cx+D; 
nous  aurons 

et  mettant  pour  S  x^,  ^x^^  Sx  et  X  o:^  fleurs  valeurs, 

il  viendra 

J^(^Ax'^+Bx^+Cx+D)  = 

A     .      SAh^nB    ,  ,   Ah^--2Bh+2C 

4Â*' — 67r-^+ — 4it ^' 

H T-7 X  +  COTUt. 

b/i 
36o.  Il  existe  un  genre  de  fonctions  rationnelles  qui 
s'intégrent  avec  la  plus  grande  facilité  :  ce  sont  les  pro- 
duits de  la  forme 

u==(a;+a)(x+a+ft)(r+a+aft) (x+c+mA); 

en    effet  ,    si   Ton    en  prend   la   différence,  on    ob- 
tiendra 
_  r(x+a  +  /ïXx+fl+-2/i)(x+a+3/ï). .  .(x+a+(m+i)/i) 
^^~  i-.(x+a)(x+a+^  X*+a+afc).  ..(x+a+mA; 
=(^x+a+h)(x+a+uh) (r+a+m/r)(m-4-i)  h  , 

et  comme 

àu        X^u      u 

(m+i)/i  ~  (m+Oh  ""  (m+i)fc  ' 
on  aura 

X{(x+a+ft)(x+a+a7i)...(x+a+m?i)}=: 
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Si  ]*on  écrit  dans  ce  résultat  x^h,  au  lieu  de  x, 
et  m-jr 1 1  au  lieu  de  m,  on  aura 

^  {(*+«)  (*+û+A)  (x+a+aA) (x+a+m*)}=t 

(jt+a— A)  (*+a)(x  4-a+A)-. . .  .(x+û+'hA) 
— — -— V h  co/w^ 

On  donne  à  ce  résultat  aoe  forme  plus  simple  et  qui 
paroît  d'abord  plus  générale ,  en  représentant  la  fonc* 
tion  u  par  XXiX^. . .  .X^,  et  supposant  que  les  diffé- 
rences premières  des  quantités  X,  Xi  ^  X^  , Xm  » 

soient  constantes.  Par  cette  notation  on  trouve  > 

=A,AftA3    .  .  .  Am  ^Anu4-i""~  A^ 

=X,XaX3. . .  .X»X(m+i)AX 

d*où  il  est  facile  de  conclure ,  comme  ci-dessus , 

X  A,  A4  A3 A„= — 7 ; — ^—=z f"  const, 

^*        T'Y  Y   Y  Y  —  ^^tXA|.  .  .Xm ^ 

(m+2)AX 

en  mettant  m-(-i  pour  m,  et  diminuant  ensuite  deTunîté 
chaque  indice. 

On  intègre  aussi  la  fraction       y  y  y V  * 

parce  qu'en  la  différentiant ,  on  trouve 


'      A 


AA|Aj|.  •  •  Ajn  AtAj^A3.  .  •  Ant_^i  A  AiA^.  .  .  Am 

X — Xw4.t         (m4'i)AX 

AA|AaA3.  •  «Am^i  AAiA<xA3*..  A|n_L.| 

ce  qui  donne 

1 1         1  ^ 

XX|X«. .  .Xm4.i  {jn'{'i)àX    XXjX^. .  .X„ 

Ll  2 
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et  changeant  m-{-i  en  m,  on   obtient 

I  1  1 


S. 


A  A  I  ^%  •  •  •  ^m  fflAA        A  A I  Af  •  •  •  Aaïa^f 


Sfi^l.  Les  termes  généraux  deê  Buites  de  nombre$ 
Jigurés  étant  respectivement 

n  ,       — - — ,      —X ,  etc. 

on  trouve  par  les  formules  ci-dessus  i  en  changeant  x 
en  n  y  et  faisant  h=i  » 

-        (» — 1)«  . 

X  n = ^ — f-coiLSt. 

2  2.3 

^w(n+0(n+2)_  (,t— i)n(/i4-iXn+2) 

2.3  a. 3. 4  "^ 

etc. 

expressions  qui  donneront  ta  (omme  des  séries  proposées» 
ainsi  qu'on  le  yerra  plus  bas. 

562.  Il  est  à  propos  d'observer  que  l'intégration 
des  fonctions  de  la  forme 

peut  s'eSectuer  par  les  formules  ci-dessus,  en  lei  trans- 
formant en  produits  de  facteurs  dont  les  dilTérences 
soient  constantes.  Pour  le  faire  voir  ,  je  choisis  cet 
exemple  très-simple  :  x^ ,  et  je  fais 

,»=  (x+A)  (x+a  h)  (x+3/*) 

+A  (x+h)  {x+2  h)+B  (X+/0+ C , 

en  supposant  que  h  désigne  l'accroissement  de  x.  Si  l'on 
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développe  »  et  qu*on  ordonne  suivant  les  puissances 
de  X|  on  aura 

+   B  x+  Bh 
+  C; 

et  comparant  enlr*eux  les  termes  affectés^  de  la  même 
puissance  de  a:»  ou  formera  les  équations 

6  A  +  id  =  o  , 
iiA»+3y<A+5  =  o, 

desquelles  on  tirera 

^=  —  6  A,    B=37A»,    C=— A', 
et 

a:'=  (x+ A)  (x+a  A)  (x+S  A)  —  6  A  (x+fc)  (x+a  K) 

m 

ce  qui  donnera  >  en  vertu  du  d®,  précédent  j 
2x3  =  -Lx(*+/i)(x+aR)(x+3A) 

—  2  *(x+/i)  (x+2  rr)+  -  fc  »  (x+k)  — fc*«+coiî5l. 

Il  est  évident  que  cette  méthode  donne  aussi  le 
mojren  d*intégrer  le  produit  de  facteurs  équidiifé- 
rens  '   ' 

(x+p)  (x+p+9)(jr+p4.3i7). . . .  (x+p+(n— 1)9)  , 

quoique  leur  différence  première  ne  soit  pas  égale  k 
Taccroissement  de  x ,  que  noue  cootinnoas  i  désigner 
par  h ,  puisque  ce  produit  étant  développé  devient  de 
k  forme  ax*+AxC+etc. 

LI  3 
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562.  A  l'égard  de  l'intégratioo  det  fonctions  traos- 
cendaates»  nous  nous  bornerons  aux  fonctions  exponeij* 
tielles  et  circulaires.  On  a  po^r  lu  première 

A.a»  =  a'(o*-^i), 

d'où  il  résulte 

.fl*=Sa'(a*— 1  )      et      Sg*=         ■    . 

Il*— i 

363.  Pour  les  fonctionvcircnlaires^  on  a  l^  Téqua* 
tion  coSi<  —  cosjB= — asin^C^— -B)  *înrC^+^» 
qui  donne 


Acosx=  cos  ( x+fc)— <?os'a:=— aein i  S  sin (x+x^) , 

d'où  on  tire 
.   ,     ,   ,,,, Acosa:  .  Acos(a7 — \h) 


en  écrivant  x-^^h  »  au  lieu  de  :r  ;  prenant  ensuite  Tin* 
tégrale  de  chaque  membre  de  la  dernière  équation, 

on  obtient 

cos  ix  —  fft)  , 

X  sm  a:  = ^ — tt r  consU 

2  sm  7  n 

a®.  L'équation  sin  A — sin  5=2  sin  \{A — S)(iot\ {À'\'E)^ 
donne 

Asin  j?  =  8in  (x+Zi)  — sin  07=2  sin^fc  cos(a:+  ^ft), 

d*où  il  suit 

^^./^.  ii.N_   ^«'"^  Asinfy  — ^fc) 

costa:+-/i;= r— TT-  «      co&j:= : — p7 , 

^  sin(jc  — 7A)    , 

S  cos  X  = ^ — .    /,        +  const. 

asm^/i 

3'.  La  conversion  des  puissances  de  sinus ,  de  cosî* 
nus  et  de  leurs  produits ,  en  fonction  de  sinus  et  de 
cosinus  d*arc8  multiples  ^  ramènera  aux  deux  formules 
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que  nous  venons  de  trouver ,  Vintégration  de  la  fonc- 
tion générale  sin  x^  cos  x^ ,  lorsque  les  exposans  m  et  n 
seront  des  nombres  entiers  positifs. 

En  effet,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite 
de  termes  de  la  forme  A  sin  q x,  ou  A  cos  qx ,  dont 
les  intégrales  se  déduiront  de  celles  de  A  sin  x  ttAcosx, 
en  écrivant  ^x  et  ^  A  ,  an  lieu  de  a? et  de  A ,  et  il  est  facile 
de  voir  que  Ton  aura  en  général 

^  '    r    ,      ^  cos(p+qx  —  {qh)    , 

S  sin  (p + qx)= ^^- /  . — ,^^  ^  +  const. 

asin^qh 

Scosfp+^:^)=      — T^,     ,  *^    ^  +  const. 

'^     '  â  sm  7  9  a 

• 

564.  L*utilité  dont  est  l'expression  de  Su,  pour  la 
aoromation  des  séries  ,  a  porté  les  Analystes  à  s'en 
occuper  beaucoup  ,  et  ils  sont  parvenus  à  lui  donner 
plusieurs  formes  très-élégantes.  Euler  la  Et  dépendre  des 
coefficiens  différentiels  et  de  Tintégrale/udx.  On  mrrive 
à  ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

àzh  ,  d»«    fc*     '    A^z      h?       . 

qai  donne 

h    d*  ,    fc»    „  d»a    ,      h?     ■      àH    , 

Si  on  fait  1^  =u-n  viendra «=/„d..  et 

ox 

/adx  =  ft2:u+«ft*S— +  <8fc3  2        ««etc. 

dx  dx* 

en  représentant  par  « ,  fi%  y  9  etc.  les  coefEciens  nu- 
mériques ;  on  tirera  de  là 

ï  /-    1  ,     du       ^ ,       d*u 

fc^        •  d*  dx* 

.      Ll  4 
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Si  maintenant  on  prend  les  coelBciens  différentidfi  de 

chaque  membre ,  en  observant  que  -^ —  =  S  —  ^  ce 

qu'il  est  fort  aisé  de  Térifier ,  on  obtiendra  cette  «oke 
d*équationâ 

à^u     làu        ,^  d'tt      ^    ,.^  d^ 

_d'a      id'ii.      ,_  d^  ,._  d*u 

dx'^      Ad**  dx<  dx* 

etc. 

on  se  servira  de  ces  dernières  pour  éliminer  succes- 
sivement de  la  valeur  de  Su  les  fonctions 

du        -,  d*u  d'tt 

et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  aéra  nécescaire- 

ment  de  la  forme 

h  Qx  a  X 

La  détermination  des  coef&ciens^,  B,  C,  etc.  s*opère 
ici  comme  dans  le  n^.  347  >  par  la  considération  de 
la  fonction  particulière  è* ,  pour  laquelle  on  trouve 

e*  d*"  e* 

e  — 1 
d*où  il  suit 

r=i+ ,4  + -5A+ CA»  +  etc. 


ce  qui  montre  que  les  coeillciens  A ,  B,  C,  etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  A 
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dans  le  développement  de  la  fonction— j ,    réduite 

en  série  ascendante  par  rapport  à  cette  lettre. 

365.  Oa obtiendra  de  la  même  manière,  et  sans  plus 
de  difficulté,  les  intégrales  I^Zu  ou  S^u,  SS*u  ouS^u, 
en  général  S'^u;  car  la  formula 

A-.«=  -^  A-+.  _^  A-H-.+^  _5^A.-  +  *+  etc. 


conduit  à 

faisant  ensuite  -= —  =  u,  on  aura  iS=/"iid x*,  et  par 

conséquent 


1     .^     ,  du  d*ii 

S^uizr  — /*Mdx"— «A2'"-7— /8A*2«v--  +  etc. 
A'"-'  dx      '^         d*»  ^ 

prenant  les  coefliciens  dilférentiek  de  chaque  membre 

de  cette  dernière  équation ,  on  formera  les  suivantes  ; 

du       1    ^        •,  d'u  d^u 

S" T-  =— /«-'udo?»-»— «AX"»  — .  -5A«S'»  — ..  +etc. 
dx  ^  h^  dx*  dx* 

•        dx»     A"*^  d*^  da:* 

etc. 

à  l'aide  desquelles  on  chassera  S"  -r-  ,     S"»-- — ,etc. 

dx  dx* 

de  Texpressîon  de  S"*».  L*éqnatioQ  finale  pourra  être  re*- 

présentée  par 

1  A 

B  M 

+  j;;;:=-J''^'udx^....+  -/ud-x 
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et  lorsqaon  fera  w^e*,  deviendra 

»     _i.+.jL.+_£. +^ 

m      *^    "L  m— I      "    h  m— 1  *      h 


+  JV+PA  +  QA»  +  etc. 

les  coelficiena  AfB, M ,  2V ,  etc.  sont  donc 

encore  ici  ceux  qui  multiplient  les  puissance»  de  h  dans 

le  développement  de  -r-j r;^^  ^  et  déjà  nons  ne  pou- 
vons nous  empêcher  de  remarquer ,  entre  les  intégrales 
et  les  puissances  négatives ,  une  analogie  qui  n'est  que 
la  continuation  de  celle  que  les  diRerences  out  avec  les 
puissances  positives  :  en  sorte  que  Ton  peut  regarder 
les  intégrales  comme  les  différences  d*un  ordre  dont 
lexposant  est  négatif.  U  est  visible  ,  en  effet ,  que 
d*après  ce  qu  on  vient  de  voir ,  on  peut  écrire 


S'-U  — 


LK  )■■ 


pourvu  qu'après  le  développement  on  change  les  puis- 

d  u>  dPu 

fiances  positives  --r-j-  en  -^—^ ,  et  les  puissances  né^ 

g2Lt\ye8T--z=^^n  pudxP'y  et  puisque  Ion  a  (347), 

du 


\e         —  i   ^  9 


il  est  évident  que  Texpression  de  J^"*u  est  comprise  dans 
celle  de  a'"u,  dont  elle  se  déduit  en  affectant  lexpo- 
sant m  du  signe  — . 

066  .L'intégration  par  parties  se  pratique  sur  les 
différences  aussi  bien  que  sur  les  différentielles.  Soient  P 
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et    Q,   denx  fonctionB  quelconques  de  ;c ,  et  faisons 

a  étant  une  fonction  inconnue  de  la  même  variable. 
En  prenant  la  di£Féi;ence  de  chaque  membce  de  cette 
équation  y  on  aura 

P  Q=(Ç+AÇ)3(P+AP)-Ç2P+^; 

développant  et  réduisant,  en  observant  Q2AP=PQ» 
il  viendra 

o=AQ:t(^PfAP)+&z,  on   Ab=— AQ  xy+AP), , 

I 

et  par  conséquent 

2;=--2(AÇ2(P+AP))=— SAQXP,  ,  3PÇ=rÇ2P— jAQsP,. 

Soit  encore  2(AQ2P,)=AQ2*P,+a;  si  l'on  prend  les 
différences  et  que  l'on  opère  comme  ci-dessus ,  04 
trouvera  successivement 

AÇ2P,z=  (AÇ+A«Q)J(xP.+P.)-AQ2«Pi+A« .      . 
o==A*Q2(ZP,  +  p^)^.A*,ouAa  =  ^A*Q2(ïP,+P0. 

II  est  facile  de  reconnoitre  que 

3p,+p— ÏP.Î+A.XP,=2:(P,+AP.)=«P.,   . 

et  fon  aura  par  conséquent 

A8=;-A*Ç2«P^      2PQ=:Q2P— AQS*P,+2(A«Ç2*P.). 

Pour  aller  au-delà  de  ce  résultat ,  on  fera 

2  (A*  Q2»P.)  =  A*  ÇS'Pa+«  , 
et  on  obtiendra 

A«Q2»P.=(A«  Q+A3  Q)2(2»P.+2P0— A'Q^'P.+As 
o=A3  Q2(2*P.+2P0+A*,  ou  As=— A»  Q2(3*P.+2P,)  ; 

et  comme 

X*P.+ÏP.=2*P.+  A.2*P.=2-(P.+AP.)=2*P3, 


/' 
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Oh  parviendra  à 

qui  renferme  la  loi  de  cette  exprewion  élégante, donnée 
pour  la  première  fois  par  Taylor ,  dans  les  Transactions 
philosophiques  : 

xPitf=ÇsP— AQj«P,+A«Q*P. 

^  A»  Q  J^P^ài  Q^Pr^  etc. 

Si.ron  y  met  pour  P^  ^  P^^  Pj,  etc.  leur»  valeurs  en  P, 
et  qu'on  elFectne  les  intégrations  qui  deviennent  possi- 
bles, elle  se  change  en 

3fpQ=Qxp-^  Ç(i*P4.  2P)+A»Q(3sp+aï»P+SP) 
•-a5Ç(1^P+3x»P  +3a*P+3tP)+etc. 

C'est  sous  cette  forme  que  Condorcet  Va  présentée 
dans  son  Essai  sur  Capplication  de  F  Analyse  à  la  pro- 
babilité des  décisions,  p.  i63. 

Elle  s'arrête  toutes  tes  fois  que  la  fonction  Q  mène 
à  des  différences  constantes  dans  un  ordre  quelconque; 
et  si  la  fonction  P  est  susceptible  d'un  nombre  suflisant 
d'intégrations  successives,  on  parvient  à  Tintégrâile  exacte 
de  la  fonction  P  Q. 

Application  du  Calcul  des  différences  à  la  sommation 

des  suites. 

36 J,  D'après  Péquation 

Sf(x,^)=  Xf(x,  A)+f(«:,  h^-^comt. 

obtenue  dans  le  u^  55 j ,  chacune  des  fonctions  inté- 
grées dans  ce  qui  précède,  nous  donnera  la  somme 
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de  la  suite  dont  cette  fonction  représente  le  terme 
général. 

Il  est  visible  qu'an  lieu  d'ajouter  i  la  Fonction  2f(a: ,  k) 
sa  diiFérence ,  on  peut  se  borner  i  mettre  x+h  au 
lieu  de  x  dans  zf(jr,  h). 

On  trouvera,  d après  cela,  S*"»,  en  mettant  x+h 
au  lieu  de  x  dans  l'expression  de  Sx"*. 

En  écrivant  n-f-i  au  lieu  de  n  dans  les  expressions 
du  n^  '66  i ,  on  aura  les  sommes  des  nombres  Jigurés , 
«avoir  : 

5n= ! — -  —  const. 

a 

c  w(/t+i)        72(n+i)(n+ii) 
«j  '■=  ■"         -  — coiyw. 

a  2.55 

5  «(»->- i)(n+a)     n(n-f-i)(n+3)(n+3) 

"Ti = ^Xi ~'"*- 

etc. 
On  conclura  des  n"^  3  ga ,  365 ,  que 

0  a*=  — r —  const. 

a* — 1 


58inx=: .   ' 

a  5in  7^ 


const. 


sîn  (  X  +  î  ^  ) 
.    .  , const. 

Enfin ,  l'expression  générale  de  s  u  du  n*".  364  >  donne 
une  formule  générale  pour  S  u. 

Les  constantes  ajoutées  dans  les  intégrales  aux  diffé- 
rences et  dans  les  sommes ,  se  déterminent  comme  celles 
des  intégrales  relatives  aux  différentielles  ;  mais  il  est 
plus  commode  de  prendre  ces  intégrales  ou  ces  sommes» 
entre  des  limites  données  comme  dans  le  n^  aïo. 

En  faisant  commencer  les  séries  des  nombres  figurés  à 
l'indice  n=o ,  on  trouvera  que  leurs  sommes  respectives 
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Mnt  les  expressioiifi  rapportées 'cndestas  ,  débarassecs 
de  la  constante. 
Po«r  trouver ,  par  exemple  »  la  somme  de  la  série 

sina,      sin(a  +  fr) tin{a  +  nh), 

il  faudra  prendre  Ssinx,    depuis  x^za^^h,  ;iisgu*â 
x=a  +nft,  et  il  viendra 

co8(q— lh)-^cos(g4,gh+it)__sin(fl+|»t)sinl(a+i)t 
a&in^fc  ~  «ioîfc 

De  Cintégration  des  équations  aux  différences ,  à  deux 

variables. 

56S,  JusquHci  nous  avons  supposé  que  la  différence 
de  la  fonction  cherchée  étoit  donnée  explicitement  par 
la  variable  indépendante  ;  nous  allons  maintenant  nous 
occuper  des  cas  où  Ton  a  seulement  une  équation 
contenant  la  fonction  cherchée ,  ses  différences,  la 
variable  indépendante  et  ses  accroissemens.  Supposons 
d*abord  que  la  fonction  cherchée  y  dépende  de  la  va- 
riable X ,  dont  l'accroissement ,  considéré  comme  cons- 
tant ,  sera  désigné  à  l'ordinaire  par  h.  L^équatîon  pro- 
posée sera  comprise  dans  la  formule  générale 

f  C^>  ^fy>  ^y>  ^*y,etc.)  =  o. 

Il  est  à  propos  d'observer  que  Von  peut  en  faire  dispa- 
roitre  les  différences  ày  ,  A*y  ,  etc.  en  les  remplaçant 
par  les  valeurs  consécutives  de  y ,  puisqu'on  a 

^y^^yi—y  »     ày=^y^—2y ,  +y ,  etc. 
et  le  résultat  prendra  la  forme 

F(**  f^»y  »yx»yii7  etc.)=o, 

dans  laquelle  ou  voit  que  toute  équation  aux  diff«H 


•    DE  CALCUL   INTÉGRAL.  545 

rences  fait  connoître  la  valeur  de  la  fonction  cher- 
chée ,  par  le  moyen  d'un  certain  nombre  de  valeurs 
antécédentes. 

Si  l'équation  étoit  du  premier  ordre  ,  par  exemple , 
on  auroit  y^ ,  par  ie  moyen  de  y  ;  si  elle  étoit  du 
second,  on  en  tireroit/a,  exprimé  par  jf,  et  pary^ 
et  ainsi /de  suite. 

Il  est  facile  de  s'appercevoirqu'one  équation  quel- 
conque aux  différences ,  équivaut  à  une  série ,  dans 
laquelle  on  obtient  chaque  terme  par  le  moyen  dé 
sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec  l'in- 
dice qui  marque  le  rang  qu'il  occupe.  En  effet ,  lors- 
qu'on a  ,  par  exemple^  y^'=^t{Xf  ^9y»yi}t  ^^  ^^ 
déduit 

y3=f(x+A  ,h,y,,y^,),  y^=r^x+2h,  h,y^,  yz)ytic. 
et  Ton  forme  ainsi  la  série 

y^y^'»  y^^  y^^yA*  etc. 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 

Ce  cas  particulier  sui&t  pour  montrer  que  dans  la 
4érie  résultante  dune  équation  quelconque  aux  dijjfe^ 
rences ,  il  y  aura  toujours  autant  de  termes  arbitraires 
quil  y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  l'ordre  de  cette 
équation. 

369.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences 
en  une  équation  différentielle  d'un  ordre  indéfini ,  en 
substituant ,  au  lieu  de  ^y ,  A*y ,  etc.  leuts  dévelop- 
pemens  d'après  le  n^  34?  >  et  il  n'est  pas  moins  évident 
que  Ton  convertiroit  aussi  toute  équation  différentielle 
en  une  équation  aux  différences  d'un  ordre  indéfini  ^ 
en  remplaçant  les  coeiRciens  différentiels  par  leurs 
développemens  tirés  de  la  formule  du  n^  34^. 
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Il  ne  paroit  paa  qoe  ces  transformadons  »  qui  ont  l'in- 
convénient d'introduire  un  nombre  infini  de  tenneai  puis- 
sent être  I  en  général  »  fort  utiles  pour  l'intégration  des 
équations;  mais  elles  sont  très^propres  à  faire  sentir 
la  différence  qui  existe  entre  le  Calcul  diffièreutiel  et  le 
Calcul  aux  différences.  Elles  prouvent  que  par  la  nature 
de  ce  dernier ,  les  différences  de  la  variable  indépen- 
dante doivent  avoir  nécessairement  une  valeur  déter- 
minée ;  car  -si  Ion  avoit  une  équation  «ntre 

X,  y,  Ax,  Ajr,  A^,  etc. 

dans  laquelle  Ax  demeurât  indéterminé  »  qu'on  la  dé- 
veloppât suivant  les  puissances  de  Ax,  Ay,  ù,*y,  etc. 
ce  qui  lui  donneroit  la  forme 

AAx+Bày 

+  C  /^^^Dàx  Ay+EAy^+Fà^y 

on  y  pourroit  substituer,  au  lieu  de  ày^  A*y^  etc.  leun 
développemens ,  et  comme  Ax  y  resteroit  encore  in- 
déterminé ,  il  faudroit  que  les  coefiiciens  des  diverse! 
puissances  de  cet  accroissement ,  s'évanouissent  d*eux- 
mêmes.  On  obtiendroit  ainsi,  entre  les  variables  x»^, 
et  leurs' différentielles  ,  un  nombre  infini  d*équations 
qui  devroient  s'accorder  entr'elles  pour  que  la  pro- 
posée signifiât  quelque  chose  ;  et  dans  ce  cas  elle  ne 
seroit  équivalente  qua  la  première  de  ces  équations, 
dont  les  autres  deviendroient  les  différentielles  suc- 
cessives. 

En  ne  supposant  Péquation  aux  différences  que  du 
premier  ordre,  ce  qui  la  réduit  à 

i4Ax+BAjr+CAx*+i?AxAj'+£Ay*+etc.  =  o, 

et 
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et  prenant 

i!  yient 


+  !>-. 


dy 


+  c 
+£^ 

i.adaî* 
d'où  Ton  tire 

dx  dx»        dr  i.a  djc* 

et  si  cette  suite  d'équations  ne  peut  avoir  lien  ,  la 
proposée  ne  pourra  se  ?érifier  qtt*6a  assignant  k  àx 
une  yaleur  particulière. 

370.  Ces  préliminaires  posés ,  entrons  en  marière 
par  l'intégration  de  l'équation  générale  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre. 

Supposons  que  la  différence  de  la  yariable  «,  ou  ùxp 
étant  1,  on  ait  l'équation  A  jr  +  Pjr  =  Q  ,  analogue  à 
l'équation  différentielle  que  nous  avons  traitée  dans 
le  n^.  aSj  ;  un  procédé  semblable  à  celui  du  n^.  cité 
va  nous  conduire  à  son  intégrale.  Faisons  yz=iuz,  et 
nous  aurons 

Ay =uÛ2 -{•  s  A  u -|- A  u  A  2 , 

ce  qui  changera  l'équation  proposée  en 

uA«+«Ati+AuA«+PttZ=^; 

en  posant  séparément 

zAu>{.Pu;i3=o ,  ou  Aii-j-Fm  =  o, 
*  Cale,  diff,  M  m 
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il  restera  uàz+àuàz^=:Qf  d*où  Ton  tirera 

Q  0 

La  question  se  réduit  donc  i  intégrer  réqaation 

Au-f-Pv=o , 

* 

dans  laqudle  on  peut  séparer  les  variables,   en  loi 

Ail  * 

donnant  la  forme  —  := — F ,  puisque  F  est  supposé 


ne  contenir  que  x.  Prenons  uzse*»  il  en  résultera 

^  ^  àt 

Aif=ae^(e    —  i)  et =e     — 1  =  — F  , 

.  u 

d*où  nous  tirerons 

a     =1— F,At=l(i— F)  et  t=sl(i--^. 

Mais  la  somme  des  logarithmes  delà  fonction  i-^F, 
répondant  au  produit  continuel  des  valeurs  successives 
que  reçoit  i— F  entre  les  lipiites  de  Tintégrale ,  c'est- 
à-dire  «  i 

O— F,^,)  (  1— F,^)(  i  — F._3). . . .(  i-Po), 

X 

si  on  désigne  ce  produit  par  [^  i  — Ps^i]»  Texposant  x 
marquant  le  nombre  des  facteurs,  on  aura 

d*où  on  conclura 

tt=e*  =  [i-F,_,fj 
et  si  l'on  fait  atteption  que  u+Au=:u^f  on  obtiendra 

a+Au=r[i— FJet«= ^ , 
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ce  qui  donnera  enfin 

y=[i-P.-,U — ^ — , 

x-4-t 

la  constante  arbitraire  étant-  coropriâe  dans  Pjnté|rale 
indiquée. 

C'est  à  peu  prés  ainsi  que  Lagrange ,  qui  le  premier 
fit  voir  Tanalogie  que  les  équations  aux  difFénences  du 
premier  degré  ^  ont  avec  les  équations  différentielles 
du  même  degré,  a  intégré,  en  1761  ,  Téquation  traitée 
ci-dessus;  il  applique  ensuite  son  résultat  à  l'équa- 
tion yt^=:Ry  +  Q  y  qui  revient  à  j^+Ay=Rj+Q.  En 
comparant  cette  dernière  avec  ày-^Py=iQ,  il  vient 
P=:i — R ,  I  — P=H ,  et  Ton  a  par  conséquent 

*  0 


xO-c 


X 

Dans  le  développement  du  produit  [i — Px^,]  ,  nous 
avons  supposé ,  pour  plus  de  simplicité,  la  différence 
de  X  égale  à  Tunité;  on  pourroit  conserver  la  même 
expression,  en  concevant  qu'elle  répond  à 

(1— P,-„)(i— P,-^)(i— Px-3«)  etc. 

lorsque  Ax  =  it,  ou  bien  transformer  Téquation  pror 
posée  en  une  autre,  en  faisant  x=nx\  ce  qui  don- 
neroit  Ax=nàx'  et  Aaf'=i. 

Si  l'on  suppose  que  le  coefficient  R  soit  constant ,  on 
aura 

Q 


y  =  R'X 


R^i  • 


Uintégration  indiquée  s^elfectue  facilement  lorsque  Q 

Mm  2 
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est  constant  ;  on  obtient  dans  ce  cas 

2  ^=^511—.=.^;^:=.^^^  (36,). 

En  général  >  on  obtiendra  la  valenr  de  y ,  délivrée  do 
*  signe  d*intégr4tion  toutes  les  fois  que  Q  sera  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x. 


3jl.  Dans  Ie3  recherches  citées  n^ précédent, 
grange  applique  aux  équations  du  premier  degré  et  d*UD 
ordre  quelconque  aux  différences,  la  méthode  que 
d*Alemberta  donnée  pour  les  équations  différentielles  du 
premier  degré  et  dont  nous  avons  fait  connoitre  l'es- 
prit 9  n*.  3o6  ;  mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet  en  i/yS, 
par  une  méthode  encore  pl^s  simple ,  que  nous  ailon» 
faire  connoitre. 

Représentons  par 

yn4.n+Pxyx^^  i + Qxyx4^-t .  • .  - + t/,yar=r,     (^0 , 

une  équation  d'un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré 
par  rapport  à  la  foACtion  y^  ;  on  prouve ,  comme  dan» 
le  n°.  5o3,  que  son  intégration  se  ramène  à  celle  de 

et  que  Ton  obtient  la  valeur  complète  de  z^ ,  lorsqu^on 
^•n  connoît  un  nombre  n  de  valeurs  particulières. 

Cette  proposition  est  évidente  par  elle-même  ;  car  il 
est  clair  que  si 


sont  des  fonctions  de  x  >  qui  satisfassent  a  l'équa- 
tion (fî) ,  Texpresaion 

s=(7z^+(rz^+C^'V'',+etc. 

7  satisfera  pareillement  ;  et  quand  le  nombre  de  se%  ter- 
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ïïoes  supposés  absolument  irréductibles  entr*eux  sera  n, 
elle  sera  l'iotégrale  complète  de  cette  équation  >  puii- 
qu'elle  renfermera  n  constantes  arbitraires,  C,  C,C",  etc. 
Cela  posé ,  si  l'on  regarde  ces  constantes  comme  des 
fonctions  de  x ,  et  que  dans  cette  hypothèse  on 
change  z,  en  y^ ,  ou  que  l'on  fasse 

on  en  déduira  d'abord 

résultat  qui  se  transforme  en 

# 

jr,+  ,=C^',^,   +rVW.  +r'x*"',4..  +etc. 
+z',4..AC,+z%^.,Ar,+z"'.^..ACr',+etq. 

en  mettant  pour  C-f. , ,  C^^^- . ,  leurs  valeurs 

C,+aC,,  C'^+aC'„  etc. 
Ht  5e  réduit  à 

lorsqu'on  fait 
iix-^.AC',+j%4.,AC^+s",+  .AC",+etc^o(i), 

de  même  que   si  les  quantités  C,  y  C^  ^   C'\  ,  etc.     » 
fussent  demeurées  constantes.  En  faisant  de  nouveau 
varier  x ,  on  obtiendra 

>'x-^a=^x+ 1»'*-^-*+  ^  «4-,«'  «4-»+  C"'x4-Î  a"'*H-.  +  etc. 

+aWa^^*'+*V«  ^Cr'*+*'".-i-.    ACr",+  etc. 
résultat  que  l'on  réduira  à 

par  la  supposition  de 

s'jH^,ACir+»'Wi^r*+«'"*4-.AC^'*+«tc.=feo(ii). 

Mm  3 
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Faisant  varier  jp  une  troi»ème  fois ,  on  parvient  i 

en  posant 

et  Ton  continue  ainsi  jos^i'aux  équations 

*',4..-,AC.+*W.-.Ar,+  »'',4..-tAC",+eic.=o{it-i)- 

Maintenant;  si  dans  la  valeur  de  ys+m^t  on  change  x 
en  jp-f-i  I  on  trouvera 

y^^^C^',^,    +(r^^^^    +C':rZ'"^.    +.etc 
+z',^..  aC,  +*"^.  A(r^  +*''',^^C",  +etc. 

mettant  dans  Téquation  (j4)  les  valeurs  de 

y^t  Xx'^t  »•  •  •  «y*-*-» — I  >  yx'^m  » 

en  observant  que  par  Thypothèse  et  d'après  Féqua- 
tion  {B) , 

«"    *+i,+P*a''   x+«— i+Qx*"     x+«— a +  1^x2*    x=0 

a"   x-+-«+Px^"  x-+-ii—i+ Qx*''  x-*-»— »•  •  •  .  +  ^x*"x=0  9 

■ 

etc- 

il  restera 

2',^,AC^+z'^,+„AC,+»'",+„A(r^,+ctc.=r,. .  .(n). 

On  conçoit  facilement  qu*ayec  le  secours  des  équa- 
tions (1),  (2),....(n — i)  ,  (n)  ,  on  déterminera  en 
fonctions  de  *,  les 'différences  ^Cxy  AC*,,  AC",-,  etc. 
ce  qui  réduira  la  recherche  des  quantités  C,  C\  C'\  etc. 
à  rintégration  des  fonctions  d*une  seule  variable. 

^7^*  D  convient  donc  de  nous  occuper  de  l'équa- 
tion 
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Lorsque  les  coefficlens  de  cette  équation ,  au  lieu  d'être 
des  fonctioùs  de  a?,  sont  des  constantes j^  ou  que  Ton 
a  seulement 

on  y  satisfait  en  faisant  Zs=m*,  d  où  il  résulte 

24t4-.=m«-*-> ,         Zjf^=7nr*-^, 2;,4.„=mr+-«; 

elle  devient 

m»+P7ii«-"+  Qm^-^-^Pm*-^ ....  +  K=  a ......  (D)  ; 

et  sera  vérifiée  si  Ton  prend  pour  Tindéterminée  m 
les  racines  de  cette  dernière.  Si  donc  on  désigna 
par  m' ,  m"  ^  w!*' ,  etc.  ces  diverses  racines  ^  on  aura 
(n**.  précéd.) 

Cette  expression  présente  par  rapport  aux  quantités 
mS  m",  m"',  etc.  les  mêmes  circonstances  que  Tintégrale 
de  Téquation  différentielle 

d''z+Pdxd»-»*+ÇdxM"~*» +  Uzàx^=o(3o3) 

Il  peut  arriver  que  les  racines  de  1  équation  (D)  soient 
toutes  inégales ,  ou  qu*il  s'en  trouve  d'égales  entr^elles  ; 
dans  le  premier  cas  la  valew:  de  z  est  complète  ;  mais 
elle  cesse  de  l'être  dans  le  second.  11  faut  alors  re- 
courir à  des  artifices  d'analyse,  semblables  à  ceux 
que  nous  avons  employés  pour  l'équation  dilFéren- 
tielle;  mais  nous  ne  saurions  nous  engager  ici  dans  ces 
détails,  non  plus  que  dans  ceux  qui  regardent  les  racines 
imaginaires* 

375.  L'équation  (C)  ,quî  peut  être  considérée  comme 
exprimant  la  nature  d'une  série  dont  un  terme  quel- 
conque, représenté  par  ;&,^4.a,  dépend  des  n  termes  qui  le 

Mm  4 
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précèdent ,  $e  rapporte  aux  iériei  récurrmUes  (  CampL  des 
EUm.  iAlg.  )  doDt  le  terme  général  eot  c»  et  dont 
l'échelle  de  relation  est 

-p.       -Q -V. 

LMotégration  de  cette  équation  répond  donc  i  la  re- 
cberche  du  terme  général  de  la  suite  proposée  ;  maia 
en  n'ayant  égard  qu'à  la  loi  de  sa  formation»  ses  n  pru- 
niers termes  sont  nécessairement  arbitraires;  et  ai  en 
les  suppose  donnés  à  priori ,  en  les  désignant  par 

op  poqrra  fonper  les  équations 

*•  =(7  +C  +C'"  +etc. 

z,  =Cm'  +Cmr  +CW  +etc- 

«.  =Cm'^  +CW*  -^Cm"*  +etc. 

«»  =CnP  +Crmr^  +(7W  +etc. 

«._,=Ciii"— »+(rm"— «+C'"m""^"+  etc. 
au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  constantes 

Ct  (/\  C'\ dont  le  nombre  est  aussi  égal  à  n. 

La  résolution  de  ces  équations  >  qui  ne  sont  d'ailleurs 
que  du  premier  degré ,  peut  être  simplifiée  par  des  arti* 
fices  dont  Texposition  ne  sauroit  entrer  dans  un  Traité 
élémentaire  :  dh  les  troure  dans  le  Traité  complet ,  déjà 
cité  plusieurs  fois  ;  je  me  bornerai  à  observer  ici  que  cette 
recherche  se  lit  ayec  ceUe  des  lois  des  phénomènes  d'après 
les  observations. 

De  la  nature  des  arbitraires  introduites  par  t intégration 
des  équations  aux  différences ,  et  de  la  constructiom 
de  ces  quantités. 

374.  Les  quantités  arbitraires ,   introduites  par  Fin* 
tégratïon  des  équations  aux  différences  à  deux  yari»- 
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bless  ne  sont  pas  nécessairement  constantes  comme 
celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  diCPé- 
rentielles  ;  mais  pour  donner  aux  résultats  toute  la  géné- 
ralité dont  ils  sont  susceptibles  »  on  doit  regarder  ces  ar- 
bitraires comme  variables.  Çn  effet  >  l'équation  Ay=ro 
n'exprime  pas  absolument  que  la  fonction  y  soit  cons- 
tante ,  mais  seulement  qu'elle  ne  change  point  de  valeur 
lorsque  x  devient  x-f- Aj;. 

Si ,  par  exemple  I  Ax  est  égal  à  ^ ,  on  pourra  prendre 
pour  3^  toutes  les  fonctions  de  X,  qui  conservent  la  même 

valeur  quand  on  y  met  x+'i»  ^^  ^i^"  ^^  ^'  ^^  ^  ^^ 
facile  de  voir  que  parmi  les  fonctions  circulaires  >  il  s'en 
trouve  un  nombre  infini  qui  jouissent  de  cette  propriété: 

telles  sont  les  fonctions  de  sin — = — ,  cos — =: —  >    lors- 

h  h 

que  w  désigne  la  demi-circonférenct  ;  car  la  substitu- 
tion de  x+h  y  au  lieu  de  x  dans  ces  quantités ,  donne 

27r^ r-  ]  =sm  -r-  *   COSI  2^  +     ,       l=C0S  --—  ^ 

on  peut  donc  dans  cette  hypothèse  prendre 

^/.   awx  arx\ 

pour  l'intégrale  de  A^=o,  an  lieu  de  y:=const,  en 
considérant  d'ailleurs  la  fonction  ^  comme  entièrement 
arbitraire. 

Il  est  évident  que  la  fonction  qui  complète  l'inté- 
grale de  Téquation  Ay=^Of  p'rise  dans  l'hjrpothèse  de 
Ax:rzhf  complèteroit  aussi  celle  de  toute  autre  équa« 
tion  aux  différences  du  premier  ordre  prise  dans  la 
même  hypothèse  ;  il  faut  donc  dans  l'intégrale  de  l'équa*- 
lion  générale  du  premier  ordre^  donnée  n^  3jo ,  substi* 
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taer  aa  liea  de  C>  la  quantité  f  (siit^ivx,  cossirr)» 
puiflqa'oD  y  suppose  As=i. 

3/5.  La  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui 

complètent  les  intégrales  des  équations  aux  diCFérencas» 

ne  peut  s*opérer  en  assujettissant  ces  intégraleaisatisCure 

à.  un  nombre  limité  de  valeurs  données,  car  il  est  visiblo 

que  toute  fonction  arbitraire  comprend  implicitement  on 

nombre  inEni  de  valeurs  arbitraires.  Soit  pour  exemple 

l'équation 

j^,=X^(sin2irx,  cosara:), 

de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain  nombre  de  valeurs 

y^^o,     yt=cf,     jr,=  a^»eic- 

Si  ces  valeurs  répondent  i 

x=o,        x=iy        jr=a^etc. 

on  ne  pourra  satisfaire  en  général  qu'à  la  première  des 
conditions  imposées  ;  car  dès  qu'on  aura  assise  pour 
f  (sinairj;,  cosaira;),  une  première  valeur  détermi- 
fiée,  de  laquelle  il  résulte  ^o=û,  cette  valeur  devant 
se  retrouver  la  même  pour  les  indices  x=i ,  a::=a ,  etc. 
il  s^ensuit  que  les  valeurs  de  y, ,  relatives  à  ces  indices , 
«ont  aussi  déterminées  ;  il  faut  donc  que  les  quantités 
données  af,  a",  etc.  correspondent  à  des  indices  inter- 
médiaires. 

Si ,  au  lieu  d'assigner  un  nombre  limité  de  valeurs 
i olées ,  indépendantes  les  unes  des  autres ,  on  suppose 
que  dans  l'intervalle  compris  entre  x=o ,  x  =  i,  l'ex- 
pression y,  doive  fournir  les  mêmes  valeurs  qu'une 
équation  donnée  jr,'=f(x),  la  question  sera  déter- 
minée. En  effet ,  s'il  s'agissoit  de  trouver  la  valeur  de  jr 
qui  correspond  à  un  indice  égal  à  un  nombre  entier  quel- 
conque m ,  plus  une  fraction  n ,  soit  commensurable  j 
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soit  incommensDrable  y  on  calculeroit  la  valeur  de  y^» 
d*aprè8  Téquation  jr;K=f  (  x);  comparant  le  résultat  avec 
celui  que  donne  alora  l'équation 

y^=zX^(^  8in2irn,C08  2irn), 

on  auroit>  pour  ce  caa»  la  valeur  de 

^{sïnairn  y  C0S2  irn), 

qui  doit  être  la  même  que  celle  de 

f  (8in2s'(7n-f-n)>  C082ir(m-|-n))» 

et  Téquation 

j'x=X'^(8În2irx,C082irx), 
devenant  par-là 

ym4.n=ym4-ii^(8infl«-|l,  C082«-n) 

seroit  entièrement  déterminée. 

La  8eule  condition  à  laquelle  soit  assujettie  l'équa- 
tion 3^,=af(  a:),  c'est  qu'on  en  tire  pour  yo  et  pour  3^,  les 
mêmes  valeurs  que  de  l'équation 

^,=  X^  (ain  2WX,  cossirx). 

376.  Les  remarques  précédentes  s'offrent  d'elles- 
mêmes,  par  les  considérations  géométriques.  Si  l'on 
construit  sur  la  droite  AR,Jig,  58,  menée  à  une  dis-  HG.  58. 
tance  quelconque  de  Taxe  des  abscisses  OX,  parallèle- 
ment à  cet  axe,  et  divisée  en  parties  AJ^,  A' A",  A'Af  \ttc. 
égales  à  A  .r  I  des  courbes  telles  que 

ABA'ffA'BrA^'S ,  ACA'(rA''CA"T,  ADA'D'A''iyA"'U,  etc. 

passant  par  les  points  A^  A\  A^^  AT'y  etc.  et  composées 
entre  ces  points  de  parties  égales  et  semblables,  ces 
courbes  satisferont  à  Téquation  Ajr=o.  Cela  est  d'abord 
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évident  pour  les  points  A  «  A\  A!^^  Al\  etc.  et  Xovl  Toit 
ensuite  que,  prenant  A?:s=x^  AP^^=x^^Xf  lee  arcs 

i<L  et  A'V,  AM  B\  ÂM\  AN  et  jfir,  etc. 

étant  égaux  et  semblables ,  les  ordonnées 

LP  et  VP\  MP  et  M' F,  NP  et  N'P\  etc. 

seront  aussi  respectivement  égalée;   tt  ron  aura  par 
conséquent  pour  chaque  courbe  Ayzrzo. 

La  condition  Ayz=o,  n  entraînant  point  la  conti- 
nuité dans  les  réisnitats  ,  les  courbes  AS^AT,  AU,  etc. 
ne  seront  point  assujetties  à  cette  loi.  Le  polygone 
EFE'F'E*F'E" . . .  .V,  composé  de  parties  semblables 
EFE\  E'  FE",  etc.  donne  également  A^=:Oy  aux  in- 
tervalles marqués  par  Ar  ;  il  en  seroit  de  même  d*ane  suite 
d'arcs  égaux  et  semUablés  d'une  courbe  quelconque 
assemblés  d'une  manière  discontigue  i  comme  le  sont  les 
arcs  GH,  GH\  CH",  etc. 

Il  est  visible  que  l'équation  y  =f|  sin  — — \  cos  J     l 

donne  lieu  à  des  lignes  qui  satisfont  aux  conditions  ci- 
dessus. 

577.  La  construction  des  équations  aux  différences 
s*accorde  parfaitement  avec  ce  qui  a  été  dit  (  3/5  ) 
sur  la  détermination  analytique  des  fonctions  arbitraires. 
Soit  Aj^=:F(x,  y)f  une  équation  de  ce  genre  et  du 
premier  ordre; ayant  choisi  arbitrairement,  ou  déter- 
miné, suivant  les  conditions  de  la  question,  le  premier 
ne.  59.  point^B,^.  59,  do  la  courbe  cherchée,  comme  l'équa- 
tion proposée  n'apprend  rien  sur  tous  les  points  corres- 
pondans  à  la  portion  d'abscisses  AA'zi^^x,  et  qu'elle 
donne  seulement  l'ordonnée  A'ff^ry^,  on  pourra  faire 
paeser  par  les  points  B  et  B*,  une  portion  d*nae  courbe 


s 
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quelconque.  Cela  fait,  pour  obtenir  la  portion  correa* 
pondante  à  Tabscisse  A'À\  on  prendra  en  arrière  d*ua 
point  quelconque  P'  de  cette  abscisse ,  une  distance 
PP'=AA':=^^x,  et  élevant  l'ordonnée  PM,  on  mènera 
Miy  parallèle  à  AR-^  tirant  ensuite  de  lequation 
Ay=F(a:,3^)  la  valeur  de  Ay  pour  l'abscisse  AP\  cette 
valeur  donnera  la  droite  D'M',  qui  jofnte  à  P^tyzzzPM, 
fera  connoitre  le  poipt  M\  On  treurera  de  même  tous 
les  points  de  Parc  JB'F'*,  cet  arc  employé  à  son  tour 
comme  Tare  BB\  donnera  ceux  du  troisième  arc  B''B>'\ 
et  ainsi  de  suite. 

Il  est  évident  que  Ton  poturroit ,  par  le  même  pro- 
cédé ,  continuer  la  courbe  en  arrière  du  point  A ,  et 
que  dans  tous  les  cas  elle  satisfera  à  Téquation  pro^ 
posée,  puisque  les  différences  Ajf=ZXAf  auront  des 
valeurs  conclues  de  cette  équation  :  nous  laissons  au 
lecteur  à  faire  Tapplication  de  ce  procédé  aux  équa- 
tions du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 

On  n'a  considéré  ici  que  les  équations  aux  diffé- 
rences relatifffl  i  Ihypothèse  de  àixrrxomL  ka  autres  sa 
ramènent  à  celles-ci  par  un  procédé  fort  simple  dû  à 
Laplace ,  et  inséré  dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel 
et  du  Calcul  intégral. 

Application  du  Calcul  intégral  à  la  Théorie  des  suites» 

S78.  Uintégration  des  différentielles  à  une  seule 
variable  ayant  conduit  à  des  séries,  on  en  a  conclu 
qu'on  pouvoit  représenter  une  série  par  une  intégrale  ; 
et  comme  on  a  des  méthodes  pour  calculer ,  au  moins 
par  approximation ,  la  valeur  â*une  intégrale  entre  des 
limites  données  (aio)>  on  a  cbercbé  à  remonter  d*nne 
série  à  Tîntégral^  dont  elle  est  un  des  déveîoppemens. 
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C'eit  par  ces  coll8idé^ltk>l^  qn'Ealar  a  créé ,  pour  la 
iommation  des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme 
général ,  des  méthodes  trèeJngénieases  dont  Yoid  quel* 
ques  exemples: 
Soit  d'abord 

o+o         sta+b  anp^b' 

la  série  proposée  ;  on  multipliera  par  px^  les  deux 
membres  de  Téqnation 

a+b   ^  2a+6  ^  an+b      ' 


et  passant  ensuite  aux  différentielles,  celle  du  terme 
général  sera 

p(n+r)  (^n+i8)a:^-H-»d4P 
a  n+b 

Le  facteur  an^^b  disparoîtroit  du  dénominateur,  si 
Ton  avoit  p(»+r)==an+6;  on  fera  donc  piv=an ,  pT=h^ 

ce  qui  donnera  cette  équation 
h 


-JC^=(^+^)ar^+(a.+/S)x-"^' 


dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  déno- 
minateur. De  nouvelles  opérations  ^  semblables  â  la 
précédente  ,  feroient  disparoitre  les  facteurs  qui  reste- 
roient  y  si  le  dénominateur  en  contenoit  plus  d'un. 

En  multipliant  la  même  équation  par  paf  \  et  pre- 
nant ensuite  l'intégrale   de   chaque   terme  »  celle  du 


/ 
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terme  général  sera 

le  facteur  »n  +  fi  du  numérateur  disparoitra  si  Ton 

fait  a»pn^=i*anf    ap  fi:=zb-{-  ar^ 

d'où  il  suit 

_i  _fi      b 

C- -— —  —  — 4-»  —-f^  —+■» 

-/X  d(x    J)=rx  +*  +« 

ce 

=  a?«-*-'  { i+x+x» +x«-' } 

et  par  conséquent 

M        h  h  M 

-yx  dCx  *)=x        I 1. 

ce  '  \  I— X  y 

On  tire  de-là 

'= — ■■ 1 • 

a 

ax 

m 

Syg.  Dans  la  série  que  nous  ayons  considérée  ci- 
dessus  9  le  nombre  des  facteurs,  soit  du  numérateur , 
•oit  du  dénominateur ,  étoit  le  même  pour  chaque  terme; 
mais  il  est  une  classe  de  séries  qu*£uler  désigne  sous 
le  nom  d*hypergéométriques ,  dans  laquelle  ce  nombre 
augmente  d'un  terme  i  Fantre  :  la  série 

~a+b    "•"  (o+*X2a+6)     

.  (*+g) (^"-t-g)^ 

"*"(a+6) ^an+by 
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est  de  cette  classe.  On  ra  yoir  que  leur  sennmitioD  le 
ramène  i  l'intégratian  d'une  équation  différentielle. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  Féquation  ci- 
dessus  par  psfàx  »  et  prenant  leurs  intégrales  ^  on  ob- 
tiendra 

pjsxrax       (,^,^)(^^i) 

■*■  (r+ii+i)Ca+A)...(aii+è)* 

On  fera  disparoître  le  facteur  «n-^/l  du  numéra* 
teur  f  en  posant 

pC-n+^tsr+n+i, 

d'où  pmnz=:np    p/S  =  r+i, 


I 

pr=-,    r=3^ , 


fx  *  sAs X* 


a+* 


M 

■^(a  +  A) (an  +  6) 

En  multipliant  ce  résultat  par  paf,  et  prenant  la 
différentielle  de  chacun  des  membres,  on  trouvera 
Téquation 

•  d  a:  «(a-^&) 

r— i 


*  (a+A)....       (an+fr) 

et  le  facteur  an-f-  A^^paroitra  du  dénominateur  >  si 

p(/8-t-«n-f  r^sft  (an +  &), 

ou 
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^      .                                              h      fi 
OU  SI  pz=La^T=z . 

a       m 
Divisant  enraile  les  deux  membre»  par  x^^  oo  aura 

Le  second  membre  de  ce  résultat  n'est  autre  chose 
que  la  série  proposée ,  dont  on  a  ôté  le  dernier  terme , 
et  à  laquelle  on  a  ajouté  l*unité  \  oa  conclura  donc 
de  ce  qui  précède , 
h       s      #~« 

ad  (  X            fx       sàx) 
T —x+s 

«X  dx 
On  débarrassera  cette  expresnion  du  signe  /  eu  la 


différentiant  deux  fois  »  et  en  éliminant  fx        sâx  entre 
les  deux  résultats. 

Cet  exeosple  montre  comment  oo  opéreroît  sur  d'autres 
cas  plus  compliqués  de  la  classe  des  séries  dont  il  fait 
partie  »  en  observant  que  chaque  mtàgratkm  oifre  le 
moyen  de  faire  disparoitre  un  facteur  du  numérateur» 
et  chaque  differentiation,  un  facteur  du  dénominateur. 

58o.  Si  on  faisoit  abstraction  do  dernier  terme ,  on 
auroit ,  au  lieu  de  la  somme  particulière,  la  limite  de 
Calcdiff.  Nû 
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la  série  consiidérée  à  l'inCni ,  on  la  fonction  génératrice 
de  cette  série ,  car  il  eat  visible  que  les  procédés 
ci-dessus  sont  inverses  de  ceux  par  lesquels  on  déter- 
mine les  séries  qui  satisfont  à  des  équations  différen- 
tielles données. 
Proposons-nous  par  exemple  de  trouver  la  limite  de 

la  série 

,5  r=ia?— 1 .  2x*+ 1 .  a .  Sx^—  etc. 

On  pourroit  appliquer  à  cette  recherche  la  première 
transformation  du  n°.  précédent,  en  faisant 


«=i ,  /fc=o,  a=o,  6=1  ; 

mais  on  y  parviendra  directement  en  mhltiptîant  par  x 
les  deux  membres  de  l'équation  posée  plus  haut ,  et 
en  les  differentiant  ensuite  :  on  trouvera  de  cette 
manière 

s  jc=ir* — 1 .  2x^ +1.2.  Sjc^— etc. 

-^ — ^=  1.2X — 1. 2. 3  0?*+ 1.2.3.4.4?^  — etc. 

dx 

et  multipliant  la  dernière  équation  par  x,  il  viendra 
Téquation 

d(jx) 
X  -^ — ^=1.23:* — 1. 2. 3*^ +1.2. 5. 4 x^  —  etc. 

QX 

dont  le   second  membre  est  évidemment  égal  à 

ainsi  on  aura 

xàCsx) 

or  — 5= — 

do: 

,    ,    ^(jcjri)  ^        6x 
ou  ûsA r a^=  — . 

X**  X  ..        t 
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L*iatégrale  de  cette  dernière  équatioa  est 


1 


sz=z  —  /  e        àx  {  257 ). 

X 

Pour  que  Texpresaion  ci-dessus  réponde  à  la  série  pro* 
posée  f  il  faut  que  l'intégrale  s'évanouisse  lorsque  x=o  ; 
et  si  on  la  prend  jusqu'à  x=zi ,  on  aura  la  quantité  cor* 
respondante  à  la  série  divergente 

1 — i»2-|-i«a.3— 1 .2.3.4+etc. 

38 1.  C'est  de  cette  manière  que  les  intégrales  dé- 
finies servent  à  évaluer  des  quantités  qu'on  obtiendroit 
difficilement  par  d'autres  moyens  ;  elles  prennent  sou-» 
vent  des  valeurs  remarquables. 

On  voit  à  la  simple  inspection  des  cas  particuliers  da 

y*x^~'*dj? 
— -— — —  I  rapportés'  dans  le    n®.   ij5t 

que  ces   expressions   se   réduisent  à    un   seul   terme 

lorsqu'on  les  prend  eiitre  les  limites  x==o  et  x=i\ 

l'arc  A   devenant  égal  au  quart  de  la  circonférence  » 
on  a  ces  deux  suites 

y^  àx       w  p  xàiX    ^^  . 

y*»  .r'dy     I  .y  /^  x^â  X    a 

y^  x^àx     t.Sft  /^  x^dx    a. 4 

y**  rMx    i,3.5.7ir     /*  x^àx    9.4-6.8 
Yx^x^  ^â.4.6.8.2yv/i^ia'       3.6.7.9 


9' 


•te. 

Nn  a 
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et  d  après  ce  tableau  ,  oa  a  en  général 

y'^x^'àx    _i.3.5...,..(2r— i)  T 
t/i— X*  ~2.4-ti 2rT* 

a'*^*dx       2.4.6 .ar 


/p 


—fa*—      '    ^  .  < 


^/l JP«        3.5.7 (^'■+*) 

doù  ii  sait 

Çn  divisant ,  au  costraire»  la  seconde  ferraolepar  la 

première  ,  on  trouve 


h 


|/i  —  j:*  a   2  2.4.4 ar.ar 


y-»  jT^'^d  j;     ••     '''•i.3.3.5.5*C2r— iXar— i>('ir+i) 

Four  savoir  ce  que  devient  le  premier  membre  lors- 
qu'on pousse  le  nombre  des  facteurs  du  secoâd  )Ui>qu  à 
rinfîni,  ou  lorsqu'on  fait  r  infini,  {e  prends  jc*'  =  z; 
les  limites  de  z  sont  les  mêmes  que  celles  de  x\  mai« 
on  a 


a;=a^'  , 

ar 

^  x*'-^»  d  .r 

a 

1     nz'^'éz 

**  «.  f        / 

t 
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Le  rapport  de^diiTérentielIea  étant  ft  '%apprpcbed*aa« 
tant  plus  de  z^  oa  de  i ,  qne  le  nombre  r  anginente; 
en  passant  à  la  limite^  ^n.pcmt  regarder  le  rapport  4ea 
dilTerentielles  comme  égal  à  i  ;  il  en  ser.a  alors  de  même 
de  celai  des  intégrales,  puisqu'elles  commencent  et 
unissent  ^n  même-temps  :  on  conclura  donc  de-là 

a     '2.3.4.4.6.6.8.8. io.io.e(tc. 
^    *    1.3.3.5.5.7.7.9.  9  .11  .etc. 

et  pajr  conséquent 

«*      2.9.4.^..6.6.8.8.io.io.i2.€ttc. 
ft      a .5.5.6,5.7.7.9.  9.ii.ii.«tc. 

382.  Cçtte  expresilion  de  Ja  cicconférence  dn  cercfe 
eftt  due  à  WalL's;  elle  entre  dans  une  formule  donnée 
«par  Stîrling ,  pour  calculer  la  somme  d*une  suite  de 
logarithmes  appartenans  à  des  nombres  en  progression 
par  différences.  Voici  cette  formule  : 

L'expression  générale  ^  Su  déduite  de  celle  de  Siâ 
du  n*".  365  9  lorsqu'on  £9^  tt=Jap  et  ft=4  ,  devient 

.S  lx=2 1  j;4-arilx=a:Jx^- X +-(i  +  ^  )  1 JP + 

B      C  ,  ^D 

— — 1 — •  —  etc.  +  cottst. 

X        X*       x^ 

en  observant  que /dxl*=rjrlx  —  x  (182)  ;  et  en  cal- 

1 

culant  le  développement  de  la  fonction  -7 ^  suivant 


e 


les  puissances  de  % ,  on  trouvera 


45?— ->      ^=-7»     C=o,    Dru—-—  ,etc. 
—     a  12  56o 


«iBroit  déterminer  la  constante  en  faisant  x:=izi, 

Nn  3 
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parce  que  la  suite  des  coefHciens  A,  B,  etc.  finit  par  être 
divergente  :  on  a, recours  à  l'expression  àe  ir  du  n^  pré- 
cédent. En  passant  aux  logarithmes  ;  et  s*arrêtânt  au 
nombre  pair  2x  dans  le  numérateur ,  on  obtient 

1— 11— aïs— 215—217—219:. . .— al(2x— 2)-»-»Kî^— O 
et  qu'en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x 
infini ,  on  trouvera  par  le  moyen  de  Texpreision  pré- 
cédente de  5 1  X 

li+l2+l3+l4....4-lj:=con5f.+(  x+i)\x—  x 

Ii+l2+l3+k* +\!àx=consL+{2x+ {)\fix^:^ 

I2+I4+I6. .  .+l2x=zS\x+xïa=const.+(x+i)\x+xh 


Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde ,  il  vient 
li+l3Vl5+l7....+l(2x— i)=xlx+(x+|)l2-x, 
d*où  Ton  conclut 


-.)} 


.2l2+3l4  +  2lfi.  .  .+2^(2a: — 2)+l2X 

— 2I1— 2I5— 2I6. . .— 2l(2x— 3)— 2l(sa: 

{2C0;t5^  +  2(ar+^)  lx+2*Î2  —  2X — llX 
— 2  X\x  —  2  (x4-  î  )  I  3  +2  X 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal 
àl^ — 12|  on  obtient  d'après  la  réduction   du  second» 

lîT  —  ]2-=2const.  —  2I2  , 

G  où       const.  =4(l^+l2)  =  ^la^  =  l  ^2ir  , 
résultat  bien  remarquable  >  et  d'après  lequel  on  a 

On  rendra  cette  équation  propre  à  un  ^iyôtêmê  quel- 
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conque  de  logarithmes  »  eh  multipliant  par  le  modula 
les  termes  dans  lesquels  il  n*entre  point  de  logarithmes. 

583.  Proposons-nous  pour  exemple  de  trouver  la 
somme  des  logarithmes  des  looo  premiers  nombres 
des  tables^  c'est-à-dire  »  la  valeur  de 

li-|-lal+13...  .+I1000. 
La  caractéristique  1  désignant  ici  des  logarithmes 
ordinaires  ,  le  module  sera  pour  abréger ,   teprésenté 
par  M  y  et  comme  Af=  1000  ,  il  viendra 

x]x  =      3ooo,  0000000000000 

+  î  I  «  =  i,5oooooooooopo 

-f.il  aT  =  0,3990899341790  : 

—    M  x  =5  —   434,2944819032548 

H = -f-       0,0000361912060 

M 

=  — •        0,000000000001 2 1 


36oar» 


résultat 2567,Go4644222i3a8  : 

mais 

1  i+b-f-13 -|-liooo=li.2.3. ..  .1000=1  [loooli 

suivant  la  notation  adoptée  dan$  le  n^  369 


100» 


1000 


l[iooo]  =2567,6o4644222i3s8. 


1000 


L'on  apprend  par-là  que  le  nombre  [1000]^  dont  lo 
calcul  est  presque  impraticable  ,  doit  avoir  2568 
L  chiffres,  et  que  les  dix  premiers  chiffres  sur  la  gauche 
sont  4023872600,  en  sorte  qu'il  est  compris  entre  les 
nombres  qui  résultent  de  40123872600  et  de  4003872601  ^ 
suivis  chacun  de  a558  zéros.  Cette  connoissance  5uIIIt 
dans  beaucoup  de  recherches ,  où  Ton  ne  demander 

Kn  4 
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è 

qa«  let  rapports  des  prodvîtsdes  grands  nomlms^ief 
dans  ce  cas»  la  valeur  apiprechée  de  ces  rapportsdetieDt 
précieuse  par  IMmpossibilité  où  Ton  est  d'effedaer  les 
calculs  nécessaires  pour  arriver  -à  Ja  valeur  exacte. 
La  longueur  de  ces  calculs  devient  alors  na  obstacle 
aussi  insurmontable  que  la  difficulté  d'exprimer  rigou- 
reusement une  fonction  transcendante.  Laplaceabeau- 
coup  étendu  cette  redierche ,  dont  les  appficatîons  sont 
tfés-fréquentes  dans  le  caFcnl  des  probabilités. 

384.  Les  intégrales   définies  fournissent  aussi    le 
moyen  de  représenter  des  portions  de  la  série 

dx  1       d x*   i.fi 

en  partant  d*un  terme  quelconque.  Voici  comment 
d*Alenbèrt  y  parvient.  (  Recherches  sur  d^érens  points 
du  système  rfu  monde,  tam,  lipag.  5o.) 

Soit  v!  ce  que   devient  la  fonction  u  lorsqu'on  y 
change  x  en  or-f-^  >  «t  posant 

en  dîfférentiant  par  rapport  à  A ,   il  viendra 
du'      dP      ,_    ^       r^u'     ^ 

du' 


"-"+/fA^^- 


o  .  du'      du  ,  ^ 

en  dint'rcntîant  de  nouveau  par  rapport  à  A ,  en  obser- 
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Tant  que  u  ne  contient  pas  ii,  il  viendra  .  , 

dV      dQ     ,,   ,     ^      r^^  AU 
au      au  :   /^dV      , 

Faisant  encore 

dV        d*M 

dA*— d^  +  ^' 
en  trouvera 

dV       dR  /•d^' 

d»ii'      .  d*tt       /.d^ii^ 


d 


A»~d^+/"djïr^* 


En  continuant  AÎnai»  on  trowirera  en  gibpéral 
.  duA  .    d»u     ft* 

U==U+3 h-; 

àx  1       dx*     1.2 


les  intégrales  étant  prise»  ide  manièrj»  A. s'évanouir  lors- 
■que  /i=:o> 

•d'à' 
585.  Soit  pour  abréger --j-t;p=H;  on  aura  (aaa). 

1.2. .  .(II— 1)  *  1 

A*  1.2  -^ 
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et  il  est  facile  de  voir  qa*(m  pourra  snbfitituer  i  la  série 


cï'deBSQs  la  formule 

T 


jHit^hy^vih, 


i  .2. ..(» — iX 

prise  depuis  A  =20,  pourvu  qu'on  ctiange  aprè6  riuté" 
gration  t  en  h',  car  si  on  la  développe ,  qu'on  passe 
bors  du  signe  /  \ea  puissances,  de  t  ^  multiplient  les 
différens  termes  ,  et  qu'on  fasse  ensuite  t=h ,  on  retom- 
bera sur  la  série  ci-dessus. 
Il  suit  de-là  que 

.  d  u  A   .  d»w    h^  '  . 

li  =11  +  -; H-î • 

ax   i      dJF*  1 .  a 

pourvu  qu'on  prenne  Fintégrale  de  manière  qu'elle  s'éva* 
nouisse  lorsque  h=o ,  et  qu'on  change  ensuite  t  en  Îk 

On  peut,  dans  cette  formule,  changer    , .  ■  en 

^-7(21)  ;  et  si  l'on  fait,  sous  le  signe  intégral ,  t— h=2.t, 
ou  hz=zt{i — z),  on  aura 

Les  limites  de  l'intégrale  seront  alors  z=i ,  z=o;  on  la 
rendra  positive,  en  renversant  Tordre  de  ses  limites, 
c'est-à-dire  ,  en  la  prenant  depuis  z=o,  jusqu'à  z=i  : 
enfin  sortant  V  du  signe  /,  et  écrivant  h ,  au  lieu  de  ( , 
le  dernier  ternie  de  la  formule  ci-dessus  deviendra 

7 rAi a'^-^ds. 

i.2...(fi — i)y    do;" 

C'est  Lagrange  qui  a  donné  ce  dernier  théorème,  maïs 

d'une  autre  manière  dans  la  Théorie  des  Fonctions  ana^ 

lytiques  ,  nos  ^^7  et  suivans. 


d^=. 
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ADDITIONS. 

Addition  au  nP.  3/ ,  page  3g* 

Vj  e  volume  étant  devenu  plus  considérable  que  )e  ne 
m'y  étois  attendu ,  je  n'ai  pu  insérer  dans  l'Appendice 
£ur  les  différences  et  les  séries»  la  manière  de  former  par 
lesdifferenceF,  les  tables  des  fonctions  circulaires,  comme 
j'ai  fait  à  Tégard  des  logarithmes  :  pour  suppléer  à  ce 
défaut,  je  vais  donner  des  séries  dues  au  citoyen  Ber- 
trand de  Genève ,  au  moyen  desquelles  on  peut  calculer 
rapidement  une  valeur  très -approchée  de  l'arc  de  t>^,5 
pour  le  perde  dont  le  rayou  ==1.  On  tirera  de  là  la 
longueur  des  autres  arcs  du  même  cercle  -,  et  par  les 
formules  du  n°.  Zj ,  on  calculera  les  sinus  et  les  cosinus 
de  ces  arcs. 

Si  Ton  faisoit  a:=i,rarcy,  qui  seroit  alors  la  hui- 
tième partie  de  la  circonférence ,  auroit  pour  expression 
la  série  1  _i  +  j_^^i_etc. 
Cette  série  est  trop  peu  convergente  pour  être  em- 
ployée ,  mais  on  peut  calculer  les  mêmes  arcs  en  deux 
parties ,  la  tangente  de  chacune  étant  plus  petite  que 
l'unité,  on  aura  des  séries  convergentes.  Le  citoyen 
Bertrand  trouve  que  Tare  de  o*i,5  est  égal  à  quatre 
fois  celui  qui  a  pour  tangente  | ,  moins  l'arc  dont  la 
tangente  est  égale  à  ^77;  en  effet,  si  l'on  fait  tangarrf , 
on  trouve  successivement  (  Tri^j.  ag  ) 

2  tangua  5 

tangaa=  — 


tanz^  a  = 


1  — tanga'       la  ' 

120 
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Je  dernier  nombre,  an  peu  plu«  fort  qne  Tunité ,  tangente 
de  0^,5,  fait  voir  que  4a>b'* ,  5  :  faisant  donc 

4a  =  4,      ot,5=B, 
la  différence  4  a — o^  ,  5  on  ^ — B  ,  anra  pour  tangente 

tang(.^-5)  =  tang&=  tang>l-tang^^  i 
et  comme  ^=^_(^-^B) ,  il  viendra  o'i ,  5=4ii— fc 


t  I 


Or  enprenantsncoe8êivéBi6ntx=c->,aT=r— =— yOntrouve 

j__J .1  1 ï 

~  ;a39       3 .  (;*;5gp  +  5 .  (233)^       7 .  (259)7  +  ^^''' 
^  _  t 1 ,  __i 1  1       ^^ 

""""i     3.5^+^5.5*      7.57+..  9.5»      ^*^" 

d*od  on  conclura 


01,5  = 


•    Addition  au  n",  g4-,  P^S^  ^  ^3- 

La  valeur  de  y  étant  susceptible  du  double  signe  ih , 
on  peut  demander  lequel  des  deux  il  faut  employer;  car  i! 
est  bien  visible  qu'en  général  >àchaque  point  de  la  courbe, 
il  n'y  a  qu'un  seul  rayon  de  courbure.  La  détermination 
de  ce  signe  dépend  de  la  convention  qu'on  fait  sur  le 
sens  de  la  courbure  par  rapport  à  celui  dans  lequel  est 
dirigée  la  normale.  Si  Ton  veut  que  le  rayon  de  cour- 
bure soit  positif  pour  les  courbes  dont  la  concavité  e^t 

dé- 
tournée vers  Taxe  des  abscisses ,  comme  la  valeur  de  ~- 

est  alors  négative  (76) ,  il  faut  affecter  l'expression  de  y 
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du  signe  ^—  ;  et  dans  ce  cas  le  rayon  de  conrbure  de- 
viendra négatif  ai  la  concaviié  de  la  courbe  passe  du 

d'y 
côté  oppo&é ,  parce  qu'il  chango  de  signe  avec  -r—. 

Le  rayon  de  courbure  n'étant  pas  en  général  dirigé 
dans  îesens  des  ordonnées  ou  des  abscisses ,  n*a  pas,  à 
proprement  parler ,  de  signe  par  rapport  à  ces  Bgnes-; 
mais  si  on  lui  en  donne  un ,  il  faut  avoir  soin  de  ne  com- 
parer les  résultats  qa*avec  la  forniuk  qui  a  servi  à  les 
obtedir ,  sans  quoi  on  tomberoit  dans  des  contradictions. 
Far  exemple,  nous  avons  trouvé  à  la  page  laa ,  le  rayon 
de  courbure   de  la  parabole  négatif  i  parce  que  nous 
avons  employé  la  valeur  positive  de  7.  Si  on  vooloit  re- 
monter de  ce  résultat  à  1  équation  de  la  courbe  »  ou  le 
comparer  à  la  normale ,  il  fàadroit  faire  usage  de  îa 
même  valeur  de  7  >  sans  quoi  on  trouveroit  une  autre 
courbe  que  la  parabole.  Au  reste ,  puisqu'on  a  coutume 
de  regarder  comme  positif  le  rayon  de  courbure  des 
courbes  concaves  vers  Taxe   des  abscisses ,  on  pourra 
supposer  dans  les  applications 

(dx»+dyM' 
d  X  ù*y 

et  changer  en  conséquence  le  signe  des  résultats  rap- 
portés dans  le  texte. 

Addition  au  n9.   ii3 ,  page  14^* 

Si  on  ne  fait  pas  attention  à  la  note  de  la  page  14 r  > 
on  pourra  être  étonné  de  voir  substituer  en  même  témp» 
dans  la  valeur  de  ME ,  Texpression  du  rayon  de  cour-* 
bure  calculée  en  faisant  sin(^— m)=:o  ,  et  celle  de  AT, 
obtenue  en  faisant  cos(t  — m)  =  9.  Mais  la  difficulté 
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8*évanoaira  loriqaon  se  sera  convaincu qne rexpresskm 
du  rayon  de  courbure  ne  contenant  que  àw  différentielles 
de  t  y  est  indépendante  de  la  première  valeur  de  cette 
quantité.  On  peut  aussi  former  l'expression  de  MF  dans 
la  même  hypothèse  que  celle  qu'on  a  faite  poor  avoir 
A  T'-,  en  suivant  la  marche  tracée  dans  Tonvrage,  on 
passera  par  les  équations 

8in(t  —  m)  =  i|      cos(^=m)  =  o 
da:=:—- ud^y      d/=du 
o  =  adudt  +  ud"^,      d*y=d*ii— ttd<* 

d*où  on  tirera 

u*dt^—uâtd''u  udt^  —  à*u 

Cesformulesi  lorsqu*on  les  applique  y  mènent  d'aillenra 
aux  mêmes  résultats  que  celles  du  n*'.  cité,  pourvu  qnon 
dilTérentie  Téquation  de  la  courbe  proposée  1  suivant 
rhypothèse  établie  par  Téquation  o==adud^+ud*^, 
et  se  transforment^  d'après  cette  hypothèse,  dans  celles 
du  n°.  1 15. 


F  I  N. 
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